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Veber  das  Kiemaim'Bche  Krttnunungemaas  höherer 
Mannigfaltigkeiten. 

Ton 

Prof.  Dr.  Beez 


Unter  den  von  H,  Weber  und  R.  Dedekiod  heianBgegebenea 
tnathematiscfaeD  Werken  Eiemann's  findet  sieb  ancb  eine  io  lateinischer 
Sprache  geschriebene  üntersncbnng  des  genialen  Mathematikers  ttber  iso- 
therme Carven,  welche  er  im  Jnli  des  Jahres  1861  der  Pariser  Akademie 
als  Beantwortung  einer  7on  ihr  gestellten  Preisfrage  eingereicht  hat.  Der 
zweite  Theil  dieser  Äbhandlnng  bildet  einen  in  sich  ahgescblosBeiieii, 
rein  mathematischen  Excnra  mit  der  Ueberschrift:  „De  Iraniformatione  ex- 
presHonis  ^,'b,i'  ds,  ds/  in  formam  datam  £,,' Si,- dzidx,'"  und  ist  hanpt- 
slchlich  deshalb  von  hohem  Interesse,  weil  er  im  6rnnde  geDommen  eine 
volIstHndige  Theorie  des  sogenannten  Biemann'schoji  Krtimmangsmasses 
enthlllt,  welche  man  wohl  an  jener  Stelle  am  wenigsten  vermntbet.  In- 
sofern darf  diese  Arbeit  als  der  Abschlnss  der  bereits  sieben  Jahre  sn- 
voT  von  Riemann  in  der  Habilitationsschrift:  „Ueber  die  Hypothesen, 
welche  der  Geometrie  zu  Gmnde  liegen"  angestellten  Untersncbangea 
betrachtet  werden.  Die  am  Schlüsse  gegebene  Vorschrift  zur  Ableitang 
der  Covariante  (tl)  ist  ein  Meisterwerk  analytischer  Kunst,  wenn  anch 
ihre  Verification  sich  nicht  so  einfach  gestaltet,  als  der  verdienstvolle 
Herausgeber  and  Interpret  Herr  R.  Dedekind  annimmt.* 

In  dieser  zweiten  Abhandlung  tritt  der  rein  analytische  Charakter  des 
Rjemaan'Bcben  ErttmmangsmasEes  so  entschieden  in  den  Vordergrund, 
dass  die  am  Schlosse  gegebene  geometrische  Interpretation  eigentlich  als 
ganz  nehensKchlich  erscheint.  Da  aber  gerade  diese  Interpretation  in 
der  neueren  Baumtheorie  eine  TerbäognissTolle  Rolle  spielt,  so  halte  ich 
es   nicht  für  unzweckmKssig,   auch  die  zweite  Schrift  Eiemann's  einer 


*  S.  Biemann's  Gesammelte  mathematische  Werke  S.  388.        ^  iOOqIc 

ZdtMlMft  £lUa«iiuUk  B.  »vMk  XXIV,  L  1 


2  Uebet  das  BiemanB'flcIie  KrUmmangsmus  etc. 

geDRnec  Analyse  es  nDterwerfen  nnd  za  zeigen,  dasa  jene  Interpreta- 
tion aaf  einet  willkarlichen  Annahme  bembt,  die  sich  raetageometriscli 
nicht  beweiseD  Usst.  Hierbei  aetze  ich  noch  immer  die  HSglichkeit 
höherer  Bfinm«  ▼orans  und  atOtse  inich  I»ei  der  Betrachtung  deraelben  in 
erster  Linie  auf  die  Analogie  mit  den  aas  der  Erfahrung  abatrahirten 
Raaragröesen.  Wenn  ich  mich  in  zweiter  Linie  der  Hilfe  der  Analyaia 
bediene,  so  iat  dieselbe  doch  stets  nnr  Mittel,  nicht  Zweck  meiner  Unter- 
anchnng,  w&hrend  bei  den  in  dies  Gebiet  einschlagenden  Arbeiten  an- 
derer Mathematiker  znmeiat  das  entgegen geaetste  VerhHltniss  stattfinden 
dfirfle. 

L 
Veb«r  di«  Trsnsfannation  doi  Audrnekt  ^noikdpidpt  in  die  Potdi 
£ldxt';    (f,*,/=l,2,...n). 
Wenn  £ti,a,i,dpidpi,  eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  der 
n  DifTerentiale   dp^,  dp^,  ...  dp„    darstellt,    in  welcher  die  Coefficienten 
"ik  =  "ki  beliebige  nnabbängige  Functionen   der  n  unabhXDgigen  Varia- 
helen p,,  Pf,   ...  pa  bedeuten,  deren  Determinante 


nicht  verschwindet,  eo  kann  man  die  Frage  anfwerfen,  welchen  Beding- 
'  nngen  die  Fanctionen  am  genttgen  müssen ,  damit  die  Form  £iit  am  dpf  dpi, 
dnrch  EinfUhmng  von  n  nenen  nnabhSngigen  VerKoderlichen  —  an  die 
Stelle  <ler  p  —  in  die  Summe  der  Quadrate  der  Differentiale  von  diesen 
nenen  Veränderlichen  übergehe,  folglich  zwischen  beiden  Formen  die 
Oleichang  stattfinde 

1)  Siian  dpidpi  =  ^dxiK 

Bei  der  Behandlong  dieser  Öleichnng  ist  es  nothwendig,  aiob  zu  ver- 
gegenwSrtigen,*  daaa  die  Form  Xandptdpt  eine  doppelte  Beihe  von 
nnabhSngigen  Variabelen  enthSlt,  nXmlieh  die  in  den  Fanctionen  in  ent- 
haltenen H  GrSaaeD  p  nnd  die  n  Differentiale  derselben  Grössen  dp.  Anf 
der  rechten  Seite  der  Gleichnng  1)  dagegen  treten  nnr  die  n  Variahelen 
dx  anf.  Führt  man  in  die  linke  Seite  von  1)  atatt  der  Variabelen  p 
ebenaoviele,  also  n  von  einander  nnahhängige  Functionen  der  x  ein,  ao 
stellt  1)  eine  identische  Gleichnng  dar.  Man  kann  sie  daher  nach  den 
dx  partiell  differentüren ,  wobei  man  zu  berflcksichtigen  hat,  daaa  man 
dnrch  partielle  Differentiation  der  ebenfalls  identischen  Gleichung 


*  Die  Grundlagen  tOt  die  Tronaformation  von  Differentialaasdrücken  finden 
sich,  wie  schon  Herr  B.Lips  Chi  tz  angegeben  hat,  in  Lagrange,  Mieani^e  ana- 
Ijftigve,  second«  partU,  qyuftnimt  »eetÜM,  6. 


Von  Prof.  Dr.  Bui.  8 

•rhUt 

d.  h.;  Der  partiell«  DifferentiKlqaotient  von  dpi  nach  (fir«  ist 
gleich  dem  partiellen  Differentialqnotienten  von  pt  nach  xi,. 
Fuhrt  man  die  partielle  Differentiation  der  Gleichong  I)  nach  einer  be- 
Btimmten  Variabelen  dxi  ans,  indem  man  die  dp  und  die  dx  als  Varia- 
belof  die  an  aber,  da  sie  nnr  Fnnctionen  der  p  und  nicht  der  dp  sind, 
all  constant  ansieht,  so  ergiebt  sich 


+«.,-..  lä+.».'..|?.+...+»..^..|^; 


oder  in  abgekürzter  Form 
.     4«)  dXi=Ztr«if<ip?^^. 

Man  kann  nun  auch  umgekehrt  die  x  als  n  von  einander  nnahhXngige 
Fnnctionen  der  n  nnabhSngigen  Variabelen  p  ansehen  und  der  Gleich- 
ung 2)  die  Gleichung 

dp^      '     dpt      *  opn 

gegennberstellen.  Ana  dieser  ergiebt  sich  durch  partielle  Di£Ferentiation 
nach  dpi 

d.dxt     dx^ 

ä.dpi^dfi' 

Wenn  man  daher  die  Gidehang  4)  partiell  nach  dpi  differentiirt,  so  er- 
hält man 

opi  BtEk  oxk  exj,  öXk 


*  Die  entsprechende  Oleichnng  bei  Riemann  lautet  S.  380  der  gee.  Werke 
Dutor  ]) 

Biemann  findet  sie  dadurch,  dass  er  in  der  Qleicbung 

statt  des  Symbols  d  auf  beiden  Seiten  d+t  einfahrt  und  dadurch  su  der  Qlaichung 

1» 


4  Ueber  das  Rienunn'iicha  KrttminangBinus  etc. 

Gehen  wir  jetzt  wieder  znr  Gleichung  1)  znrHck  nnd  differentiiren 

sie    zuerst   putiell   nach    (fp,,  dp (ip.,   so   entsteht  du   Folgende 

Oleichnngss^stem : 

.„,ip,  +  a„d,,  +  ...  +  .„d?.  =  d«,|^J  +  J,,|i  +  ...  +  Jx,|i, 

8)  «.,''Pi+«« ''!'.+■•■+•»■'?— "'.15+'''.  |f;+-+'"-|J. 


■äp.' 


Ist  nun  g^ 

«ii  =  ^ — 

der  CoeMcient  vod  Hf*  in  der  Determinante 
"Hl    ■■■ 


so  ergebt  sich  ans  dem  System  8) 
93 


adpi=dx^  J'='i'ä7^  +  '«*ä^  +  -  -  +  *'" 


'»ft 


Zpt 


-»  +  ...  +  «. 


8«J 


+j«.j.„j^+«,j^+...+..,3Sj, 

folglich  eihUt  man  dnrch  parUelle  Differenüation  nach  dxk 


9) 


du      II     8a!i.        Sil.         ,         all)       ,",i8«i 

fibereinstimmend  mit  OleichTiiig  2)  bei  Biemann.  Der  partielle  Diffe- 
rential qnotient  -z —  läast  sich  aber  noch  anf  andere  Weise  darstellen.  Das 
System  5) 


^ti'  Wt  ^*t  '*•'  -  ^l <**! **» 
gelangt,  die  wir  veiter  nnten  mit  Hilfe  der  VariationBrechnang  ableiten.    Hieraof 
eubstituirt  er  ntatt  As,'  den  Ansdrnck 

und  setzt  auf  beiden  Seiten  die  Coeffldenteii  von  ix  einander  gleich,  wodurch 
die  Gleichnng  A)  gewonnen  wird.  In  dieser  achreibt  er  für  dxi,  den  Äuedrack 
|^'djii  +  |^(ili,  +  ...  +  |^'dp,  und  erbWt  endlich  dnrch  GleichsetBung  der  CoefB- 
deuten  TOn  dpi  die  obig«  01eicbang  6). 


Von  Fror.  Dr.  Bme. 


'''^-5;r''ft+äz  ""■+■■■+87/"" 
df,_i-'d».+^iai,+...+^'j»., 


giebt,  sach  dp^,  dp,,  ...  dp^  rtfgelöst, 


10) 


dpi  dp,  '"  dp, 
3a^  3£,  3£g 
9Pi      dp»  '"  dpn 


gesetst  iat.    ^ffieraiu  erhält  man 

Nnn  btnteben  fKr  die  UnterdfltenniiiRiiteQ  <4ti  die  Oleichnngen 

A   dpt"^  A   3p,  "*""■"*"  ^     dpt^ 
nsd 

4*  3£,      ^  3^  ,  ,  ^*  Sa:,  _  - 

-*    3p,  "**  -1    3p, '**■■■''"  A    dpi 
Setzt  nutD  in  dieselben  die  Werthe  ron  -^  ans  11),  so  erhslt  man 

''  3p,  3«,     3p,  30!,"'"  ■■■''"  3p,  3«» 

and 

'  3p,  3a!,"*" 3p,  da,"^      '*'  Spt  dx„ 

Hit  Hilfe  der  Qleichnng  6)  bilde  man  weiter  die  Prodncte 


*  Die  QUichmigen  12)  nud  13)  laesen  aioh  aneb  diiect  dnroh  parti^e  Diffe- 
rentiation der  Oleicbong 


^P'  =  ^^^-^"^J'^-^-+'k 


nach  dpr  nod  dpi  ableiten. 


ra-,:cJbyC00gIe 


üeber  du  Risnuum'acfae 


8i,  8*.      /     ap,  dp,  «p.yi, 

8K'8«"V°" 85; "^""äl; ■'"■■■"'"   "äVää' 

8^-8F."l°"8^,  +  °"8^+-  +  '""8Fj87. 
und  »äiin  sie,  dsno  kommt  wegen  l2)>iind  13),  der  Biemftnn'seheo 
Gleicbnng  3)  entiptecbeiid , 

In  Khnlicbei  Weise  liann  men  die  Gleicbnng  9)  verwenden,  indem  man 

die  folgenden  Frodacte  bildet: 

gp<    £P*. _  f'""  ?^  1  ^' £^  I         ."'i  dxA.dpk 
dx/dx^       \a    dpi        a    »p,  "'"■■■'*"  a    äpj  dx^' 

da^'dx^'^Ka    3p,        «     3pj  "*'■'"'"   a    3p„/ 3«,' 

3P(    SPt^/^' 3^  I  ^' 3^  ,  cr,i3j:,\3pi 

aa„'3j:,      \«    ap,       «    3pjT'         a    dp„)dxi 
Dnrcb  Addition  mit  Berttcbsicbtigniig  von  12)  und  13)  erhSlt  man  hierans 
1^\    3ft    3pit     3p(^  3p*  ^.^^£L~s^^£L     fi*  • 

^^'    dxi'dx^'^'dx^-dx,'*'-'-''^  dxn'dx„~'^'dxt-dx,^  a  ' 
womit  die  Gleicbnng  4)  bei  Biemann  erwiesen  ist. 

Die  Gleicbnng  14)  ist  der  Form  nach  dieselbe,  wie  die  Gleicbnng 
7)  io  meiner  frOberen  Arbeit:  „Zni  Tbeorie  des  Krflmmnogsmasses  etc.",** 
nnr  bestebt  der  unterschied,  dass  in  jener  Afabaudlnng  die  Form  von  n 
Variabelen  ZikOik^Piäpt  ans  einer  Form  von  n-f-1  Variabelen  Eidx^  mit 
Zuhilfenahme  einer  Gleichung /(x, ,  x„  ...  x^,x^^i)  =  c  entstanden  war, 
worans  die  auch  gegenwärtig  geltende  Besiehnng  ()it=atiSicb  ergab. 
Trotz  dieses  Unterachiedes  aber  ist  die  weitere  Becbnung  snm  Theil  ganz 
identisch  mit  der  früheren.  Differentiirt  man  nKmlich  die  Gleicbnng  14) 
dx,  dxi 
3P(  3p* 
nach  Pr  nnd  die  analt^  gebildeten 

y.^fi    3.r<  _  dx,    0X1  _ 

dpi'dpr  *"  »Pt'apr""*'" 

beiflglich  nach  pt  und  P(,  so  erliftlt  man 


*  Die  Gleichnngli)  kami  unmittelbar  durch  Subititution  tod  5)  in  1),  die  Glräch- 
ung  in)  aber  mit  Hilfe  des  DifferentialparanieterB  der  Qleicbuiig  1)  erhalten  werden. 
*•  S.  diete  Zeitschrift  Bd.  XX,  8. 4!4. 
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8i, 

d*xi 

San 

Ip, 

»P»  äfr 

-ip. 

äxi 

8>i, 

ä.i. 

Zj  ^''"  /"'  I  s,- 

dptdpi'dpr  '  dpk'dprdpt  dpi' 

Durch  Snbtraction  der  ersten  Gleichung  von  der  Summe  der  beiden  letz- 
ten kommt  ^»         i  «  a  o 

_  ^     "  1       *''  '* 

'  Si'r      ^Pt      3pj       3pr ' 
folglich,  wenn  wir  die  schon  früher  adoptirte  ChriBtoffel'sche  Bezeich- 
nnngaweise 

'  , /goir  ■  gatr      gflfA 

KBcfa  jetzt  beibehalten , 

■'  ■^3ft3p*"8pr"'|'-r 

Anf  dieaelbe  "Weise  bilde  man 

^SptSp,'dpr^\  r  I 
und  differentiire  16)  nach  p.,  17)  nach  pi,  so  e^ebt  sich 

2i_^fL      ^'-^J     .  ^       y^f  ■      Sfi. 9_|''A| 

^Pl^Pk^Pr^Pi  ^Pt^Pk^Pt'  ^Pr       3p«  I  f"   I' 

^PkSp,.'  Spidpr        '  8pk8p,dpi'dpr     dpti  r  |* 
Torana  man  endlich  durch  Sabtraction  die  Oleichang 

--,,  "  dpi  dpi, '  dpr  dp,  dph  ^Pt  '  dpi  dpr      dp,  \  r  \      dpil  r  \ 

dptdpr     dpfdp,      dptdpk/ 
ableitet.     Um    nun  weiter  die  linke  Seite  dieser  Qleichnng  durch  die 
Coefficienten  a^  nnd  deren  Derivirte  ansandrUoken,  mnitiplicire  man  die 
Gleichungen 

jtAi^    g^j;,     dx^ 

!  1  \'^ dpidpk' dp^"^ dptdpk' dp^  '^'"'^ SptSpt'dpi ' 
iffti      3*g,    dxj      a'a,    dx^ 


'\»ptSp, 


~9p.3p**3ft'^('pi3p*"^  3piapt'äp7' 


Oi^Pk'dpB     ^ 


5V>ogIc 


Cebei  du  BietQKiia'acb«  KrUmmnnf^mass  «tc. 


8p(8pi 

8»,  en,,    8'i,   .  8*. 

■^'ap^-dx,^dp,dp,  'dp. 

0X1 

■•■+ 

8p,8j..    ' 

8x, 
■8?, 

8_£, 
■8«,  +■■ 

■■■"^8p,8b    '8/., 

8i, 

.i,i' 

H|8p, 

Wegen 

der  Qleicbnngen  12)  und  13)  redncirt  eich  das  Ganze  anf 

8'i, 
8p,  8p, 

^-i:i 

8x1 

In  gleicher  Weise  biidet  man 

8'«, 
8p,  Sp. 

-1:1 

8p, 
8x,- 

Somit  ertiKlt  man  da«  Piodnct 

8>«,         S'n 
Sp,dp,'Sp,dp, 

-'•i: 

|8p,   8p, 
l8x, '8a;i 

aad  darch  Vertanschnng  der  ladices 

S^xi         0*xi    _^        li>l|*i|3p^   0p, 
3p.-9pf'0p*3p. '^■^'1  fLli  vldxi'äxi' 
Die  Binfflbniiig  dieser  Werthe  in  18)  giebt 

'dpidpk  '  Spr  dp,  dpidpr  'dpi  dp, 

-£.2:  ii'*.ir'i.-)''"ii*'i^  ?^ 
~  '"iMUrUII vlr'ea^raa:,- 

Die  Summe  £~^.~  hat  aber  nach  18)  den  Werth  ^^,   folglich  er- 
oXi    axi  a 

hlllt  man  als  Bndresnltat 

,9)      /_l»l_/_l*'|+^,.fÜL.)|'>||*'LI»|l"|_o 

'  Hn         •■    I         ftn.l    c  I^       <i       I     i.   I    I    u    I  i.        I    ai  II 


eder 
19») 


./'    g'ajr  9'ot«         3*at*  g*«>>  '\ 

*\9ptap,      dptdpr      dprdp,      dpidpi) 


+  £^r 


Wenn  die  Functionen  an  nebet  ihren  ersten  und  zweiten  Derivitten 
dieser  Gleiehnng  gentigen,  d.  b.  bewirken,  dass  die  linke  Seite  identiBch 
rerachwindet,  dunn  lässt  sich  die  quadratische  Form  von  »  Differentialen 
Soikdptdpk  in  die  Snmme  der  Quadrate  der  n  Differentiale  dx^-\-dx*-\-... 
...-{■  dx^  transformiren ,  ohne  Rücksicht  daraur^  ob 

1.  die  Form  von  n  Differentialen  Saikäpidp^  ans  einer  Form  Etdy^ 
von  n  +  I  Differentialen  dy^,  dy^,  ...  dy„+i  und  einer  Gleich- 
ung ril/titfai  ■■■lfi>%!/a  +  i)  =  ''  zwischen  den  n  +  l  Variabeleu  y 
hervorgegangen,  oder  ob 
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2.  die  Form  von  n  Differentialec  Sofndpidpi,  aus  einer  Form  Sidy? 
von  n-^k  Differentialen  and  k  simultanen  Gleichun^il 

zwischen  den  n  +  A  Variabelen  y  entstanden  ist,  oder  oli  endlich 

3.  die  Form  Sandpfdp^  anf  eine  solche  Form  Sidy^  gar  nicht  zn- 
rUckznffihten  ist  —  ein  Fall,  dessen  Möglichkeit  wohl  eist  noch 
ünei  näheren  Untersnchang  bedarf. 

n. 

Ablaitimg  einer  qnadrilinearen  Form  F,  deren  Coefflcieuteu  den 
Auidrtlokeii  19)  gleich  sind. 

Der  ÄusdiDck  19*)  ist   bis  anf  den  Factor  —2  ideatiach  mit  dem 
Biemann'echen  (I) 

.  8>6j,  ,."      »»ft,,.-       d*b.-... 


-+ä 


+  \  Sr,'  {Pr, .',  e-  P^.  i.  i-  -  P*,  t,  i"  P»'.  -. .")  ^  =  *>• 

Bezeichnet  man  den  Aosdrack  links  darch  (((',  Ci"),  so  liteet  sich  die 
linke  Seite  der  Oleichnng  19*)  dntch  —  iC»"*»')  ausdrucken.  Um  das 
Bildnn gagesetz  der  G-leichnug 

(ri.,-)  =  0 
besser  übersehen  zn  kCnnen,  soll  4nan  nach  Biemann's  Yorschiift  das 
Ag^egat  dei  zweiten  Variationen 

A)  SSZan,  dpi  dpi  —  2dS£ait  äpi  Spt  +  ddZan  iptipk 
entwickeln  und   die  Variationen  des  zweiten  Grades  fi,   äS,   i*  so  be- 
stimmen, daes 

B)  ^  Sandpiipk  —  iSan  dpi  Spk  —  dSott  dpiS'pk  —  0, 

(  i'i:andp,dpt~2d£anäpia'pt  =  0, 
'  \   f2attdpiäpt—282a,iSp,d'pi  =  0 

weide,  während  Si  eine  beliebige  Variation  bedeute.  Anf  diese  Weise 
finde  man,  dass  das  Aggregat  A) 

II)  =:£(rks  i)  {dp,  ipM  —  dpk  ipr)  {dp,  Spt  —  dpt  Sp,  ) 

werde.  Die  beiden  Ausdrücke  in  C)  leitet  man  ans  B)  dadnrch  hei,  dass 
man  in  ihm  einmal  das  Zeichen  9  mit  d,  das  andere  Hai  d  mit  S  ver- 
Unscht. 

Han  (iberzengt  sich  nnn  leicht,  dass  man  bei  stricter  Befolgung  der 
Riemann'scben   Vorschrift    nicht    zn    dem   gewünschten    Ziele  gelangt. 


10  Ueber  du  Eiemuiii'ache  Krtlmninngaiiius  «tc 

Deon   bildßt  man  znnticbBt  Dftdi  d«iii  Sehen»  A)  diejenigen  Anedrticke, 
welche  die  zweiten  Variatioiiien  der  CoeFGeienten  <nt  enthalten,  and  be- 
zeichnet du  Aggregat  aller  noch  übrigen  Glieder  mit  ^g,  so  kommt 
ö*2aii,dpidpi,  —  idiSaii,dpi9pi,  +  iP£ait8pi8pi 


+  £-^ — ~-  dpi  öpt  dpr  dp,  +  J^ . 

Da  sich  das  Zeichen  S  anf  alle  Indices  t,  k,  r,  s,  welche  sämmtlich  die 

Eeihe  1,  2,  ...  n  durchlanfen,  bezieht,  so  ergieht  sich,  wenn  man  in  der 

zweiten  Snmme  Ar  nnd  r,  in  der  dritten  i  nnd  r,  k  nnd  s  vertaascht, 

i'Sati,  dptdpk  —  2di£ati, dptipk  +  «^-^"u  Spi 5pk 

das  erste  Glied  aber  in  der  Gleichung 

lantet 

3'«<t-  a'a.r  3*0».  a'flr. 

^Pr  ^Pi        Spt  ^Pm        9Pi  ^Pt       ^Pl  dpk 

Um  dieses  au  erhalten,  hat  man  in  dem  Biemann'scben  Schema  A)  statt 

^diSaikäpiipt 
KQ  sohreibeD 

diZüik  äpi  8pi,-\-  SdSani  dptdpi, 

und  also  statt  des  Aosdmckes  A)  den  folgenden  zu  entwickeln: 
6'£aiicdpfdpk  —  dS£aikdpiSpi~6d£aii.iptdpk-i~d*£aiii6piSpk'^0. 
Dm  aber  bei  der  Ansrechnnng  sicher  zu  sein ,  dass  wir  auch  sämmtUche 
Glieder  ansein anderhalten ,  führen  Wir  nach  dem  Vorgänge  des  Herrn 
B.  Lipschitz*  noch  zwei  nene  Variationszeichen  <f  und  ^  ein  und  legen 
unserer  weiteren  Entwickelung  die  Form 

».■  ^Pk  +  d  <f£aii,  Spi  Jpt) 
zn  Grande.  Wenn  man  in  derselben  statt  i^  und  tt  hezäglich  S  and  d 
einführt,  so  erhält  man  bis  anf  den  constanten  Factor  —  |  wieder  die 
Biemann'sche  Form  A).     Wir  setzen  zur  Abkürzung  . 

*  S.  Lipaohitzt  „Oeber  ganze  homogene  Functionen  von  n  Differentialen", 
Borcbardt'B  Journal  Bd.  72,  S.  löflg.,  und  desselben  Verfasaeis  „Bemerkungen 
(u  dem  Princip  des  kleinsten  Zwanges",  Bd.  gs,  S.  317  flg.  An  der  zuletzt  dtirten 
Stelle  weist  Ben  Lipschitz  nach,  dan  es  nur  einer  leicliten  Umformnng  bedürfe, 
nm  von  det  Gleichung  37)  seiner  zaeret  genannten  Abhandlung  ebenfalls  aof  die 
Biemann'sche  Form  A)  zn  gelangen.  Wenn  ich  trotzdem  den  directen  Weg  znr 
Verificimng  der  letzteren  einschlage,  so  geschieht  es  aus  dem  Gronde,  weil  der- 
selbe geringere  Schwierigkeiten  darbietet,  als  der  Ton  Herrn  Lipschitz  ein- 
geschlagene Weg  smn  fieweia  der  Formel  87). 
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2)  ifSttik  äpi  Jpt  —  i  XO(t  äpi  fpk  —  (f£aik  ipi  fpt  =  /, 

3)  S'£oii  äpi  ttpi  —  ifSaik  ^Pt  ^Pt  —  d£an  dpt  ipk  =  iT 
und  köDuen  dann  die  Oleicbnng  1)  «ach  schreiben 

4)  F=yj-^Se. 

Znvörderst  mögen  nnn  die  snr  Bildung  Ton  3  vorgeachri ebenen  Va- 
riationen ausgeführt  werden.    Es  ist 

a'^Brt  (fpi  dpt=      S~<fpi  Spk  i^p,-i-2aikS'<fpi  Spt  +  £ait(fpi  d'ipk 

—  d£tiii,^pi  d'pi,  =  —  S -—^^pii'pi,  i pr— £aii,d  ifpt  i'pk  —  £aik<fpt  6  i'pk 

apr 

—  tfZaik  ipi  fpk  =  —  ^~p-'' Spi  ^Pi  ^PT  —  £^ik ^^Pi  ^'Pk  —  £oik  6Pi ^i^Pk, 

worin  die  Snmmenzeichen  anf  alle  Indices  i,  k,  r,  weldie  sttmmtlich  die 
Zahlenreihe  1,  2,  ...  n  durcblanfen,  sich  beziehen.  Durch  Addition 
dieser  drei  Gleichungen  erhalten  wir,  da  Si'pt^i^ipk  vnd  Saai't^piipi, 
=  £aik  tfifpk  Spi  ist, 

J=  2^  ipi  Spk  gpr  -  £^  ipi  Sp    9pr-  £~  Spt  STpt  rfp, 
Opr  CPr  opr 

—  ^Soik^^Pi^Pk. 
Wegen  der  Vertauscbbarkeit  der  Indices  lassen  sieh  das  zweite  und  dritte 
Glied  rechts  beziehendlich  auch  schreiben 

dpk 

^  opiopkiipr=.^ 

Man  erbSlt  daher 

=  ~  2  p        rfpi  9pk  i'p,  +  £a,k  i  ctpi  ä'pk\ 

und  in  gleicher  Weise 

6)  £=-2^£\*^^dpi(rpkypr+£aikd<ipiS'pk\. 

Setzen  wir  nun  fest,  dass  die  Indices  >,  A,  r,  s  bezflglicb  den  Variationen 
d,  i,  d,  j'  anertheilt  werden,  so  erhalten  wir  aus  Gleichung  4)  in  Ver- 
bindung nüt  5)  und  6) 


7)  ' 


i  ji;|  '*  I  dpittpk  9'p,  +  £a,.  dd-pi  S'pA 
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Bei  der  AoifiBhraiig  der  angeBeigten  VnriationeD  etliält  man  im  Qan- 
zon  14  Glieder,  von  deDen  sich  vier  gegenseitig  anfhelMD.  Die  noch 
ilbrigea  eehn  lassen  sich  anf  folgende  Weise  schreiben; 

'"■^isFrr'häjJ'l!'""''""''''''' 
-z^-^-\"l'^d„sipkip.-^!:\"l\dp,ipkiip. 

—  £         ipk  ipr  ^^Pi  +  '£«((  ääp)c  iipt  —  Sai,  Sttpt  dSp,. 
Da  nun 

[irl       .fSai,       dar,       3''(r\       |rj[_     /Sair       Saf,       9iiri\ 

I  *  \^\'dp^'^T^~~dp7)'    1  i  \~^\dpt  '^~d^~~dp^)' 

00  folgt  ,  .    ,       ,       1       a 

I  j  v\  i  r  ä^' 

also  wird 

dai,      \ir\      \rs\  doi,       \ik\      ]  i » | 

~ =     .  nnd  ebenso  -= "=11 

9pr     \  » \     \  I  \  Spi      \  »\     \  ky 

folglich  erhalten  wir  flir  F  den  Aasdmck: 

—  £  ipk  Spr  afp,  +  Euk,  dd^pi,  afp,  —  Sat,  Sifpt  dfp,. 

Nun  giebt  die  Gleichung  6) 

fSaiii  dpi  <fp],  —  d^Satk  dpi  Ä'pi  —  dSan,  ^pi  fpi 

Nach  Biemann's  Vorschrift  wttrde  die  zweite  Variation  dttpi, 
welche  noch  ganz  willkürlich  ist,  so  zu  bestimmen  sein,  dasB 

10)  f£ait<tpid^p),~d^Saiidpii'pk  —  d£anttptS'pi,  =  (i, 
folglich  aach 

10»)  Saf.dftpifp,  +  £\'''\dpi^Pkfp,  =  0 

ist.  Da  die  Variationen  d'p,  nnabbSngig  ron  einander  sind,  so  mfissen 
die  Facturea  von  fp,,  damit  der  Gleichung  10*)  genügt  werde,  sSmmt- 
lich  verschwinden.     Dies  giebt-das  folgende  Gleichnngssystem: 

11)  £iai.dcrpt+£tt\*^\dpi>fpt=0 

oder  in  ausftthrlicher  Darstellung  rc,  zciJbyLjOOglC 
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"ii  ^^Pi  +  «n  <*<*?»  +  - .  ■  +  o-i  äipn  =  -  Ä I  j"  I  d/»,  (fpt , 
<ii,(frf'Pi  +  aj,d(/>j  +  ...  +  «,nfrf'p,  =  — a  2  Up'*''»» 

O] ,  däp^  +  ^  n  <'  ^Pi  +  ■  -  ■  +  "m  ■  ***rp»  =  —  ■£         dpt  ipk , 

ironras 

«rfifp,  = 

—  |f«.i-2:   j  |dwrf'pt +  «»!■£ [2  jrfp(''>*  +  --.  +  «,i.-EJ'^    dpitTpi! 

oder 

11»)  dip,  =  -S^^EtkV''\dpt(tpi 

gefunden  wird.  Td  derselben  Weise,  wie  da,  sind  die  zweiten  Variationeo 
dt),  6f,  il^  zu  bestimmen.  Man  hat  also  im  Gaczeu  folgende  vier  Beding- 
ungagleiehnngen  n5tbtg: 

!f£aii  dpftfpi  —  dl  San  dpi^pi,  —  dEau  ttpt^pt 

=  - 2  jzl  '*  I  dp( dpt  i'p.  +  Sau d^Pi yp\  =  0> 

aSof^  dpi  opi  —  dSoii  api  dpi  —  S  Stttic  dps  dpi, 

i\ik\  \ 

S\      \dpi  Kpk  ip,  +  Soit  dVpi  (fp,  I  ■=>  0 , 

IfSoit  ipt  d^pt  —  iSaik  i'pi  tfpk  —  'f£«tk  ^Pi  Spk 

d^Saik  ipiiipi  —  SSaik  (fpit^Pk  —-^San  d'pfSpk 

I    li'AI  ) 

=  — 2  p      \Spii'pk<fpM  +  2:ai,ilfpi<fp,\='i); 

durch  Addition  der  ersten  und  Kwüten  Qleichung  ergiebt  sich 

dS<m  dpi  S'pk  =  0 
and  ebenso  ans  der  dritten  und  vierten  Gleichnng 

iScik  <fpi  Ifpt  =  0. 
Hftn  genttgt  sKmmtlicben  Bedingnngen,  wenn  man  tiber- 
banpt  festsetzt,    dass   für  drei  beliebige  Variationen  i,  8\  i" 

iSaiki'pti''pk  =  <i 
Bei.    -Nimmt   man  speciell   fflr  S^  and  9"  das  Differentialzeichen   d,  so 
hat  man 

13)  SSaikdptdpk'=0. 

Hierdurch  ist  die  Biemann'scbe  Vorschrift  zur  Bildung  der  zweiten 
Variationen  anf  das  isoperimetrische  Problem  «nrttckgefUhrt:  die  OrSssen 
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p  als  FnnctioneD  eioer  nnabbSogigen  Variabelen   1  so   lo  beBtimmeD, 
( 

/dpi    dov 
£aii,—-,-—dt  innerhalb  der 


Orenzeo  tg  nod  (  Terschwindet.     Denn  die 


^Z^-'^-'^-^-/^- 


dl    .  dl 


k 
fttbrt  nnmjttelb&r  aof  die  Gleichung 

8  £aii  dpi  dpk  =  0. 
Hit  der  Boeben  erwXbnten  Aufgabe  hSngt  aber  anf  das  Engste  zu- 
sammen ein  Bweites  isoperimetrisches  Problem ,  nätnlich  die  Grössen  p  als 
Functionen   der  Variabelen  I  so  ku  begtinunen,  dass  die  eiste  VariaUon 
des  Int^rats  f 


//^ 


dpi    dpi, 


Null  werde.  Wenn  wir  die  Höglichkeit  eines  gekrBmmten  Baumes  tod 
it  Dimensionen  zugeben,  so  vUrde  dieses  Inte^al  die  Länge  einer  tou 
dem  Funkte  {Pi,Pt,  ■■■Pn)i=t,  bis  zu  dem  Punkte  (Puft,  ..•Pii)(=t  ge- 
leogenen  Linie  ausdrucken.  Unsere  Aufgabe  verlangt  also,  dass  diese 
Linie  SU  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  werde.  Die  beiden 
isoperimetrischen  Probleme  werden  nun  aber  identiscfa,* 
wenn  man  die  Vatiabele  l  in  der  Weise  bestimmt,  dass  sie 
selbst  eine  ktirzeste  Linie  des  n-fachen  Raumes  darstellt, 
und  hieians  eikUrt  sich  denn  ganz  einfach  der  Zusammen- 
hang zwischen  der  quadrilinearen  Form  F,  welche  zu  der 
quadratischen  Form  £tm,dp{dpi,  covariant  ist,  und  den  kfir- 
zeeten  Linien  des  n-fachen  Raumes,  dessen  Liuearelement 
durch  die  Quadratwurzel  ans  derselben  Form,  also  durch 
y Eanidpidpi  gegeben  ist.  Um  unsere  Behauptung  zu  beweisen,' 
nehmen  wir  an,  es  sei  f  eine  Function  der  Grössen  pi,  wie  der  ersten 

.Differentialquotienten  ——:=p'i,    welche  die  Variabele  '  explicite  nicht 

enthält.  Legt  man  sich  nun  die  Aufgabe  vor,  die  Grössen  pi  als  Func- 
tionen von  (  so  zu  bestimmen,  dass  das  Integral 


:p=ffo 


jfdl 

zwbchen  den  Grenzen  fg  und  t  ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  so  hat 
man  zunächst  die  erste  Variation  dieses  Integrals  Null  zu  setzen.     Es  ist 
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fol^icb 


geseilt  werden  ksnu 


irt  man  zwischen  den  Grenisen  fg  und  t,  so  kommt,  da 

erden  kann, 

( 

u 

worane  wegen  der  UnabhSngigkeit  der  Grössen  9pi,  welcüe  an  den  Grnn- 
sen  vencbwinden ,  das  Gleichnngssyatem 

entstefat.     Setsen  wir  jetzt  ^f  statt  f,  ao  geht  diese  Qleichang  Ober  in 

'  yf  spi    yr    äi        dt    -dPi      • 

Beiden  Systemen,  sowohl  14)  als  15),  genfigt  man  dnrcb  die  Bestim- 
mang,  dau  f  gleich  einer  Constanteo  sei:  'Es  ist  also  f=c  sowohl  ein 
Integral  von  14)  als  von  15).     Ffir 

nimmt  die  Oleiciinng  14)  folgende  Gestalt  an: 

16)  i|?»^.l^_2^£.,,^  =  0 

Spr    dl     dt         dt  dt 

oder  ansgeftthrt 

'  \  r  \  dl     dt  äfi 

Die  Olflichnng  15)  aber  giebt 

,/,„  dp.  dp,r\'\ä<  d>+^<-df\ 

V  ^'"■WST 

Dm  gemfliasebaftlicbe  Integral  von  16*)  und  17)  iBt^^  '^^^^v^''^^^^3    ' 


16  Ueber  das  Ketnsnn'sche  KrttnunangsmUB  etc. 

dp,    dpi 
folglich  iBt 

Wenn  man  daher  ci=l   ttad  ^  =  0  setzt,   bo  ist  <  selbst  eine  kflraeste 
Linie,  wodurch  die  oben  aufgestellte  Behauptaog  erwiesen  ist 

Ans  den  Gleichnngen  12)  ergeben  sich  nnn  entspTechend  den  Gleich- 
ungen 11)  und  11*)  die  eweiten  Variationen 

dd'p,  =  -£^^_£iA'    Idpt^p^;    dirp,  =  - Z^^  £,A"  IdpiS^p,, 

Demnach  wird  in  Gleichung  9) 

s\'''\d<fptSpre^P.=-£\''^\d(fp^Spri'p, 

=  --Sar.S^^^\'^\  \''^\dp,d'piipr«^p., 
£\*'\dpiS^Pk^p,=  £\'    Idpiäd'piii'p, 

=  — 2iir.^»-^  Idpt^Pliipri'pr, 

£\      \dpi^piid'p,=£\        dpjd'pi  ii'pfi 

X       ''\ip^iprdi'p,=  £\     '^{^ptSprdi'pr 

=  -£ikr.£ß,''^\^\  I  ^Upid!pkipr6'p.. 
Femer  ist 

£at,ditp,66'p,  =  dd;Pi  ta„  *3'p,  +  i»„  *^/*i  +  ■■  ■  +  "«l  ^Ob| 
+  drfp,  t<7„  if;.!  +  n„  a O,  + . . .  +  a»,  i6'pn I 

+  dd'p„\ai„Sfp,  +  aj,i^p^  +  ...  +  a„^dd'pni- 
Vertaoecht  man    in  11}  d,  li  mit  j,  h'  und  setzt  die  so  erhaltenen 
Weithe  der  eingeklammerten  Reihen  in  diesen  Ausdruck  ein,  so  kommt 

£a,,  ddpi  86'p,=  ~  £,  ddp,  ^.  T'   tpr  i^P; 
folglich,  wenn  man  II*)  berücksichtigt,  ^jOOqIc 


Von  Prof.  Dr.  Bbbz. 


■'afi-irYl 


In  ganz  Ibalicher  Weise  ergiebt  sich 

£ai,  Sifpi  d&p,  =  £,kr,  ^ 
Somit  erhält  man  endlich 


'f 


\tlpid:pi,8prS'p,. 
äpiipiipr^P,, 


'-^.-.!il"l- 


jArl 
dpi\  t  I 


+  i"-i 


\\dpi^piip,ii'p. 


und  venu  man  noch  r  mit  t  nnd  die  Zeichen  i  nud  If  Tert&nscht, 


F'=£ik, 


^•i 


llAfl 


Der  Coefficient  von  dpi^p^  ipr^Pi  stimmt  aber  mit  der  linken  Seite 
der  Gleichung  I,  19)  ttberein;  es  verschwindet  slso  die  Form  F 
identisch,  wenn  die  Form  Saudptdpk  von  n  Differentialen 
sich  in  die  Summe  der  Quadrate  von  ebensoviel  Differen- 
tialen Skttx^  traosformiren  Usst. 

(ScUw*  folgt.) 


;v,.,luG(X>t^Ie 


II  t  MMImutlk  o.  Phfitk  XZIV,  I 


Veber  die  Folarfläoheu  der  windidüefen  Flflchen 
dritter  Ordnnng. 

Von 

Dr.  Ad.  Hochheim, 


Abschnitt  IL 
Die  FoUrfllehen  der  windschiefen  Fliehen  W  ond  W. 

33.  Die  ßleiotaimgan  der  Poluflftehaa  eine*  Punktei  bezttglich  einer 
windtohiefisn  71ftche  2).  Sind  £^,  |,,  £,,  |^  die  homogenen  Coordinaten 
eines  Punktes  k^  so  ist  die  Gleicbnng  der  quadratischen  PolarflSche  des- 
selben* 

57a)    li(2a!,a^,  +  J:,a:,)-l-|,(3V  +  «i«4)  +  ^a:i*  +  l4aTia:,  =  0 
oder 

dagegen  die  dei  Polarebene 

58)       (2S.|,  +  S,|,)ar,  +  (3|,»  +  a.U'"=.  +  li'^i  +  £i£i«4  =  0. 

34.  Sie  quadratitohe  Polarfläohe.  Nach  Gleichnng  57b)  ist  die 
quadratische  Folarfläche  eines  Punktes  k  beaflglich  einer 
windschiefen  FMche  2)  eine  windschiefe  FlXefae  zweiter 
Ordnung,  welche  die  Gerade  T  in  sich  entbSlt, 

und  zvar  ist  die  FlXche  Pq 

bezüglich   der  Fläche    W  ein     bezüglich  der  FlScfae    W  ein 

Hyperboloid  mit  einer  Man-  hyperbolisches  Paraboloid, 
telflScbe,  dessen  Axen  durch  dessen  HauptazederGeradea 
die  Wurzeln  der  Gleichung         "i^O,  x^  =  {i  parallel  ISifft. 

bestimmt  sind.  DigiizedbyCjOOglc 
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Die  Fläche  Pq  wird  von  der  Ebene  ic,  =  0  in  den  beiden  Geraden 
ar,  =  0,    a:,  =  0, 

dagegen  tod  der  Ebene  x,  =  0  in  den  Geraden 
irj  =  0,     a:,  =  0, 
*.  =  0.     |8X.  +  2|.Xg  +  |ga:,  =  0 
geacbnitten  nnd  von  jeder  dieser  Ebenen  in  dem  Schnittpunkte  der  sn- 
gehörigen  Schnittlinien  bertlhrt. 

Ans  den  Gleichungen  2)  und  57b)  lAsst  sich  schlieEsen: 
Eine  windschiefe  Fläche  2)  wird  von  der  zngehSiigen  quadratischen 
PolarfiSche   eines  Pnaktes    k   in    einer  Banmcnrre   secheter  Otdnnng  ge- 
schnitten ,  vfllche  ans  der  Linie  T  nnd  Mner  Banmcmve  vierter  Ordnnng 
besteht. 

Die  Frejection  der  Schnittcnrre  vierter  Ordnnng  auf  x^t^ü  ent* 
spricht  den  Gleichungen 

dieselbe  besteht  also  aus   der  Schnittkante  der  beiden  Ebenen  ar^=>0, 
ar^sO  nnd  einer  Cnrve  dritter  Ordnnng. 

Setzt  man  £i=£g=0,  so  gehen  die  Gleichungen  67b)  nnd  59)  aber  in 

Ux^x^  +  2|ia:ja:,  +  i^x^x^  =  (i 
nnd 

<t,  =  0,     a:,  =  0,     |,V-|i'fia:.-2i,a:j»  =  0- 
Daraus    folgt:     Befindet   sich   der  Pol   k  anf  der    Schnittkante   der 
beiden  Ebenen  (rj  =  0,  a;,=  0,  so  ist  die  quadratische  PolarflScLe  bezäg- 
Hch  einer  windschiefen  Fläche  2)  ein  hyperbolisches  Paraboloid 

In   diesem  Falle  besteht  die  Projection  (auf  Xg  =  0)  der  räumlichen 
Schnitteurve 
der  winäschiefen  FlXcbe  W  und  der     der  windschiefen  Fläche  W  nnd  der 

■ngehSrigen     qnadratischen    Polar-      zugehörigen     quadratischen     Polar- 
flSche  ans  den  beiden  Geraden  fläche  aas  den  beiden  Geraden 

«^B=0,     x^  =  Q,  a'i  =  0,    '1=8  =  0, 

aj,  =  0 ,     »B  =  0  »j  =  0 ,    ajj  =  0 

und  einer  Hyperbel.  und  einer  Psrähel. 

Verl^  man  den  Fol  k  in  die  Kante  a;,  =  0,  SB^=fi,  Bo  iat  die  qua- 
dratische Polarfläche  desselben  bezflglich  einer  windschiefen  Fläche  2) 
ebenfalla  stets  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  doch  findet  eine  Degene- 
ntion der  Projection  der  Schnitteurve  nicht  statt. 

Es  mQg«n  li,  |„  |„  |^  der  Relation 

S,'+s,s,s,  +  «,*s,=o        .  .„„.GooqIc 

gentigen,  so  gehen  die  Gleichungen  59)  aber  in  '- 

8« 


äU        *  Ueber  die  Polarfläcben  etc. 

«,=0,  l,«,-^a;,  =  0,  (e,^+S,»)a:i»  +  lil,«iX,-£i»«ia;,-2£/V  =  0. 
Liegt  demiiKcb  der  Fol  k  Auf  der  wiodBchiefen  Fliehe  2)  selbst,  so 
besteht  die  Projection  der  Schnittcnnre  ans  der  Geraden  ir,^Oi  0,=  O, 
der  Projection  der  dnrcli  k  gebenden  Oeneratrix,  und  wean  die  Fasda- 
mentalflftche 
ff  ist,  aus  einer  Hyperbel.  fFist,  aas  einer  Parabel. 

35.  Sie  Folaisbena  Die  Folaiebene  des  Panktea  k  58)  vird  von 
der  Linie  T  in  dem  Pnnkte  daicbstochen,  in  welchem  eine  dnrch  k  gebende 
Tangentialebene  eine  windscbiefe  FUche  2)  beräbrt. 

Eine  windecLiefe  FlXcbe  2)  wird  Toa  der  angebörigen  Polarebene 
des  Punktes  k  in  einet  Curve  dritter  Ordnung  gescbnitten ,  deren  Pro- 
jection auf  ^3  =  0  der  Gleicbnng 

entspricht.     Diese  Projection    besteht,    wenn   der  Pol  k  in  der   Ebene 
Xi  =  0   liegt,   ans  drei  Geraden,  von   denen  zwei  zusammen  fallen.     Die 
Polarebene  entbXlt  in  diesem  Falle  die  Linie  7  in  sich. 
Ferner  ergiebt  sich  ans  Gleichung  &8): 
n)  Gleitet  der  Pol  k  auf  dem  hyperbolischen  Paraboloid 

61)  2i,|,  +  |,S,  =  0 

fort,  welches  betrachtet  werden  kann  als  der  geometrische  Ort  der  Sy- 
steme  von  geraden  Linien,  welche  des  Gleichungen 

i,-    »S,,    2»!,  =  -l„ 
S,  —  II,,    2»!,=    I, 

entsprechen , 

so  steht  die  Polarebene   desselben     so   geht  die  Polarebene   desselben 

hezaglich  der  FlSche  W  steU  loth-     besfiglieh  der  Fläche  W  immer  durch 

recht  auf  der  Ebene  ic,  =  0.  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  iv,=0, 

ic,  =  0,  «4  =  0. 
ß)  Befindet  sich  der  Punkt  k  auf  dem  Mantel  eines  Kegels  zweiter 
Ordnung,  dessen  Gleicbnng 

62)  3S,»  +  |,|,  =  0 

iat  (im  vorliegenden  Falle  ein  parabolischer  Cylinder),  so  steht  die  Po- 
larebene desselben  bezüglich  einer  windschiefen  FlSche  2)  auf  der  Ebene 
a!j  E=  0  stets  lothrecht. 

y)  Liegt  der  Pnnkt  k  auf  der  doppelt  gekrflmmten  Baumcurve,  in 
der  das  Hyperboloid  61)  von  dem  Kegel  62)  geschnitten  wird,  so  ent- 
hält die  Polarebene  die  Schnittkante  der  Ebenen  x,  =  0,  £^  =  0  in  sich 
und  ihre  Lage  ist  von  den  Coordinaten  ^  und  ^  ganz  unabhängig. 


Von  Dr.  Ad.  Bochhbiu.  31 

9)  Oenflgen  £, ,  £j,  |g,  £4  der  Relation 

80  geht  die  Gleicbnng  60)  über  in 

Liegt  dür  Pnnkt  Ar  anf  einer  windschiefen  FlHcbe2),  so  ist  die  Po- 
laiebene   desselben  Tangentialebene  an   diesem  Pnnkte.     Die  Ebene  Pe 

sehneidet    die    windschiefe  Fläche    in    der   dnieh   k  gehenden  Oeneratnx 
and  in  einem  Kegelschnitte,  welcher  die  Oeneratrix  im  Punkte  fc  nnd  in 
der   Linie    T    durchschneidet.      Die    Projection    desselben   ist,    wenn    die 
Fnn  d&mentalflKche 
W  ist,  eine  Hyperbel.  W  ist,  eine  Parabel. 

Die  Ebene  Pe  bertihrt  die  Fläche  Pq  in  diesem  Falle  im  Funkte  k 
k  t 

ebenfalls  nnd  schneidet  sie  zugleich  in  zwei  durch  k  gebenden  Geraden, 
nämlich  in  den  Inflezionstangentoa  der  zugehörigen  windschiefen  Flüche, 
von  denen  die  eine  die  durch  Ar  gehende  Qeneratrix  der  windschiefen 
Flache  ut. 

Befindet   sich  der  Punkt  k   auf  der  Eaumcurve,   in  der  eine  wind- 

Bchjefe  FlXche  2)  von  dem  Kegel 

3l,'  +  S,i.-0 

geachnilten  wird,  so  geht  die  zweite  Inflexionstangente  im  Funkte  Ar  stets 

durch  die  Gerade  _  . 

Xj  =  0,    »4=0. 

Da  eine  windschiefe  FlSebe  2)  von  einer  Geraden  G  nur  in  drei 
Punkten  durchstochen  werden  kann,  von  denen  jeder  in  einer  Gene- 
ratriz  liegt,  so  lässt  sich  schlieesen,  dass  dieselbe  auch  der  dritten  Glasse 
angehört. 

36.  Die  Diometnlflftoheu.  Da  die  Diametralfl&eben  einer  Fläche  die 
PolarflScben  nnendlicb  femer  Pnnkte  sind ,  so  kann  man  aus  den  Relationen 
57)  nnd  58}  die  Gleichungen  der  Diametralfläcben  einer  windBcbieTen  Fläche 
2)  ableiten ,  indem  man  den  Pol  k  in  die  Unendlichkeit  fortrticken  ISsst. 

A.     Die   Diametralfläcben    der   windschiefen   Fläche    ff. 

Zur  Einftthmng  von  Cartesischen  Coordinaten  setzen  wir  x  tür  —  ,  y  fttr 
•-^,   I  ffir  —    nnd   bezeichnen    die  Winkel,   unter   denen  eine  Gerade  G 

des  Sebnensystems,  zu  dem  die  Diametralflächen  conjngirt  sein  sollen, 
EQ  den  neuen  Axen  geneigt  ist,  mit  tp,  ifi,  i;  dann  ergeben  sich  als 
Gleichungen  der  Diametralflächen: 

_.       (  3^cosx-\-  3y*<;os^  +  2arzcoÄgi  +  J!Cön(»  +  y  CO» q)=sO, 
'      1       2  ST  CO*?'  Cotx  +  3y  cos'  if.  + 1  co^  ^  +  co»  y  cos  if«  ^X->OQ  Ic 


82  Uebei  die  PoUrflKoheB  etc. 

Die  DiametralflSche  zweiter  Ordnaog  der  windBchiefen 
FlKctie    fF,    welche  einem   StrahlenbUadel   conjngiit  ist,  ist 

demnacb  im  Allgemeinen  ein  Hyperboloid. 

Ltlest  man  das  StrahlenbUndel  der  Ebene  a;  =  0  parallel  lanfen ,  ao 
gebt  die  demselben  conjagirte  DiametralflKcbe  zweiter  Ordnung  Über  in 
einen  hyperbolischen  Gelinder,  dessen  Geneiatrix  auf  der  Ebene  2  =  0 
lothrecbt  steht,  wShrend  die  Diaraetralebene  mit  der  Coordinatenebene 
9  =  0  BnsammenfSUt. 

Legt  man  das  StrableobUndel  parallel  der  Ebene  ^^0,  so  ist  die 
demselben  eoojugirte  Diametralflftche  zweiter  Ordnung  ein  byperboliscbes 
Paraboloid,  dessen  Axe  mit  der  F-Aze  znsammenfSlIt ;  die  Diametral- 
ebene steht  in  diesem  Falle  lothrecbt  anf  der  Ebene  y^d. 

Ist  jeder  Strahl  des  Bündels  der  Z-Aze  parallel,  so  besteht  die  Dia- 
metralflfiche  zweiter  Ordnung  ans  zwei  Ebenen,  welche  beide  mit  der 
Ebene  e  =  0  zusammenfallen. 

B.    Die   DiametralfUchen    der    windschiefen    Flüche    fP. 

Wir  fuhren  ebenfalls  Cartesiscbe  Ooordinaten   ein  und  zwar  setzen  wir 

»'  für  — ,  y   für  -5  nnd   /  fflr  -*,  femer  bezeicbnen   wir  die   Winkel, 
o!,    '  a:,  a:,  ' 

anter   denen    ein  Strahl   des  Bündels   gegen    die  Axen   des  Coordiuaten- 

systems  geneigt  ist,  mit  gi\  if>',  /.     Die  Gleichungen  der  Diametralflächen 

sind  dann 

64)   (3a;'*+i')  cosip'-\-x'cos%-i-cos^'^0,    3a!'cosg''+co*]['=0. 

Die  Diametralfläcbe  zweiter  Ordnung  derwindschiefen  Fläche 

ff'  ist    demnach  ein  parabolischer  CyliDder,   dessen  Genera- 

trix  auf  der  Ebene  y'^0  lothrecbt  stebt.  Dieselbe  gebt  über  in 
zwei  Ebenen,  wenn  das  Strahlenbündel  der  Ebene  ;c'=0  parallel  Unft*. 
Die  Diametralebene  ist  stete  der  Ebene  x'=:<i  parallel;  ihre  Lage  ist  von 
der  Grösse  des  Winkels  v'  anabh&ngig.     Allen  Strahl enbündeln  also,  fttr 

welche  das  YerbttUniss 7    denselben  Werth  besitzt,  ist  dieselbe  Dia- 

cosj; 

metralehene  conjngirt.     Ist  ein  Strahlenbündel  der  Ebene  z'=0  parallel, 

so   t%llt  die  demselben   conjugiite  Diametralebene  mit  der  Ebene  ir'=0 


37,     Die  Hesse'sclie  FUche  einer  windschiefen  Fläoke  2). 
von  Gleichung  2)  findet  man  als  Gleichung  derselben 


'  2*,  0         0        0 

o),  CT,        0        Q 
oder                                      '         ' 

65b)  4ir/  =  0.  .^  , 


Ton  Dt.  Ad,  Hoo&beih. 

Die  Heese'ache  FlKche  einer  windschiefen  FlSclie  2)  wird 
demnftch  gebildet  von  vier  Ebenen,  die  alle  mit  der  Ebene 
a^!=0  zuBammenfallen. 

VüT  li^O  geht  die  Gleichung  57  a)  über  in 

66)  s,(3  V  +  »i»*)  +  Sj'^i'  +  t*^i*i  =  Ö- 

Liegt  demnach  der  Pol  k  in  der  Ebene  x^=sO,  ao  iat  die  qua- 
dratische  PolarfUche  bezüglich   einer   windachiefen  Fläche 
2)  ein  Kegel,  und  swar 
beefiglich  der  Fläche    W  ein     bezüglich    der  FUche   ff  ein 

hyperbolischer  Cylinder.  paraboliacher  Cylinder. 

DieOeneratrix  steht  stete  auf  derEbene  x^-=0  lothrecbt' 
Die  Spitzen  aller  dieser  Kegel,  deren  Pole  in  der  Ebene 
2^^=30  liegen,  befinden  alch  in  dem  Schnittpunkte  der  drei 
Ebenen  ii;,  =  0,  31^  =  0,  a;^  =  ^i.  Dieaer  Punkt  iat  demzufolge 
jedem  Punkte  der  Ebene  x^^O  reciprok  und  ist  zugleich  der 
Bücfckehrpunkt  der  Linie  T. 

Die  Projection    dör  Baumcurve  vierter  Ordnung,  in  der  eine  wind- 
schiefe FlSche  2)  von   dem  Eegel  Pg  geschnitten  wird,   aaf  j;g  =  0  be- 
steht ans  zwei  Geraden,  welche  mit  der  Kante  x^  =  0,  iCgSiO  zusammen- 
fallen, und  einem  Kegelschnitte- 
Für  |,  =  0,  ^  =  0  erhalt  man  aus  57a) 

67)  a^,  =  0,     iaX,  +  I^Xt==0. 

Befindet  sich  also  der  Punkt  k  in  der  Linie  T,  so  besteht  die  FlSche  Pq 

k 

ans  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  mit  der  Ebene  x^=Q  zusammen- 
fallt, die  zweite  die  erste  in  der  Linie  T  schneidet. 

Setzt  ukan  li^O,  so  geht  die  Gleichung  58)  über  in 

68)  S4a:,  +  3|,«,  =  0. 

Die  Polarebene  jedes  Punktes  der  Hesse'acben  Fläche  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  2)  enthält  die  Linie  T  in  sich. 

38.  Parsbolitche  Punkte.  Die  Curre  der  paraboliscben  Punkte  auf 
einer  windschiefen  Fläche  2)  entspricht  den  Gleichungen 

69)  a:,'  -|-  x^*x^  +  x^x^X^  =  0,     a;,«  =  0; 

sie  gehört  demnach  der  zwölften  Ordnung  an  und  besteht 
aus  vier  Geraden,  von  denen  jede  dreifach  zu  rechnen  ist, 
und  die  alle  rier  mit  der  Linie  T  zusammenfallen. 

Die  Schnittpunkte  einer  windachiefen  Fläche  2)  der  Fläche  Pq  und 

der  Hesse'schen  FUche  sind  die  Berührnngspnnkte  der  stationären  Tan- 
gentenebenen ,  welche  sich  vom  Punkte  k  aus  an  die  windschiefe  Fläche 
legen  lassen.  i   C^IK>^ 
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39.  Der  Tangentenkegel.  Werden  vom  Punkte  h  eng  alle  möglichen 
Tangenten  an  eine  windschiefe  FlSche  2)  gelegt,  to  ist  die  Oleichnng  des 
geometrischen  Ories  derselben 

2'iv+»i(».'!+».».)i'iy+ii(i.fe+!.ui' 

+  4||,(2»,.,  +  i,»J  +  {,(3V  +  »,',)  +  l.»i'+S,»,»,l' 
X  il," +  !,({,!,  + i,UI  -  18  |x,'  + x,(»j.,+ i,i,)| 


70a) 


X|(2i,S,+  l,U-,  +  (3ä,'  +  {,l,).,  +  l,'si,  +  S.S.».l 


X|l,'  +  S,(l,l,  +  i,l.)l 

-|i,C2',«,  +  »,»J  +  l,(3«,'  +  ».».)  +  ä.V  +  t.»i».l' 

X  1(21,8,  +  !,  l,)i,  +  (3{,>  +  |,|.).,  +  |,'.,  +  |,{,»,|' 

+  4|i,'  +  i,(.,i,  +  .,..)| 

X|(2«,!,+  l,U.,  +  (3S,'  +  |,i,).,  +  t,'»,  +  S,l,.,|'  =  0. 
Der  Tangentenkegel  gehört  demnach  der  sechsten  Ordnung 
an,  nnd  zwar  besteht  er  ans  einer  Doppelebene,   welche  den 
Pnnkt  k  und  die  Linie  T  enthXlt,  nnd   einem  Kegel  vierter 
Ordnung. 

Genügen  1),  ^,  £g,  I4  der  Grleichnng  2),  so  geht  die  Oleichnng  70a) 
ttber  in 

Liegt  also  der  Pnnkt  k  anf  der  windschiefen  Fläche  selbst,  so  besteht 
der  der  windschiefen  FlSche  nmschriehene  Kegel  aas  einem  Kegel  zweiter 
Ordnung  and  vier  Ebenen,  von  denen  zwei  mit  der  Tangentialebene  am 
Funkte  k  Busammenfallen ,  die  beiden  anderen  ebenfalls  zusammenfallen 
und  die  Linie  T  enthalten.  L&sst  man  den  Funkt  k  in  die  Linie  T  falten, 
so  verschwinden  die  Oleichungeu  70  h)  ganz. 

Der  Taugentenkegel    einer  windschiefen    Flüche   2)    ge- 
bSrt  der  dritten  Claase  an. 

40.     Die  Inflexionatangenten,  welche  sich  von  einem  Funkte  k  an 
eine  windschiefe  Fläche  2)   ziehen  lassen.     Setzt  man,  um  Cartesische 

Coordinaten   einzuftihren ,  3;  =  —  ,  y  =  -i,  i  =  -5,   ferner  %=^^,  1^^' 
"i  x^  Xt  64  5* 

i=s  ^,  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der  Berährungs- 
punkte  die  Gleichungen 

71)  j    tx«+3ij/  +  icy  +  2Sa:i  +  .,a:  +  |y  =  0, 

l    (2U+'i)*  +  (3')*  +  l)y  +  l**  +  l?I=,0.,   CoOt^Ic 
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Von  einem  Paalcte  k  kfinnen  demnach  im  Allgemeinen  sectis 
Inflexienstangenten  an  die  windscliiefe  Flache  W  gezogen 
werden. 

Setit  man  |=.0,  so  nehmen  die  vorigen  OUichnngen  die  Gestalt  an 
y'  +  x(xt  +  y)  =  0,     tx'  +  9i,y'  +  x,f  +  f,x  =  (i,     x+ifiy  =  0. 
Befindet  sich  also  der  Punkt  k  in  der  FZ-Ebene,  so  ist  jede  von  dem- 
selben ausgehende  Gerade,  welche  die  Linie  T  schneidet,  eine  Inflexions- 
tangcnte  der  Fläche  ^,  auaserdem  ISset  sich  noch  eine  Inflezionetaugeute 

ziehen,  deren  Berflbrnngapunkt  die  Coordinaten 

Wird  «'=5,  ,'=^,  ••=-',  femer  (-^ ,  ,'-!',  i'-l"'  ee»«"«. 

*i  ,  ^I  *I  li  61  Sl 

SO  erhält  man  zar  Beetimmiing  der  CootdiaateD  der  Berflhmngepnakte 
die  OleicbnDgen 

(  »••  +  ,'+.V=0, 

72)  Sr^'  +  f^'+Jj'+iV+r-'+V-O, 

I  (3r'+r)»+!r'+r''+2,'+rr=o. 

Da  sich  aus  diesen  Gleichungen  nur  drei  Werthe  für  jede  der  Unbekana- 
teu  ergehen,  so  folgt: 

Von  einem  Punkte  A  lassen  sich  an  die  windschiefe  FlKche 
ff  im  Allgemeinen  drei  Inflexionstangenteu  ziehen. 

Beschreibt  man  von  dem  Punkte  k  ans  eisen  Tangenten- 
kegel 
Tim  die  windschiefe  FlSche  W,     um  die  windschiefe  Fläche  W, 

so  besitzt  derselbe  im  Allge-  so  besitzt  er  im  Allgemeinen 
meinen  sechs  Cnspidal kanten,     drei  Cuspidalkanten. 

41.  Die  gemischte  Polarfiftehe  tweisr  Punkt«  Ar  und  k'.  Sind  gj, 
£t<  ^>  £4  '^'^  tetraed tischen  Coordinaten  des  Punktes  k,  l",,  |'j,  fg,  l\ 
die  des  Punktes  k',  so  ist  die  Gleichnng  der  gemischten  Polarfläche  dieser 
beiden  Funkte  bezflgüch  einer  windschiefen  Fläche  2] 

Aus  dieser  Gleichung  folgt: 

Liegt  der  Punkt  k  fest  und  gleitet  der  Punkt  k'  auf  der 
Ebene 

fort,  so  dreht  sich  die  Ebene  i>e  um  den  Fnnkt  x,  —  0,  '.  =  0, 
»4  =  0.    Aehnliche  Resultate  lassen  sich  mit  Leichtigkeit  aufstellen.    '^' 
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Befinden  sich  die  beiden  Punkte  k  and  k'  in  der  Heaie'eofaen 
FUehe,  so   enth&U  die  Ebene  Pe  die  Linie  7*  in  sich..  Duaelbe  findet 

statt,  wenn  einer  der  beiden  Pnnkte  in  der  Linie  T  liegt,  der  Budere 
eine  beliebige  Lage  aaeserbalb  der  HesBe'acben  FlXche  hat.  Liest  man 
aber  beide  Pnnkte  in  die  Linie  T  fallen,  so  rerscbwindet  die  Olüch- 
nng  73). 

42.  Die  «rate  Polare  einer  Geraden  G.  Darch  zwei  Pnnkte  k  nnd 
V  sei  eine  Gerade  G  gelegt.  Constmirt  man  die  quadratische  Polarfllche 
jedes  Panktee  derselben  beaügllch  einer  windschiefen  FlKcbe  2),  so  erhält 
man  ein  BfischeL  von  Hyperboloiden,  dessen  Basis  die  Ranmcntve  ist,  in 
der  sich  die  beiden  Flächen  Pq  nnd  Pq  schneiden;  derselbe  entspricht 
also  den  Gleichungen 

Da  jede  der  FUchen  Pq  und  Pq  die  Linie  Tin  sieb  entfaKlt,  so  besteht 

die  erste  Polare  der  Geraden  G  bezüglich  einer  windschie- 
fen FlSche  2)  ans  der  Geraden  T  und  einer  Baumcurve  drit- 
ter Ordnung. 

Die  Projection  der  Ranmcnrve  dritter  Ordnung  anf  £j^0  entspricht 
der  Gleichung 

vi(s,r,-ij',)({,r,-i,£',)+3(i,r,-!,r,)*t 
+ 2:t,'«.i(s,r.- {.i-iKiir.- i.r,)  -  6  (ä,r,  -  s,r,)(i,r,  -  ä,r,)i 
+ ','",  !(£.«•■  -  s,  w(s,r,  -  i,r,) + &r.  -  {.r,)' 
76)  -Äf.-i.r.Ki.s'.-i.rji 

+  i2i,V(i,s',-£,r,)'-2»!,^,»:.(s,s'.-i.r,)(f,r,-i,i',i 

-«,».'(s,r,-i,r,)i2(i,r.-i.r,)+«.r,-i,r.)i 

+"','(i.r,-6,rj=o. 

Befindet  sieb  die  Gerade  G  in  der  Ebene  ar,  =  0,  so  besteht  die 
Projection  der  ersten  Polaren  derselben  auf  :r,  ^0  aus  vier  Geraden, 
von  denen  drei  mit  der  Linie  J  zusammenfallen,  die  rierte  der  Gleichung 

entspricht, 

Ftlr  |}  =  £'t  =  0  verschwindet  die  Gleichung  75). 

Durchschneidet  endlich  die  Linie  G  die  Gerade  T,  so  besteht  die 
Projection  der  ersten  Polaren  Kai  x^s=Q  ebenfalls  ans  vier  Garaden,  von 
denen  drei  mit  der  Linie  T  zusammenfallen,  die  vierte  die  Gleichung 

%t3vr»,-{4i'g(isr*-i4r»}i+2ar,i.«r,i's+^464r,(i4r.-£,ri)=o 

besitzt. 

43,  Die  Pole  einer  Eben«  E.  Drei  Funkte  k,  k',  k"  mSgen  sich  in 
der  Ebene  E  befinden,  aber  nicht  in  einer  Geraden  liegen;  ihre  tetraedri* 
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sehen  Coordinateo  aeien  I,,  Jj,  ■■■.  ti,  l's,  ■■■,  l",,  T».  ■-■■  Wird  die 
Ebeoe  E  als  Polarebene  bestlglicb  einer  viodschiefen  Fläche  2)  betrach- 
tet, so  ergeben  sich  enr  Beetimmaag  der  Coordinaten  der  Pole  die  drei 
Gleichangen 

r^  {2a:,  a:,  +  cr,a:J  +  ^t  (3  V  +  a:,ic,)  +  l'j  a;,»  +  r*  a:,:c,  =  ü, 

«"i(2a:.ir,  +  a:,a;J  +  r',{3V  +  -^i3:,}  +  fi'>,'+r>,«,  =  0. 

Man  findet  mit  Hilfe  derselben 


=  0,  =Ja 


x~^'       A' 


=  0,  -«  :5=«  H-i;(3a+^)+-<°(t-<+l) 

in  denen  A,  a,  {,  i;,  £  Fanctionen  der  Coordinaten  der  Punkte  k,  U, 
k"  sind. 

Betrachtet  man  die  Ebene  E  ab  Polarebene  bezttglich  einer  wind- 
schiefen FlBche  2),  ao  kann  jeder  Pnnkt  der  Linie  T  als  Pol  derselben 
angesehen  weiden,  ansserdem  existirt  nur  noch  ein  einziger  Punkt, 
welcher  Pol  derselben  ist,- 

Constmirt  man  also  zu  allea  Paukten  der  Ebene  E  die  quadrati- 
schen  Polarfllchen  bezllglich  einer  windschiefen  Fläche  2),  so  gehen  die- 
selben durch  die  Linie  T  und  durch  einen  Punkt,  den  Pol  dieser  Ebene. 

EuTeloppen  der  Folarebenen. 

44.  Die  zweite  Folarflftobe  einer  Geraden  G.  Gegeben  sei  die  Linie 
G,  welche  durch  die  Punkte  k  und  A'  geben  möge.  Die  Coordinaten  des 
Punktes  A  seien  ^i,  lg<  %i,  £4,  die  des  Punktes  A'  |',,  ^g,  1*,,  ti%  dann 
lassen  sich  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf  der  Geraden 
beaeichnen  durch  li  +  A|',,  ^  +  A|',,  ls  +  A|'a,  f^  +  AI'*.  Dm  System 
der  FolarebencD  aller  Punkte  der  Geraden  G  bezQglicb  einer  windschiefen 
Fläche  2)  entspricht  demnach  der  Gldchung 

(2SJ»  +  lsl4)ar.  +  (3|,»  +  |,yx,  +  |,»;r3  +  6,^a!, 

+2j.r.xj+a,r,+i,r.).r«t 
+1*1(2  i'.i'3+r,rjic,+(3rs+rir.)^,+r'i^,+r.r,<»^4i=o, 

in  der  man  A  alle  möglichen  Werthe  ertbeileu  kann.  Mau  erhält  ans 
dieser  als  Gleichung  derjenigen  Fläche,  welche  das  Ebenensystem  ein- 
bflllt,  die  Relation 

„>  X  i(2r,r.+r,r,)',+(3i-',+r,r.)',+f',-,+r,r,»,i 
•'  -i(2ftr.+e.r,)+s,i'.+i,r,)',+(6i,i',+s,r,+s,r,)», 
+2i,r,»,+Äi',+i,r.)»,i'=o. 


76) 
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Die  zweite  PolarflSche  der  Geraden  G  beBflglicb  einer  windschiefen  FlXche 

-2)   ist   demnach    ein   Ke^l   zweiter  Ordnung,   desaen   Spitze   mit  dem 

Schnittpnnkte  der  drei  Ebenen  Pe,  Pt  und  Pe* xosammenf&llt. 
k       V         ■      kK 

Ans  der  Gleichung  77)  ergiebt  sich  femer: 

a)  Befindet  sich  die  Gerade  G  in  der  Hesse'schen  Fläche,  so  schnei- 
den sich  alle  Ebenen  des  Systems  in  der  Linie  T. 

ß)  Darchsticht  die  Gerade  G  die  Linie  T,  so  degeneiirt  der  Polar- 
kegel  derselben  in  zwei  Ebenen,  welche  sich  decken  und  die  Gerade  T 
in  sich  enthalten, 

y)  Liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  ')  =  0,  so  f&Ut  die  Spitze  des 
umhüllenden  Kegels  mit  dem  Schnittpunkte  der  drei  Ebenen  a'j  =  0, 
s,  =  0,  Xg  =  0  zusammen. 

45.  Die  gemiachte  Folarfläohe  iweier  Oendes  G  und  G'.  Die  Ge- 
rade G  gehe  durch  die  beiden  Funkte  k  und  ^,  dagegen  C  durch  die 
Punkte  k"  und  k'".    Sind  die  Coordinaten  dieser  Funkte 

i„  I,,  i, r„  f ,  r,.  r,,..,,  r„r, 

ao  ist  die  Gleichung  des  Systems  der  gemischten  Polarebenen  [bezüglich 
einer  windschiefen  Flüche  2)]  von  zwei  Punkten,  deren  einer  sich  auf 
der  Geraden  G,  der  andere  auf  der  Geraden  G"  fortbewegt, 

+  iK2(i',i",+r.r,i+i',r,+f.r,)i,+(6r,r,+i',r.+r,r,)», 

+ c  i(2(£if ". + i.r,)+ i,r, + {,r,)% +(6i,r,+ s,r',+s.r,)i, 

+2i,r,*,+c{,r,+s,r,)«,i 
+vi(2(f,r.+r,r,)+i',r.+r,f,)», 
•  +(6i',r,+j,r,+r.r,)»,+2i',r,«,+(r,r,+s',r,)».i 

=  0. 
Danas  fiodet  man   die  Oleichnug  der  Enyeloppe  dieses  Ettenensystems 

ic2{i,r.+i,r,)  +  5,r,+6,r,)":,+(6t,r,+i,r,+5,r,)'', 
+2i,r,»,+(i,r,+s,r,)«,i 
xi(2(r.r.+r,r,)+F,r,+F4r,)«,+(6r,r,+f,r.+r.r,)», 
,„,    +  2 1',  r, «, + ({',  r, + r,  r,)i,i 
""-i(2(i,r,+«,r,)+{,r.+{.r,)«,+(66,r,+i,r,+i.r,)"!, 
+25,r,«,+({,r,+i,r>.i 
xi(2(r,r.+s'.r,i+i',r.+s'.r,)>:,+(6F,{",+r,r,+r.r,)«, 
+2f,r>.+(r,r,+i',r,)":,i. 

Führt  man  die  in  17)  angegebenen  AfakürzUDgen  ein,  so  er|^ebt  sich: 
Die   gemischte  Folarflfiche    der  beiden   Geraden   G  nnd   C  ist   ein 
Hyperboloid    mit    einer  Mantelfläche,    nnd    zwar   ist   dieselbe  der  geome- 
trische  Ort  der  Systeme  von  geraden  Linien,  welche  den  Gleichangen 
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Pe=y.Pe,     y.Pe  =  Pe,     Pe^y.Pe,     y.Pe=Pe 
kk-        t*"'        ***"'     FA"     t*"         ey         f*"'    ki^- 

entsprechen. 

Ffir  besondere  Lagen  der  Oe»den  G  nnd  G'  lassen  sich  die  Besnl- 

tate  mit  Leichtigkeit  ans  der  Gleicbang  78)  ermitteln. 

46.    Di«  gemeine  Polarfl&ohe  einer  Ebene  E  beifigliob  einer  wind- 
Mlliaien  TUohe  2).     Ist  die  Gleichung  der  £bene  E 

10  UtsBt  sieb   nach  18)  die  Gleicbnug  der  gemeinen  PoUrflBcbe 
Fona  anstellen; 


der 


79  a) 


oder 
79  b) 


6«, 


2*1 
0 
0 


=  0 


2(«.<.,  +  Sa,«,)^,"  -  2(fl,fl,  +  6  V)  V«.  -  W'^. 

Das  System  der  Polarebenen  aller  Punkte  der  Ebene  E 
bezüglich  einer  windschiefen  FlSche  2)  wird  demnach  ein- 
gehüllt von  einer  windschiefen  Fläche  derselben  Ordnung, 
deren  Doppellinie  nod  einfache  Leitlinie  ebenfalls  mit  der 
Linie  T  zusammenfallen. 

Die  Ebene  «,  =  0  berührt  diese  Fläche  längs  der  ganzen  Doppel- 
linie nnd  schneidet  sie  zugleich  in  drei  zusammenfalleiiden  Geraden,  Die 
andere  Tangentialebene  in  irgend  einem  Punkte  der  Doppellinie  RtUt  mit 
der  des  Hyperboloids 


80) 


2 (a,«g  +  2<.,a,).,» - 2(fl,0g  +  60,»)'.*. - "»»«i*»  -  2a,«,*!*. 
+  0,»*,  »,  +  12  a,a,V=0 

Ffir  besondere  Lagen  der  Ebene  E  nimmt  die  Gleichung  79  b)  eine 
einfachere  Gestalt  an. 

Setzt  man  0^  =  0,  so  ergiebt  sich 

81)  V=0,     a,a:,-3a,ai  =  0. 

Steht  also  die  Ebene  E  lothrecht  zu  der  Ebene  a^  =  0,  so  wird  die  ge- 
meine Folarfläcbe  derselben  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  2)  ge- 
bildet ans  drei  Ebenen,  von  denen  zwei  mit  der  Ebene  a;,^0  zusammen- 
fallen ,  die  dritte  die  Linie  T  in  sich  enthält.  Dasselbe  Resultat  ergiebt 
■ich,  wenn  die  Ebene  E  durch  die  Kante  der  Ebenen  a;j=0,  :r^=0  geht 
Für  ()^  =  a,  =  0  erhält  man 

82)  a'i*=0,     £Cj  =  0. 
Läuft  also  die  Ebene  E 

der  Co  ordinalen  ebene  ^r^  =  0  paral-     der  Coordinatenebene  te^^O  paral- 
lel, 80   besteht  die  gemeine  Polar-     lel,   so  besteht  die  gemeine  Polar- 
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fläche   bezüglich    der   windschief en 
Flüche   ff 


fliehe   bezüglich    der   windschieren 
Fläche  JV 

ans  drei  Ebenen,  von  denen  zwei  mit  der  Ebene  Xj=:0,  die  dritte  mit 
der  Bbene  x^^Q  ztUBrnmenfftllen. 

Ist  a,  =  a^  =  0 ,  d.  h.  geht  die  Ebene  E  durch  die  Linie  T  der  wind- 
Bcbiefen  Fläche  2),  bo  veischwindet  die  Oleichnng  79  b)  volUtändig. 

47.    Die  gemiubt«  Polarfläohe  iweiw  Ebeaea  E  und  E'  beilkglieh 
einer  windiohiefiBa  n&ohe  2).     Es  sei  die  Gleichung  der  Ebene  E 

a^x^  ■\■af!Bt  +  a^x^  +  a^x^^O, 
und  die  der  Ebene  £* 

a\  «,  +  a\  «j  +  a'j  x,  +  a\x^  =  0, 
dann  entspricht  die  gemischte  Polarfläche  nach  26)  der  Belatiou 


83  a) 


2x, 


6«, 
0 


0       0 


83b)  -2*i,a'gV^»  -  2Cas«'.  +  "."'»)  V*4  +  12(<.,a',  +  «.a'j)a:,*,» 
+  2a8o'8a!,a!,(F^  -  6«,o', V  =  0. 
Constrnirt  man  also  zn  jedem  Punkte  der  Ebene  E  die 
quadratische  PolarflSche  bezüglich  einer  windschiefen' 
Fläche  2)  und  betrachtet  fi'  als  PoUrehene  jeder  dieser 
Flächen  zweiter  Ordnung,  so  ist  der  geometrische  Ort  der 
zugehörigen  Pole  ebenfalls  eine  windschiefe  Fläche  dritter 
Ordnung,  deren  Doppellinie  und  einfache  Leitlinie  mit  der 
Geraden  Vj  =  ö,  c^aO  zusammenfallen. 

Die  Ebene  ^,  berSbrt  auch  diese  windschiefe  Fläche  längs  der  gan- 
zen Doppellinie  und  die  andere  Tangentialebene  in  einem  Punkte  dieser 
Linie  fällt  stets  mit  der  des  Hyperboloids 

2\o,a\  +  a^a\  +  2(fyc\  +  a«fl',)U,*-  2Ko',  +  a,a',+  12«,0*i'>=. 
84)  -  2a,o>,«,  -  2K<.'«  +  fl4<''a)'fi*4  +  12(a3<.',  +  o.«',)  V 

+  2aja'ga^a:^i=0 
in  diesem  Punkte  zusammen. 

Die  Gleichung  83  b)   gestaltet  sich  einfacher,   wenn  man  einer  oder 
beiden  Ebenen  besondere  Lagen  ertheilt. 
Fttr  a,  =  0  erhält  mau 

f  «,  =  0, 

8B)  2t«ia',  +  2K«;  +  o.<i',)|a;,*-2(«,<.',+  12«,0«^«i      , 

l  -2fl,<.>,a-,  +  12a,a'gV-0.  ^.OOglC 
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d^.:  Steht  die  Ebene  E  snf  der  Cooidinfttenebene  A^  =  0  lothrecbt,  Bo 

bestellt  die  gemischte  Folarflfiche 

bezfiglich  der  FlKcbe  W  «ns  einem     beztlgUoh  der  FUtche  W  ans  einem 

fayperboliachen  Cylinder,  parabolischen  Cylinder, 

deuen  Generatrix  lothiecht  anf  der  Ebene  ic,  c=0  steht,  und  ans  der 

Ebene  x^  =  0. 

Lage  nnd  Gestalt  dieser  gemischten  PolarflScbe  bleiben  in  diesem 
Falle  nnverSndert,  wenn  man  der  Ebene  £"  alle  möglichen  Lagen  eitheilt, 
die  Tencbiedeneo  Werthen  Ton  b',  entsprechen. 

Setzt  man  a,  =  «^  kb  0 ,  SO  ergiebt  sich 

86)  a:,'  =  0,     (a^a\  +  2fflgO*i  -  "h^'s^^i  =  0-       ~- 

Enthält  also  die  Ebene  E  die  Linie  T  in  sich,  so  besteht  die  gemischte 
PolarfiScbe  ans  drei  Ebenen,  von  denen  swei  mit  der  Ebene  x^  =  a  zn- 
sammenfallen ,  die  dritte  die  Linie  T  ebenfalls  enthSlt. 

Es  sei  d,  =9ai  =  <i|  =  0,  dann  geht  die  Relation  83b)  tlber  is 

87)  »,  =  0,     ^a\s*—na^x^x^~a\x^x^■\■Ga\s*  =  Q. 

Füllt  also  die  Ebene  E  mit  der  Ebene  ^«  =  0  ansammen,  so  besteht  die 

gemischte  PolarflSche 

bezaglich  der  FtSche  W  ans  einem     bezfiglich  der  FlScbe  W  aus  einem 

byperboliaeben  Cyiinder,  parabolischen  Cjrlinder, 

dessen  Generatrix  auf  der  Ebene  »^=0  lothrecfat  steht,   nnd  ans  einer 

Ebene,  welche  auf  Xj  =  0  liegt. 

Das  Besnltat  bleibt  nuTerändert,  wenn  man  die  Lage  Ton  E'  ent- 
sprechend  rerschiedenen  Werthen  von  a\  Xndert. 

Wenn  «^=0^  =  0  und  a\  =  a\t=jQ  ist,  d.h.  wenn  die  beiden  Ebe- 
nen B  nnd  E'  sich  in  der  Linie  T  schneiden,  so  verschwindet  die 
Qleichnng  83b). 

Es  sei  endlich  a^  =  (i,  =>0  and  a\'=a\  =  f),  dann  ergiebt  sich 

88)  2ri  =  0,     a^x^x^•\■a^x^(Xl^  —  Qa^X^  =  ^, 

d.  b.:  OehV  die  Ebene  E  dnrch  die  Kante  (r,  =  0,  2:^  =  0,  die  Ebene  £' 
durch  X|  =  0,  lüg^O,  so  degeuerirt  die  gemischte  Polarfl&che  in  eine 
Ebene,  welche  mit  tr,  =  0  znsammenfKllt ,  und  einen  Cylinder  zweiter 
Ordnung,  dessen  Generatrix  lothrecbt  anf  x,  =  0  steht. 

Das  Resultat  ist  unabhängig  von  den  beiden  Grössen  a\  und  a\. 


idbyGoOglC 
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Die  aUgemeinen  Wnrzelfonnen  der  QaadiioB,  Cnbios 
and  ftuartics  tob  Clelnoh  nnd  AroDhoId. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiesseh 


DtiTcli  die  neneaten  Fortachritte  aaf  dem  Gebiete  der  modernen 
Algebr«  Bind  so  viele  nette  Gesichtapnnkte  für  die  Theorie  dei  Gleich- 
nngen,  insbesondere  der  Gteicbnngen  der  ersten  vier  Grmde,  gewonnen 
worden,  dus  unter  Anderem  die  sogenannten  allgemeinen  Waraelformea 
der  letzteren  in  keinem  der  besseren  Handbttcber  dei  höheren  Algebra 
mehr  feblen  dürften,  Za  diesem  Zwecke  wollen  wir  yerstichen,  im  Fol- 
genden eine  mSglichst  elementare  Darstellnng  dieser  speciellen  Probleme 
der  modernen  Algebra  zu  geben. 

I.    Die  Wnrielfonn  der  qaadratiudieii  Oleichnngen  (ftaadrioi) 

von  Clebtota. 
um  die  Qnadric* 

nx)  =  (<i,  b,  cnx,  1)«  =  aa:»  +  2  6a:  +  c  =  0 
aufzulösen,  gebe  man  ans  von  den  Snbstitationen 

Alsdann  ist 

A«).AI.fl)  =  ''*  +  ^«^- 

wo   die  Form  n|*+'i^£l  +  '^))'  tara  mit  f{^,ij)  nnd  die  Ciacriminante 
der  quadratischen  Form  mit  J)^  bezeichnet  ist,  also 

■^  =  ac-6». 
Fflr  f{x)!=Q  erhKit  mau  sofort  die  rein  quadratische  Gleichung 

folglich 

*  Die  Beseidmougen  tflhren  .von  Caylej  her.        ■■■  '^'-     '  ^ 
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DemgemllaB  ist  nmi 

und  daher  fflr  beliebige  Werthe  von  |  und  i; 


FUr  £  =  1 ,  1)  c=  0  geht  diese  allgemüne  Form  in  die  gewöhnliche  Wurzel- 
fono  flber. 

IL   Die  Wnznlfonii  der  kobiMbea  Oleiebiingeii  (OnbiM)  Ton  Clebwh. 
Um  die  Cnbic 

soiznlÖBeii ,  geht  man  ans  von  den  Sabstitntionen 

Abdann  ist 

f{<^)-n{l,  v)  =  «'  +  3C,,,  (g,  i))hi.*+  0.,»  (6,  ij)  i^, 
worin 

(26»-3a6c  +  a»d)|9+3{6»c  +  a6d-2ac»)g»ij 
-3(öc»  +  <(cd-2Ä»<i)g,j*-(2(r»-36cd  +  «rf»).)'  =  ci,s(6,il) 
gesetzt  ist.     Die  Trans formirte  geht  fUr  f(x)  =  0  ttber  ia 

and  kann  dnrch  die  Oardanische  Formel  aafgelSat  werden.     Man  erhillt 
nXmlich 

— =^^1.  J  +  f^r.5, 
und  dnrcb  Einsetzung  in  die  Gleichung 

Daher  sind  J  nnd  B  die  beiden  Wnrzeln  der  Quadric 
und  es  wird  sein 


4»  und  5»  =  -^C,,i  +  i/(^,j  +  4tti. 
Bezeichnet  man  nnn  die  Diseriminante  der  kubischen  Form  f{x)  mit  D^, 
so  ist  bekanntlich 

!^  =  o»d*-  Gabcd+iai^+ib'd~3b'c' 
aad  man  findet  ohne  viele  Schwierigkeiten  die  Relation 

Es  ist  demnach  r    ,  uji.Xj(>t->glC 

SdtMbiUt  f.  IbthMikUk  b.  Fhr*>k  ZXIT,  I.  S 


-Vil^c„^i.,). 


Die  kllgemeinen  'WaTselfonnen  etc. 

^  nnd  B^  =  ^(-(h,s±f(lt,)yT^, 
wobei  die  Bedingung 

erfüllt  sein  muss.   Demzafolge  gelangt  man  zn  der  aligemeinen  Wnrzelfonu 

welche  Oleichnng  in  Bezug  anf  x   linear  ist  und   worin  £  nnd  i;  ganz 
willkSrliche  GrSssen  sind. 

Bestimmt  man  %:ij  derartig,  dass 

Cs,i(E,  ij)  =  0  (ResolTente; 
wird,  so  wird  die  Gleiclinng  ia  u,  v  lein  kabisch  nnd 

~--^/^^'C8,s(6..J). 

mitbin  ist  einfa^er 

{ax  +  b)V+2{hx  +  c)if,  +  (cx  +  d)i^^ 

Die  Qnadric  Cj.i  nnd  die  Cubic  (^3,1  baben  die  merkwürdige  Eigen- 
schaft,  dass  die  Wurzeln  der  ersteren  einzeln  den  drei  Warzeln  der 
Hanptgleicbnng  f(x)=!0  äiinianbarmoniscb,  die  der  zweiten  hnr- 
moniscb  zugeordnet  sind.  Um  dies  zn  beweisen,  bezeichne  man  irgend 
eine  der  Wnrzeln  |:t)  allgemein  mit  :;  alsdann  ist 

C»,»W  =  -f  [{«:.  +  /,«,  + Vs)'  +  (^i*s  +  -'i'^s'^.  +  -'.'^i*.)] 

folglich 

— -:— 1=— /,  oder  — /, ,     — ' — ^:-i — -  =  — /    oder  — /-. 

'^s-*n  =3-*  -i^s-i^K  a;,— I  » 

Drückt  man  ebenso  die  Cubic  63,3  (i)  durch  symmetrische  Functionen  der 
Wurzeln  von  f{x)  aus,  ho  hat  man 

X       [(a!g  —  2a!,  +  aJj)  «  +  (x^x^  —  2x^x^  +  ar,jc,)] 
X       [((Cg  —  2ic,  +  j!j)z  +  (a;,a;,  —  2a:g»,  +  aJ^aiJ]  =  0. 
Hieraus  ergeben  sich  unmittelbar  folgende  Relationen: 
-' *!— * —  1  odec  £  oder  *, 

-1      „     2      „     i, 
- 1     ..     2     „     i. 
infachster  Gestalt  r .  zcj  by  LjQOglC 


rj  — aij   i'j  — t 
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«,*,  — j  («,  +  «,)  («3 +«)  + Bg  i  =  0 , 

Znr  allgemeinen  Orientimng  möge  noch  bemerkt  werden,  dus  die 
Form  Ct^i  die  quadratische,  die  Form  €%_%  die  kubische  CoTariante 
von  /('")  genannt  werden. 

m.   Sie  Wonalform  der  biqnadratuolien  Qleiohniigen  (ttnartioa) 

von  Aronhold. 

Um  die  Qnartic 

1)  f{x)  =  {a,b,c,d,ey{x,l)*=ax*+4bas'+  6cx»  +  4da!  +  «  =  0 

aafznlösen,  bezeichne  man  die  vier  Wurzeln  mit  (B|,  cCj,  x^,  x^  and  gebe 

ans  Ton  der  IdentitHt 

I  a,  6,  ^a{XjXj  +  x^x^  1+ 

2)  J=\  b,  io(«,+a;»)(ar,+a:.),  d  =0. 

+  \^a{XiX,  +  XiX^),  d,  e  I 

Die  in  der  positiven  Diagonale  dieser  Determinante  gelegenen  Functionen 
der  Wurzeln  von  f{x)  srnd  keine  yoUständig  aymmetriBchen,  sondern 
lassen  die  dreifachen  Variationen 

x,Xt  +  x^x^ ,     {x^  +  x^)  (äj  +  Xt) , 

XjXg  +  XjX^,     (a:,+a^^Ca:,+  .rJ, 

x,x^  +  x,x„      (x^+Xt)(Xj+x;i 

zu.     Deswegen  wird  die  Determinante  eine  Besolvente  der  Qnarüc  sein. 

Da  die  drei  Variationen  einen  Theil  von  c  bilden,  so  nehme  man  an 

^<i{x,x,  +  x,x;)  =  c  +  2L 
Man    gelangt   anf  diese  Weise  zn  der  bekannten   ^-Determinante  von 
Aionhold,  nSmlich 

I        .  6         (t  +  ii)\  + 

3)     ^=         6         (c— i)  d        =_4i»  +  /4_jA  — J«^,  =  0, 

+  |(c+2J)        d       ,        t       \ 
worin  J^^i^ae  —  46d+3c*  (qnadntische  Invariante),  /4,g  =  oce+26cd 
—  aip  —  el^  —  c*  (kubische  Invariante)  Ut. 

Da  diese  Uetenninante  stets  yersclivindet,  wenn  die  Qnartic  1)  gleich 
Nnll  iat,  so  ist  die  Determinante 

0  rf  -,l  {■ 

,•  •  i        (c  +  21) 

-1,1  4  (c-i)  d 

$•       (c  +  2»)         d  , 

d.  b.  ein  voltstSndigeB  Quadrat.  Um  dies  danalegen  und  zugleich  die 
trinomiscbe,  quadratische  Form  von  O  darzustellen,  entwickeln  wir  die 
Determinante  4).     Wir  erhalten  daraus 

8» 


4) 


Die  allgemeineD  Wnrselformea  etc. 


Die  CoefBcientea  dieses  Ansdnicliea  lassen  sicli  darch  die  partiellen  Dif- 
ferentialqootienten  von  J  ersetzen;  es  ist  nimlicb 

(?^)  =  3o._2»d-,e  +  6a-l      "        "  +  "1  +  21      '    .    ':'\. 
\3c/  '  |c  +  2i       «       I         K  +  2i      d     1 

(ll)--"+-=i:  e-.|. 

Duans  folgt  ann 

Beriicicaichtigt  man  die  BeUtionen 


(K)+(if)= 


(If)       (M)  ' 


(,8a/  \8«/ 

so  eibKlt  man  elme  Schvieiigkeiten  ans  5) 
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Bezeichnet  man  nnn  die  drei  möglichen  Werthe  von  0,  die  sich 
durch  Einsetsung  der  Wnrzeln  Ij,  Ij,  lg  dei  Gleichnng  3)  ergefaeo,  mit 
9,  %i  nnd  2i  eo  eihxit  nuni  vom  Vorzeichen  abgeeehes,  dieeelben  in 
aymmetriseben  Functionen  der  Wurzeln  x, ,  ir, ,  Xg,  at^  auBgedrQcltt : 

+  (»i'.l'.+'J  -  '.'i  [',  +  »i])l". 

!!;-(i,-i,+i,-i,)|'-S(.,.,-.,z,)8, 
+  (», ».  [', + »J  -  »1 '.  {.', + '.!)  i'. 


10) 


Bexeicbnet  man  femer  eine  der  vier  Wurzelo  a;, ,  x^,  fc,,  ic^,  z.  B. 
tr,,  allgemein  mit  x,  addirt  die  drei  Gleicfanageii  and  dividirt  darch  4, 
so  teanltirt 

_ qg^^^2i 

wo  I  und  t;  zwei  willktirliche  GräsHen  sind,  also  anch  ftlr  eine  von  bei- 
den Null  gesetzt  werden  kann.  Setzt  man  ane  5)  für  ip,  it,  %  die  Werthe 
ein ,  welche  man  erhält,  wenn  ma%  In  die  partiellen  Differentialquotienten 
von  ^  nacheinander  die  Wutzelwerthe  1,,  l^,  ig  der  Resolvente  3)  ^=0 
einfahrt,  ao  gelangt  man  zu  den  bekannten  Formeln  von  Aronfaold, 
n&mlich 

Kt,c,<,»r(t,in«,i) 

-±/mk  -t(K).  *ii  -Uff)..  imH'- 
±/mh  -UM).,  m,'  -i(ii)..  (K).]T'.'j* 

Man  kann  diesen  Ausdrücken  noch  eine  andere  Form  geben,  indem  man 
die  biquadratiscbe  Covariante  det  Function  ^(1, )]) 

CmU,  il)  =  («t  -  »')!'+ 2("'(- »«)S'>I  +  ("«  +  2»''- Sc")!"«!' 

einführt.    Uan  erhält  offenbar 


,  (o,>,c,.i,«)-(t,.|)-(i.ll 


Betrachtet  man  die  Quadrics  tp,  ^,  %  als  die  Factoren  einer  Sextic, 
so  haben  die  Wurzeln  diener,   wie  Hesse  schon  im  Jahre  1851  gezeigt 


14) 
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Ii  I« 

hst,    die    merkwUidige   Eigenschaft,    dasa  jedes  Werthepaar  — ^,  -^  je 

Vi  nt 

zweien  Wnizeln   der  Qnartic  f(x)  liarmonisch  zugeordnet  ist.  Diese 
Seztie  ist  die  biknbiscbe  Covariante  der  Qnartic,  nSmlich 

+  5{a6e-3acd  +  2ö»d)IS'  +  I0{ad*-6*e)SV 
~5{ade  —  3bce  +  2bd')Vti* 
—  {a«»  +  26de-9c«e  +  6crf*)g*)«— (2(i«-3crfe  +  fte»)i,«. 
Dm  das  Theorem  von  Hesse  noch  auf  eine  andere  Art  zn  bewei- 
sen, schreibe  man  die  erste  Gleichnng  in  lO) 
4^ 
a  I)*  (a;^  +  sCj  —  aig— iC^) 

V  ij  /  «j + «,  —  (Bj  —  »^  V  »I  /  x^  +  x^  —  x^—x^) 

*  S  I« 

nnd  setze  der  Kürze  wegen   —s=x,,  ~  =  g, ;  alsdann  wird 
Vi  V» 

Ans  den  Identitäteti 

»,;»,(»,  +  ».) -»,».(»1  +  ",)      (»i+»,)(«. 


folgen  die  Bel&tionea 

j    *.»j-t(»,+«.)(',  +  £,)  +  «,t,=0. 
Analog  erhalt  man 

'  i  x,x,-nx,+x,n,,+a+',t,-o, 

Je  zw«  dieser  Systeme  gebende  eine  Gleichnng  des  folgenden: 

t    'iti-i('.+&)(*.+£i)  +  'i£,  =  0. 
Darans  folgt,  dass  die  so  bestimmten  Pnnktepaare  z,tii  't^i  ^sti  eben- 
falls einander  harmonisch  zugeordnet  sind. 

Es  sind  noch  zwei  specielle  FXlIe  hemerkenswerth ,  in  denen  anhar- 
monische  VerhMitnisse  zwischen  den  vier  Wurzeln  «,,  x^,  x^,  x^  auftreten. 

Theorem.     Wenn  die  quadratische  Invariante 
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verschwind ot,    so    sind   di«  Wnrzeln   der  Qnartic  f{x)  einftsder  ftqni- 
ftnharmoniseh  engeordnet. 

Um   dies  za  beweisen,   gehen  vir  «ns  von  der  Form  der  qasdrati- 
acfaen  Corariante  Cg,]  der  Cnb^c  nnd  setzen  ^^x^.    Man  erhält  hieraus 

3Ci,.(..) 4J,.,. 

Wenn  also  /4,j  rerscbwindet,  so  wird 

f>i:^:^L:ifl  =  _A  oder  -/,, 

Theorem.     Wenn  die  knbiscbe  Invariante 
/«_j  =  flce  +  26cd  — ad"  — e6»-c> 
verBcbwindet,  so  sind   die  Wurzeln  der  Qnartic  f{x)  einander  harmo- 
nisch angeordnet. 

Zum  Nachweise  dieses  Satzes  können  wir  ausgeben  von  der  knbi- 
Bchen  Covariante  Cs,s  der  Cnbic  nnd  setzen  z  =  x^.     Man  erhSU  daraus 

Cs,sW)=  16/4,1. 
Wenn  demnach  /«,■  verschwindet,  so  wird 

_< ! ;  .X.    .  *  =  —  1  oder  2  oder  l, 

a!j  — Ä,  »8— x^ 

»j  — »j    *»  — «* 

a=£.,ar:£.„_i    „  2    „  .,  • 

*8-*l    *S  — «4 

oder  in  einfaclisteT  Gefitalt 
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IV. 

üeber  das  Problem  der  magnetischen  Indnction  auf 
zwei  Ki^eln. 

Ton 

O.  Chwolson, 


§  1.  Dnrch  die  Arbeiten  von  Poisson,  Fl&na,  Ktrchhoff, 
Thomsoa,  C.  Neamann,  Bobyleff,  Snchsland  n.  A.  ist  du  Pro- 
blem der  elektrischen  Indacttou  aaf  zwei  ben&chbaiten ,  absolat  leitenden 
Kagelu  gelöst  worden.  In  diesem  Aufsätze  soll  nun  das  entsprechende 
Problem  für  die  magnetische  Indnction  behandelt  werden.  Wir  werden 
nns  aber  dabei  anf  den  ganz  speciellen  Fall  beschränken,  daas  die 
änseeren  KrXfte  symmetrisch  gelagert  sind  gegen  die  Gerade, 
welche  die  Gentra  der  beiden  Engeln  verbindet,  also  dass  die  KrSfte 
heittthren  z.  B.  von  einem  Magnet,  dessen  Äxe  mit  der  Centrallinie  der 
beiden  Kugeln  zuaammenfBllt. 

§  2.  Das  Problem  der  magnetischen  Indnction  für  einen  Körper 
von  beliebiger  Form  ftthrt  nach  der  Poisson'scbeQ  Theorie  zn  der  Auf- 
gabe,  eine  Function    V  zn  finden,  welche  der  Bedingnngsgteichnng 


1) 


„^        3*  rp{V+F)   dj 

in[l-k)JJ        dm       'r 


genügt.  Hier  ist  F  das  Potential  des  der  magnetischen  Indnction  aus- 
gesetzten Körpers  in  einem  beliebigen  äusseren  Punkte  M;  F  ixt  das 
Gesammt Potential  der  Süsseren  inducirenden  Kräfte;  dtti  ist  ein  inneres 
Element  der  Normale  zu  dem  FUchenelement  ds  der  Oberfläche  des 
gegebenen  Körpers;  r  ist  die  Entfernung  von  Mbis  ds,  k  die  sogenannte 
Poisson'scbe  Constante;  die  Integration  ist  erstreckt  über  die  Ober- 
fläche des  gegebenen  Körpers.  Im  Weiteren  werden  wir  nnter  «j  die 
innere,  unter  n,  die  äussere  Normale  verstehen. 
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'^1  der  Specialverth  tod  —  an  der  Oberfläche  der  Kngel  ist. 

Dnrch  Vergleich  von  2)  nnd  3)  erhält  man  mit  Hilfe  der  letzten 
Relation  4)  die  Orandgleicbang 

6)  (l+2*)Q  +  (2  +  *)|£+3*^^  =  0. 

Fähren  wir  iHnmliche  Polarcoordinaten  ein  mit  dem  Pol  im  Centrum  der 
Kngel,  nnd  setzen  wir 

so  erhalten  wir  die  Bedingnngsgleichnng 

ßl  V    -<•     r.      "  4       t-l-.(t  +  2l 

<"  2r  WP ^  =eW.'  ""  ■*■= Ti • 

Da  F  gegebSb  ist,  so  läset  sieb  bieraas    F"  und  dann  ans  5')    V  finden. 

§3.  Sind  zweiEngeln  gegeben,  so  kann  man  mit  Polarcoordinaten 
nicht  weit  kommen.  Nnr  für  den  Speci&lfall,  dass  sich  beide  Engeln  im 
homogenen  magnetischen  Felde  befinden  und  daas  die  in  allen  Punkten 
gleicbgrosse  wirkende  Kraft  parallel  sei  zn  der  Centrsllinie  der  beiden 
Kngeln,  lassen  sich  mit  Zuhilfenahme  des  Princips  der  snccessiven  In- 
fluenzen die  ersten  zwei  Hanptgliedet  derjenigen  Reihe  berechnen,  dnrch 
welche  in  diesem  Falle  das  Potential  sich  ausdrückt ,  d.  h.  es  lassen  sich 
die  ersten  zwei  Influenzen  berechnen.  Es  sei  die  inducirende  Kraft  S; 
sei  ferner  ^  der  Winkel  zwischen  der  Centrallinie  nnd  einem  beliebigen 
Badins  R  der  ersten  Kngel;  dann  ist  das  Potential  F,  der  Kngel,  wel- 
ches dnrch  die  erste  Influenz  hervorgerufen  wird, 

7)  F,  =  ftSÄ»^^ 
nnd  das  magnetische  Moment 

8)  m,  =  (t  SR\ 

Um  die  zweite  Influenz  zn  berechnen,  haben  wir  in  6)  zu  setzen 
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wo  A,    der  Badiua    der  zweiten  Ki^el,   T  die  Centrallmie  der  beiden 
Kngeln.     Dies  giebt  nach  6) 


=  *^V     T.ti,!      ("(c»»*), 


folglich  das  Potential  Fj  der  ersten  Kngel,  welches  dnich  die  »weite  In- 
flnenz  hervorgerufen  wiid,  nach  5') 

Das  entsprechende  magnetiache  Moment  ffi|  ist  gleich  dem  Coefficienten 
bei  /"(co£ifi),  also 

11)  ■  "i  = fä • 

Auf  dieselbe  Weise  erh&U  man  ftlr  die  zweite  Kngel 


die  dnrcb  die  zweiten  Influenzen  anf  beiden  Kngeln  erzeng- 
ten  Uomente  sind  also  nnter  einander  gleich. 

§  4.  Wir  fähren  nun  ein  Stetem  von  r&nmlichen  dipolaren  Coordinaten 
ein.  Es  sden  (siehe  die  Figur  anf  B.  43)  0,  snd  0,  die  Centra  der  büden 
Kngeln,  Ri  und  £,  ihre  Radien,  Pj  nnd  P,  die  zn  den  beiden  Kagel- 
äächen  gehörigen  Grenzpnnkte ,  die  Pole  des  dipolaren  Systems.  A  B  sei 
die  Hittelaxe  des  Systems,  OP^  =  OP^  =  a.     DerPnnkttf  hat  dann  die 

Coordinaten  #  =  /p  Jm^'  ^«  =  ^^1*'*»  ond  Z.qgz=  Winkel  zwischen  den 
Ebenen  P^MP^  nnd  AO^O^.  In  P^  ist  *  =  ao,  in  P^  ist  a  =  — oo.  Auf 
der  in  0  zn  PjP,  senkrechten  Ebene  ist  #=:0;  links  von  dieser  ist  9 
positiv,  rechts  negativ.  Anf  der  linken  Kugel  sei  9  =  &^,  auf  der  rech- 
ten #  =  9g.  Nehmen  wir  femer  OPj  als  positive  tr-Aze,  OA  als  y-Aze 
eines  Descartes'scben  Coordinatensystems,  so  ist  (C,  Nenmann,  All- 
gemeine Lösnng  des  Problems  Ober  den  statischen  Temperatursnstand- 
eines  KSrpers,  der  von  zwei  nichtconcentriechen  Kugelfiächen  begrenzt 
wird,  Halle  1862,  S.  78) 

!_  e~*  — e*  _  2fm(ocof<)> 

~    c*  +  e~-*  — 2cos(n'     ^~    e*  +  c-*-  2cos«' 
2sm(o«m9> 


Femer  ist  (ibid.)  dos  Differential  dni»  der  Normale  zur  KugelflSche  4^ 
Consl.  gleich 

">  ""-  ±  ,>+J'-i,„,  "r . ..- .,  Google 
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Die  reciproke  Entfernang  T  der  Punkte  (&  »  gj)  nnd  {ff'w'ip')  wt  glei«b 
{ibid.  8.90) 

14)  r=iL-_!: X-^ü^ >  ^    ,  r-icosr), 

wo 

15)  coij-^coKöctfJto'+jrn« Jwi(Ki'coj{q(i  — 9')  und  #>#' 

ist.  Im  Folgenden  werden  wir,  wie  ee  C.  Nenmsnn  thnt,  zw  Ab- 
kürzung 

16)  e*+e-*— 2«««  =  * 

setzen  und  dann  bei  4*  dieselben  addiliTen  Zeichen  anhKngeii,  -  durch  welche 
die  resp.  #  nnd  «u  sich  anterscheiden.  Ausserdem  merken  wir  noch  die 
Formeln  />/> 

l      j  j  P'(eosio')P'{coiy)^'*ds  =  0,  m^nnnd 

17)  {     /•/*  ,  ,    ,  16™«* 

/     I    §  P'l'^osm]  ^{cosyjifi'dsss- y"  (cos 0») ; 

l  ^  J  ^"  +  1 

hier  ist  die  Integration  ausgedehnt  tiber  die  Kngelflfiche  &=-9',  Nach 
dem  Obigen  ist  dabei  <(»'=e*'+c-*'— 2co»w'. 

Sind  a  nnd  #j  gegeben,  so  erhSlt  man  den  Badius  Ji^  der  Kngel 
&  =  &j  und  die  EntfemuDg  Sj  =  — f)0,  des  EugelcentmmB  O,  vom  Co- 
ordinatenanfang  0  auf  folgende  Weise.  Ist  N(xgz)  ein  Punkt  auf  der 
Kugeloberflache,  so  ist 


leicht 


(.+-i!-^)V,.+.=_- 


als  Gleichung  der  Kngel  9^^^.     Also  ist 

17')  _ß,  =  oo,  =  «J±i-y,     B,=  +  .^^. 

§  5.  Es  seien  nuo  #,  und  ö^  die  constanten  Werthe  der  9-Co- 
ordinate  auf  den  beiden  gegebenen  Engeloberflächen ;  es  seien  femer  P, 
und  y^  die  äusseren  Potentiale  der  beiden  Kugeln.  Die  Gleichong  5) 
giebt  uns  nun  zwei  Gleichungen  —  je  eine  für  jede  Kngel;  sei  F  wie- 
derum das  Potential  der  Süsseren,  indncirend  auf  beide  Kugeln  einwir- 
kenden Kräfte.     Dann  erballen  wir  ans  5) 


18)  ■ 


('+")©.+''+*>(S).+"(a+'0.=«. 


In  der  frsten  Gleichung  beziehen  sich  die  Werthe  auf  eisen  beliebigen 
Punkt  an  der  Oberfläche  der  Kngel  e  =  #,;  in  der  aweiten  —  an  der 
Oberfläche  der  Kugel  #=Ö(.  ^  iC^HOOlc 
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Seien  nnn  die  änseeTen  Kräfte  Bymmetriecb  gegen  die  Centrale  0^  0^ 
gflUgertj  dann  sind  die  Dichtigkeiten  9^  and  ff,  der  fictiven  Oberflächen- 
belegnngen  Fanctionen  nnr  von  w^  und  n,,  den  Special werthen  von  m 
auf  den  OberflXcben  der  beiden  Kngeln.     Wir  machen  die  Ansätze 


19) 


AnP'icosoi^,  WO  tfi^  =  e*i  +  ß- ^' 


Ffli  daa  magnetische  Moment  M^  dei  ersten  Kngel  (#  =  #,)  erbalten  wir 
nach  12) 

Dies  giebt  nach  17),  darin  w  =  Q  gesetzt, 

20)  jtfi  =  16jia»r^2'^-*""*'  ""'*  «''*■'**'  *,=  16ffia''e»'2'^»«"*'- 

Die  Geaammtmassen   fi^   und  (4,   welche  auf  den  Engeln  fictiv  ver- 
thült  sind,  sind  Nnll.     Dies  giebt 

^  ==y ff,  ät=J'^^\^^  J„  />»  tcos«i)  d«=  Oj 
hierans 

§6.   Wir  berechnen  nnn  F,  nnd  F,.     Es  ist  r^  =  je^T^ds.    Nach 
14),  19)  nnd  17)  erhalten  wir 

22)  V^=%^uf^^Jn 27+1 '*"(«*»). 

Um  (F,)i  zn  erhalten,  hat  man  9  =  9i  nnd  oj  =  «i  zu  betzen;  mit 
Bficksicht  anf  17')  ist  also 

Ebenso  ist 

22a)  ^=8«a/ii;2^ß-i— ^^-p^ P-(coso>) 

and 

23.)        (^)_  =  4^K'*,(«-<>.-.»o2j^''"(""">'- 
Um   die   in    IS)    eingehenden   Differentialqnotienten    zu  berechnen, 
bemerken  wir  vorerst,  dass  nach  13) 

3F,  _y^  dV, 


iat.     Non  ist 


"'      ^'"  r     „„„.Google 
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©,=(-|^,=,,  "ä  (S),=(+IS),=.,- 

Wir  erUtten  ans  22)  and  22  a) 

(1^),  =  - 2  »*,)/♦,  2' ■'•''("' ».) 


Ferner  ist 


25) 


(i^)  ^(-^)  und   (^)  =(^) 

(g),  =  -2.*,/^2«-'"^''-"*"''»("'°.) 


Setzt  HMD  nun  (-j  ana  23),  (^)  aoa  24)  und  \^^j  ans  25) 
in  die  erste  tou  den  Gleichungen  18),  diridirt  man  alle  Glieder  darcli 
&n/cy^^  und  setzt  man 

verbindet  man  ausserdem  die  gleichen  Summen,  so  erhklt  man  als  erste 
B  edingnngsgleichung 

Hier  ist  das  zveite  Glied  nicht  nach  den  /"(coioi,)  zerlegt,  da  der  vor 
der  Summe  stehende  Factor  ^^  noch  coJtOi  enthält.  Nun  ist  aber  allgemein 
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C,COS(0,  i'"(cOJWi) 


=^«.-.2^''-(-..)+J'^...i±i 


P"  {cos  fo^). 


Mit  Hilfe  dieser  Relation  kann  man  das  zweite  Glied  in  27)  nach  den 
F*{coswi)  ordnen.  Da  dies  von  allen  Gliedern  gilt,  bo  haben  wir  den 
Coefficienten  bei  P"[cos(o^)  gleich  Null  zn  setzen  and  erhalten  dadurch 
die  folgende  Gleichung; 

'-in  +  3  1 

|2+*,.,  .   -'-=±!(».-e.)( 


,»■'■+'  +  ' 


2»  +  l 


Auf  dieselbe  Weise  giebt  die  zweite 
Belation 

2"     (2+*, 

2(»  +  l)(2+i 
'"2l^+3|"3*"*"^ 
j2+i 


29) 


-(«-»■  +  .».) 


3* 


1  +  ^— 
.  +  -<•' 


den  Gleicbnngeu  27)  die  zweite 
I 
=±!(»i-».)| 


2»  +  i 

Hier  ist  A*^    deSnirt  darch 

'")       2Tk©'°-^*°-'''""'°''- 

Die  Relationen  2S)  nnd  29)  geben  nns  die  Möglichkeit,  die  Coefß- 
denten  Ja  nnd  B^  sncceesive  zn  berechnen.  Man  erhttit  dieselben,  da 
fttr  n  =  0  die  ersten  Elammein  wegfallen,  sSmmtlich  als  lineare  Func- 
tionen der  Conatanten  J^,  und  Bq.  Diese  nun  werden  hestinimt  durch 
die  Gleichnngen  21);  20)  geben  nns  endlich  die  magnetischen  Momente 
der  Engeln. 

§  7.  Haben  die  beiden  Engeln  gleiche  Radien,  so  ist  nicht  etwa 
allgemein  6,  =  — .Jg  zn  setzen,  da  auf  den,  gleichen  co  entsprechenden 
Pnnkten  auf  der  OherflXche  der  Kugeln  nicht  entgegengesetzte  Dichtig- 
keiten anannehmen  sind.     Nnr  wenn  die  Süsseren  Kräfte  anf  beide  Ku- 
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gela  genau  gleich  einwirken,  üt  9^^  —  ffg  und,  da  ansBerdem  der  abso- 
Inten  Grösse  nacb  #|  ^  9, ,  anch 

30)  B,  =  -Jn. 

Ein  aolchei  Fall  wird  realirirt,  wenn  der  einwirkende  Uaguet  genaa  in 
der  Mitte  zwischen  den  beiden  gletehen  Engeln  sich  befindet  oder  wenn 
sich  die  Engelu  im  homogenen  magnetischen  Felde  befinden,  wobei  die 
Kraft  parallel  mit  der  Centrallinie  der  beiden   Kngeln  sein  soll. 

Statt  der  beiden  Gleichungen  28)  and  29)  erhalten  wir  jetzt  infolge 
von  30)  die  eine  folgende: 

/ ^i_  !a±i  _ ,-,..-»»,( ^  , + '(■+')  i?±i _ ,-„.+.,»,1  ^^, 

31)|  _(^.+,-e,,j?+^_,-(..+.,e,j^. 

§  8.  Wir  wollen  nun  die  dnrch  26)  nnd  29  a)  definirten  Functionen 
JCl  nnd  A'^  fär  den  Specialfall  des  oben  erwähnten  homogenen  magno* 
tischen  Feldes  berechnen.     Ks  ist  für  diesen  Fall 

WO  L^  der  gesuchte  Speclalwerth  von  A'^^  nitd  S  die  Süssere  Kraft  ist. 
Nun  ist  nach  12) 

!1        /dF\   _^  (t!^'  +  e-*')cosni, -2 
2n>/iir,U''(A~2w  (e*i  +  e-*.-2cojWj)'''' 

Also  ist 


34) 


Dies  haben  wir  statt  ü'^^  nnd  jf^^  ia  28),  29)  und  31)  einznaetsen. 

§  9.  Die  Gleichungen  28)  nnd  29)  stellen  ein  System  von  swei 
gleichzeitigen  Differenzengleichungen  zweiten  Grades  dar; 
Mn  und  B„  sind  die  gesnchten  Functionen,  wSbrend  n  die  Variahele  ist. 
In  Bezug  auf  diese  Variahele  sind  die  Gleichungen  von  bedeutend  ver- 
wickelter, theils  algebraischer,  theils  transcendenter  Form.  Um  A„  nnd 
Bm  XU  finden,  hat  man  die  Methode  der  sncceseiven  Inflnenzen  zu  be- 
nutzen.    Um  die  erste  Influenz  zu  berechnen,  setzen  wir  in  28)  alle  Bf 


Von  0.  CawoLBOH.  49 

=  0  nnd  in  2d)  Ai^Q  nncl  drücken  aof  die  nuten  zn  erlSntemde  Weise 
An  nnd  B^,  welche  wir  aber  (i|_*>  nad  Aj,'>  b«zeicbnen  Verden,  ana.  Diese 
Coeffidenten  drücken  die  «rate  Influenz  ans.  Das  so  gefundene  b'^>  setzen 
Trir  in  28)  statt  S.  nnd  das  a|,"  in  29}  statt  A^  ein;  zugleich  ersetzen 
wir  in  2S)  J,  dnrcb  a^'  nnd  in  29)  B«  dnrch  b^\  lassen  K^^  nnd  £^ 
gatiB  weg  nnd  bestimmen  die  Grössen  a(_^>  und  6J^^;  dies  statt  A„  nnd  ^n 
resp.  in  29)  nnd  28)  eingesetzt,  giebt  a^'  nnd  b*^\  dnicb  welche  die 
dritten  Influenzen  bestimmt  werden  n.  s.  f.  Für  jede  einzelne  der  Co- 
efflcientenreihen  a*f'  nnd  b'^Pi  mfissen  nun  die  Bedingungen  21)  erftlllt 
sein ,  wahrend  wir  mit  Hilfe  von  20)  die  entsprechenden  Theile  m/r^  und 
m^t^l  der  Oesammtmomente  M^  nnd  ^,  berechnen.     Gs  sind  dann 

35)  .    *,=2ffl,"'>  und  *i,=2''^""- 

f  p 

Wendet  man  diese  Sfetbode  der  sncoessiven  Influenzen  an,  so  verein- 
fachen sich  die  Bedingnngsgleichnngen  und  werden  int^iabel. 

Bei  der  Berechnung  des  beliebigen  n""  Gliedes  bei  der  p^'"  Influenz: 
<i[j",  haben  wir  in  28)  i'J^  ^  0  und  statt  J„  zu  setzen  ajf';  ferner  haben 
wir  statt  Ba  die  hei  der  vorhergehenden  Influenz  berechneten  Goefficien- 
ten  b^~  '  einzusetzen.  Dadurch  gewinnt  die  Bedingungsgleichnng  flir 
«if'  die  Form 

,  2«      2  +  A  ■  2(n  +  l)   2  +  i 

\      2«-r  3ä     i»-»'^  2«+3  •  3*     f+i) 

Ffa  p  =  l  ist  hier 

36  a)  **„"  =  — Ä'»,i 

dagegen  ftlr  p  >  1  ist 

'''*-''=-Ä'-'''-~l^''W'+'''*'+'"*''*"''-TJTr'?"''' 

wo  die  b{P~i}  als  bekannt  vorausgesetzt  sind.     Setzen  wir 

•o  eibSlt  man  ans  36)  die  Differensengleichnng  zweiten  Giades 

I       |6-3(e»i+e-»0  +  .(e*i-«-*')  +  [4-2Ce»'  +  e-»i)]>.ly. 

")  <+(4  +  Jn)^i,.  =  .»*|.,, 

/  3k 

[  '"  '  =  2  +  t- 

btegrirt  man  diese  Gleiohnng,  so  erhKlt  man  {Laplace,  ThAtrUangM. 
da  Probab.  1814,  S.  110  n.  120)  mit  Rücksicht  auf  37a)    '       '        ^ 

n  t  Uathmattk  n.  Fbjtlk,  ZZIT,  I.  * 
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39  R>  air^  = 

wo  l  eine  reell«  Wurzel  der  GUichnng 

und  S  eine  Con staute  ist 

FflT  den  Fall  der  «lektrischen  Indaction  erhXlt  man  die  so  < 
BeUtion 


^.  =  (2n  +  l)fy-^J., 


+  ''S(''-'-'')./  -^rs-ii^:^^')""^'— «• 


wo  1  eine  Wanel  der  Gleictmng 

ist.  Um  die  Richtigkeit  von  39)  zn  prüfen,  seUen  wir  39)  in  36)  ein 
ond  erhalten  ohne  Hübe 

1 

tri ,.»,  _  ,-»0  f   '^    C^ri^ 
2+*'  '/  x-,-»A,_^ 

Integiirt  man  das  erste  Glied  partiell,  so  gelangt  man  zu  der  nach  40) 
identisch  erftülten  Gleichung 

i+at  i-k 

fll-+i{l_e*i)»+t{i_e-*i)i+»  =  ia)W 
Ist  k  nahe  gleich  1 ,  so  cooTergirt  sehr  schnell  die  ans  39)  folgende  Beihe 
l 

0 
§  10.    Bei  praktischen  Ansrechnnngen  ist  es  nicht  rathsam  ans  den 
Gleichungen  28)  und  29),  indem  man  in  denselben  n^^O,  1,  2,  3  etc. 
setzt,  die  jin  und  B„  snccessire  xn  berechnen,  und  zwar  aus  folgendem 
Gmnde.     Setzen  wir 

41)  Äj  =  Äf,"+«\  und  *j  =  «j''+*'^, 

wo  JVj"  und  Jf,"  durch  die  finsseren  Kififte,  M\  und  iV'j  durch  dia  An- 
w«>Benheit  der  andern  Kugel  hervorgerufen  ist,  so  ist  x.  ^-  M  ^  als  klein 
im  Vergleiche  mit  X^°  zn  betrachten.  Da  *,'  auch  ohne  dipolare  Co- 
nrdinaten  gefunden  werden  kann,  so  kommt  es  also  vor  Allem  auf  eine 
genaue  Berechnung  von  M\  und  Jtf',  an,  es  müEsen  also  so  viele  Glie- 
der von  M^  berechnet  werden,  daas  der  ttbrig  bleibende  Fehler  klein  sei, 
nicht  etwa  im  Vergleich  mit  ^i,  sondern  mit  i/'j,  welches  selbst  wieder 
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klein  ist  im  Ver§;leieh  mit  jV,  ■  Dm  alao  sn  unserem  eigentlichen  Ziele 
%a  gelangen,  haben  wir  eine  sehr  grosee  Anzahl  von  Gliedern  en  berech- 
nen. Dieser  Uebelstand  wird  vermieden,  wenn  wir  Jlf,"  und  M'^  geson- 
dert berechnen  und  entsprechend  die  A„  und  B„  aerlegen.     Es  sei 

42)   ^,=  A  +  ^»,    ßB=ß*«+S'o.   M°=16n(fie     ' ^^,e—^>  etc. 
Wir  stellen  gesonderte  Oleicbangen  fär  die  J*^,  nnd  die  ^n  anf.    Fttr 
die  /fi%  und  die  B''„  erhalten  wir  Gleichungen,  wenn  wir  in  28)  £.  =  0 
und  in  29)  ^„  =  0  setzen: 


2I.  +  1 


-A+fJ.^o, 


^    2»  +  l 

Um  fUr  die  ^a  mid«^n  Gletchnngen  2D  erhalten ,  letaen  wir  J^  und  J 
ans  42)  in  28)  und  29)  nnd  anbtrahiren  davon  43).  Dann  erhalten  n 
die  beiden  Gleicfatmgen 

2»-li~3l  ■'•-1+°— ''  j 

+3;rf3  !%*■''■+'+*■■' 

-(.•■  +  »-».)} 

+    2.  +  1    |-'-  +  ^-'  '+1K=1^-" 

2fn  +  l)  _lü+?{*,-#,)  .  ft     „    _li±!(#,-#,) 

+  2+l'^"  +  "       '  -(«•'  +  «-*').B«,.       .    >  '      ■' 

nndehen«,     j^      .j  _  1!^^  (», -»,)| 

2;mi3r^"-'+''-"  | 

+  2M^i"3i"*^"  +  '  +  -'-+"  j 
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Sind  die  Radien  der  Kogeln  gleich  and  wirken  die  KrBfte  auf  beide 
in  gleicher  Weise,  so  iit  [«.  30)]  B«=  — j*,,  und  indem  wir  wieder 
A,<=^B^ ^n  eetsen,  erli&lten  wir  fllr  ^^  die  erste  von  den  Qleicli- 
nngen  43).  Setcen  wir  A,  =  J9^  +  X^  in  31)  und  aabtrfttiiren  die  eiste 
Ton  den  Gleiehnngen  43),  Bo  erhalten  wir  fUr  Ä^  die  Gleicbang 

|2»-l|3»  (     "-'^Sn  +  Slai  j     "+' 


45)^ 


|i-j  A-.«-<«-"»'-^^'  ^.+, .-"•+»». 


§  11.    Wir  wollen  noD  die  ^^  und  die  ^s,   welche  ench  den  Be- 
dingungen 

za  genfigen   haben  [a.  21],   ffir  den  Fall  genan  berechnen,  der  bereits  in 
§  S  bebandelt  wnrde. 

Es  ist  nach  19)— t;_='  ^,  j^«P"(i?oj«,)   und,   wie  leicht  zu  finden, 
Cj^'c:  — — cosqi,  wo  ip  (b.  die  Figur)  der  Centriwinkel  ist.     Es  ist  also 

Nnn  ist  aber  äoi»  =  ^-s z ' >  »l^o 

«*'  +  «-»'-2ce.., 

4»    (e*i  +  e-*'-2cos»jV,    -^  " 

Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass 

Wendet  man  diese  Formel  an,   um   die  linke  Seite  von   48)  nach  den 
/^(cosn,)  zu  zerlegen,  so  erhSlt  man  durch  Vergleich  der  Coef&cienten 


A=(2"  +  l). 


•4,.(.» 
49)  /  und  ebenso 


_|„,-c.-.,»,  _(„  +  !),. 


[  ü«.  _  (2„  +  l)  — Mil_j_  |„#-1J».  _  (.+  l).-<.«*glc 
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Diese  Änadittcke  fallen  anf  darcli  ihre  Aehalicbkeit  mit  den  Lq  nnd  L^ 
31);  sie  genUgen  den  Be  diu  gangen  46).  —  Der  Weg,  den  vir  bei  prak- 
Üacben  Ansrecbnangen  za  befolgen  haben,  ist  nun  der  folgende:  zuerst 
berecbneD  wir  aoa  49)  eine  Reibe  ron  Giöesen  ^n  <iiid  Sfu  nnd  veiinit- 
telst  dieser  ans  44)  und  45)  und  mit  Hilfe  der  Bedingangen 

die  Coefficienten  A^  nnd  ^h.     Dann  ist 

Jlf',  =  16«a'c~'»'^^«e-"*t  nnd   #',=  16Ba»e''^B'.e"*' 
[a.  20)],  wKbrend  M^  nnd  M^  gegeben  sind  dnrcb 
M°  =  kSn^^  nnd  lil^  =  kSR^\ 

§  12.  leb  habe  die  Recbnnng  durchgeführt  f(lr  den  Fall,  der  in 
§§  8  and  11  behandelt  wnrde,  wobei  noch  die  Radien  der  Engeln  als 
gleich  (—  A)  angenommen  wurden.  Ist  T  die  Eatfemnng  der  Kngel- 
centra,  eo  haben  wir  die  Gleichung 

Ich  nahm  nnn  an  ^  =  i-l,  also  c  is=4  nnd  ft  =  0,99. 

Es  genfigt  in  diesem  Falle,  die.  fünf  ersten  Glieder  der  Reihen  in 
Betracht  zn  ziehen.     Man  erhält 

Jlf "  =  0,99  Sn»,     M'  =  0,02«73739  SÄ». 
Die  durch  die  Anwesenheit  der  andern  Engel  erzeugte  Vergrfissernng 
des  magnetischen  Uomentes 

^  =  0,02700747 
betiftgt  also  fast  genau  2,7  Procent. 

§  13.  Denken  wir  ans  zwei  Engeln  aus  dielektrischem  Stoffe,  z.  B.' 
zwei  Glaskugeln  der  Einwirkung  elektrischer  Eiäfte  ansgesetzt;  die 
hier  besprochene  Theorie  kann  auch  daza  dienen,  die  elektrische  In- 
dnction  auf  den  beiden  Glaskugeln  zn  berechnen. 

ßt.  Petersburg,  ^^-^'  1878. 
s.  März 


idb,GoogIc 
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eiDzelnen  Eckenhalbmesseni  gebildeten  Winkel  mit  -r^  mnltiplicirL     Es 
ist  also  * 

Sin  -^OE  =  ^  [an  iTOA^  +  Sn  «*0 J,  +  Sm  0*0^,]. 

Die  Winkel  a^OA^,  t^OA^,  ^OA^  sind  nun,   wie  durch  AbEfthlnng 
gefnnden    wird,   i>^,  +  W,  -  PJ, ,    PA^-^  PAy  — PA^,    PA^  +  PA^-PA^. 
In  dem  jetzt  sn  bebandelnden  Falle  soll  i^OB  gleich  Nall  eein;  «s 
beeteht  also  die  Bedingongsgleichnng 

Si»{PAj  +  PA^  +  P^,  -  2  A*,)  +  Sin (PA^  +  PA,  +  PA,  —  i PA^) 

+  Sin{PA^  +  PA^+  PJt—^PA^)  =  0. 
Darans  folgt  durch  Zerlegung 

81        talPA  +PA+PA  I      SimPA,ArSmiPA,^-SmiP4:, 

nnd  hierstu 

9)  s,„(p^.+/--^.+f^.)-'-'*""-+"';y^'+"""-''', 


In  diesen  Formeln  sind  nnn  PA^^  PA^,  PA,  ala  identisch  auftabBsen  mit 
^XA^,  ^XA„  2XA,  ans  den  Formeln  4)  und  man  findet 

Sin2PAt  =  ^,[2SiniAtAi  +  iSin2A,Ai  +  Sin2{J^At-  A^Ai)], 


Sin2PA,^jr^,[2  Sin2  A,A,-i-  2  Sin2A^A,  +  Sin2{AgJ^  —  J,A^], 

'  '         r* 

Cot2PA^  =  -rr^  [8  CosA^Ä,  CosAjAg  CosJ^Aj  —  Cos2{A^Ai  — A,A^)], 

Cos2PA,  =  -^,[8CosJiA,CotJ,J,CosAgAj  —  Cot2(A,A^  —  AiA,)], 

Coii2PAt=:-^,[HCosA^A,CosA,A,CosA,Ai-Cos2{A,A^—J,A,y}. 

Werden   diese  Ausdrücke  in  9)   und  10)  Eabstitnirt,  so   resaltiren 
endlich  die  OleiohnDgen 

/  Sin  (PAi  ^PA,  +  PA,) 

-^=i[Sin2{AiA,~  A,A,)  +  Sin2(A,A,~A,A^)  +  Sin2[A,A^-A^A,)], 
Cos{PA^  +  PA,  +  PA,) 
[  ~  öfi«  t^*  ^"^  '*»  '*»  ^''*  -<«  4i  Co*  -^  -^1  —  -2  Co»  2  ( J,  ^  —  A,  Ai)]. 
Darin  ist  PA^^  PA,  +  PA,  der  Winkel,  welchen  o,  also  in  diesem  Falle 
Off,  mit  der  Bicbtung  von  PO  einscbliesst.     PO  ist  der  Halbmesser  jenes 


12) 


Kleiner«  Mittheilangea.  57 

Punktes,   deasen  a  panJlel  Off  wiid.     Die  Vergleichang  der  Formel  7) 
und  der  zweiten  der  Formeln  12)  lehrt  nun: 

„Die  Axen  der  Ellipse  F  Bind  die  Halbirnngfllinien  des- 
jenigen Winkels,  welcher  tod  der  Enler'achen  Geraden  OS 
.des  Dreiecks  mit  jenem  DnTchmesser  PP'  gebildet  wird,  des- 
sen Endpunkten    die    en  OB  parallele  und  die  zn  Off  senk- 
rechte 0  entsprechen."* 

Diese  merkwürdige  Relation  giebt  auch  eine  einfache  Coustinction 
der  Azea  von  V  an  die  Hand.  Denn  jener  sweite  Durchmesser  PP', 
von  welchem  der  Batz  handelt,  ist  leicht  zu  finden,  indem  man  durch 
Ji  s.  B.  eine  zn  OB  parallele  Sehne  zieht  nnd  an  diese  eine  zn  '^t'^a 
senkrechte  Sehne  anschliesst.  Der  letzteren  Endpunkt  ist  gleichzeitig 
(H&  Endpunkt  des  gesuchten  Durchmessers. 

Die  Schnittpunkte  jener  Halbimngslinien  mit  dem  Kreise  sind  auch 
jene  Punkte,  denen  als  F  die  Scheitel  der  Ellipse  V  zugehören.  Sind 
a,  ß,  Y  die  Winkel  des  Dreiecks  A^J^J^,  welche  wir  wegen  der  Con- 
cordanz  mit  der  gewöhnlichen  Schreibweise  einfuhren,  so  bestehen  also 
fdr  die  Winkel  OR'QH  der  Enler'scben  Geraden  mit  den  Axen  OR  die 
Gleiehnngen 

Sin20R-0B^~-^[8m[fi~ß)  +  Sin{ß-y)  +  SiniY-,x)\, 

Cot20SfOB=^^^[24CosuCotßCosy~Cosltt--ß)~Coi{ß-y)-Cot{y—a)], 

^nfiK-nH      Sin{„-ß)^Sin{ß-y)  +  Sin{y-«-\ 

igiuav         ii  Cosa  Cosß  Coty  —  Cos(o-ß)  —  Cosiß-y)  —  Cos{y -a)' 
Wien,  22.  Juli  1878.  B.  Kantor. 


n.   üeber  eine  Anvendong  der  Kngelftinetiontn. 

Die  mit  ^n(a:)  bezeichneten  Kagelfunctionen  erster  Art  ^ben  in 
Verbindung  mit  den  von  Herrn  Heine  eingeführten  Kngelfnnctionen 
nreiter  Art  Qn(v)  ein  Mittel  an  die  Hand,  nm  folgende  ümkehmngsauf- . 
gäbe  zn  ISsen: 

„Gegeben  sei  in  einem  Punkte  der  Yerlängernng  einer  begrenzten 
Geraden  das  Potential  der  auf  der  begrenzten  Geraden  linear  vertheil- 
ten  Masse  als  Element  einer  analytischen  Function,  es  soll  ans  dieser 
gegebenen  Function  die  Haesenvertheilnng  anf  der  Geraden  berechnet 
werden." 


*  Kmmtliche  Funkte  der  Geraden  PF"  haben  die  Eigenschaft,  dass  die 
FnsBpimkte  dar  eu  den  DraiedcHseitan  gehenden  Normalen  mit  dem  AuBganga- 
punkte  in  einer  gleichseitdgeB  Hyperbel  liegen,  welche  doioh  den  Punkt  OS,  jr.  geht 
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Die  LXnge  der  Geiadea  sei  gleich  2;  x  sei  die  EntfemnDg  eine« 
Punktes  der  Geraden  von  der  Mitte  derselben,  y  sei  die  ▼on  der  Hltte 
ans  gerechnete  Entfemnng  des  Punktes ,  in  dem  du  Potential  bekannt 
sein  soll.  »  nimmt  alle  Werthe  von  —1  bis  -\-\  an,  s  ^t^  >!■  '^^  f'^ 
die  lineare  Dichtigkeit  im  Pankte  x,  ipy  daa  Potential  im  gegebenen 
Pankte,  geordnet  nach  fallenden  Potenzen  von  y,  so  ist  fx  m  bestim- 
meo  ans  der  Oleicbnng 

wo  die  Coeffideoten  c,,  c,,  Cj,  ...  gegeben  sind. 
Hit  Hilfe  der  Heine'schen  Reihe 

snd  der  bekannten  Relationen 

tmn  =0  iHr  m>n, 


ß 


J'm{')P,{'*)dX  = 


"  =  1 


findet  man,  wenn  man  1)  mit  /'■(x)  dx  mnltiplicirt  nnd  von  —1  bis  +1 
integiirt,  das  Nenmann'scbe  Integral 


welches  für  alle  reellen  y  ^  1  sicher  gilt. 

Hnitipliciren  wir  2)  mit  einer  reellen  Gonstanten  b,  und  sunmiren 
tiber  alle  ganzen  Zahlen  n  von  0  bis  oo,  so  erhalten  wir  die  Gleicbaog 


Wenn  die   Coefficienten  b»  so  gegeben  sind,   dass  man  links  die 
SnmmatioD  nod  Integration  vertanscfaen  kann,  so  giebt  die  Gleichung 


die  LGsung  nnserer  Aufgabe.     Man  verwandle  v{y)^  — +-j+-| +•■• 

in  eine  nach  Kngelfnnctionen  zweiter  Art  fortschreitende  Reibe  ^,  6  ^«(y), 
indem  man  nach  Herrn  Beine  setzt 
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1.3.5...(2n+l) 


1.2...«         V     2.2n-l   ""' 
''  ,   «■«-l.«-2.«-3  _      \ 

''"2.4.2n-1.2n-3  '^"-*      ■■/' 

die  Reihe  ^,  ^  fr,  f ,  (x)  c  /(a)    giebt  dann  die  lineare  Dichtigkeit  der 

Huse  im  Paukte  x  an. 

Die  Giltigbeit  der  LSsnng  ist  an  die  Bedingung  geknttpft,  dasB 

+  1  +1 

•^    l  bnPn(x)dx^l   ^ 

^t/  y-x  J^  y-x 

ist.  Diese  Gleichung  ist  richtig,  wenn  ^,  6n  f«(<c)  tn  gleichem  Grade 
eonvargirt.  Sind  die  6.  berechnet,  so  ist^  also  die  Convei^nz  der  Bühe 
_^,  b^P^{ic)  za  nntetgnchen, 

.=0 

Unbedingt  gilt  unsere   LBsnag,   wenn   die  Reihe  ^^  b„   nnbedingt 

convergent  ist;  da  die  /"«(a:)  sJlmmtlicb  nicht  grSBser  als  ]  sind,  so  con- 

vergirt  f{x)  dann  sicher  in  gleichem  Grade. 

Fttr  wirkliche  Berechnung  ist  es  oft  Tortbeilhaft,  den  Ansdrack  für 

&■  in  3)  etwas  vmznfonnen.     Ist  (n)i  der  Binomialcoef^ient 

H.«-l...n-t  +  l 

1.2. ..l 
so  ut  

».  =  ?^^(«)i  (2~-21).(-l)'.».-.., 

wo  die  Snmmation  abbricht  bei  *  =  «-  oder  — =— ,  je  nachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist.  Hieraas  folgt  leicht,  dass  6.  gleich  dem  Coefficientea 
von    j^ . ,    in   folgender,   nach  fallenden  Potenzen  von  2   entwickelten 

Fonction  ist: 

211  +  1."!/',  ■  I\"    d"(»t  +  {-ir+'yH»)) 
^    ^'  ■     2»+'     V     j?)  ■  d«- 

Es  BÜ  z.  B.  gegeben 

da  y(»)  +  v(— *)  =  0  "t.  80  i»*  *i  =  *s  ■■■  ==^i<+i  .-■  =0.  ^o  ist  glüch 
dem  Coefficienten  von  —  in  _^ 

'  r:-,:,dl..v  Google 
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4(""'C4i)-'°»(:-^))=%(:-±l),  .1.«  h-2. 

Ffir  gerade  n>0  ist  b„  gleich  dem  Coefßcienten  von     ^-„jri  in 

.„^-...,/.     .v-"°'(^)    ..^..„,f('^^)"-('-7)') 
2.+  I     V      i»/  d«"         ""       2-        \  r,  /■ 

Da  hierin  die  Potenz    ^^.^  nicht  Torkommt,  eo  i«t  6«=0,  «>0.    f{x) 
ist  sIbo  : 


2 
An  die  BeUtioQ 


yv.(.,.»..»*,„-.,..=p.w-i^+i^-..., 

die  leicht  dareh  wiederholte  DjffereDtiation  der  Gleichung  2)  zu  erveisen 
für  y>2,  nnd  der  sich  noch  viele  andere  an  die  Seite  stellen  lusen, 
kann  man  ähnliche  Betrachtungen  kottpfen. 

Eisenach,  Dr.  Nibuöllbk, 


IIL   Di«  Wellenfläobe  einei  nidht  homogenen  isotropoa  IßttaU, 
Die  Fortpflanznugsgeschwindigkeit    c  einer  "Welle  sei  bedingt  durch 


Constante.  Aendert  sich  die  physikalische  Beschaffenheit  {D  und  E)  des 
Mittels  stetig  von  Punkt  zu  Punkt,  so  ist  auch  der  Werth  von  c  stetig 
veränderlich.     Eine  eindeutige  Function 

1)  c=nx,y,z) 

gebe  fUr  jeden  Punkt  eines  nicht  homogenen  Mittels  den  Werth  der 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  von  diesem  Punkte  ausgehenden 
Elementarw eilen  auszubreiten  beginnen.  Eine  Function  F(x,  t/,  i,  ()  ^  0 
stelle  fUr  jede  Epoche  i  die  Fläche  einer  Welle  dar.  Während  der  sehr 
kleinen  Zeit  dl  bilden  sich  um  jeden  Punkt  der  Fläche  P  kugelfSrmige 
Elementarwellen  vom  Halbmesser  cäl,  welche  die  Fläche  F(x,  y,  z,  (-|- dt) 
umhltllen.  Fällt  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Fläche  F(t)  ein  Loth 
anf  die  Fläche  F{t  +  dl),  so  hat  dasselbe  die  Länge 

'  'V(a-D"+©'+G-:)'     • 

Somit  ist  die  Fuacdon  F  an  die  Bedingung  gebunden,  dass-  i 
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/(K)'+G-:y+(ic)' 


==nx,!,,t). 


Ist  far  irgend  eine  Zeit  t^  äin  Wellenfläche  F=F^  gegeben  und  die 
Seite  der  FUche  F^  beetimmt,  nacb  velcber  hin  die  Welle  fortschreitet, 
Bo  ist  aach  die  FlKche  F{Iq  +  dt)  nnd  somit  allgemein  F(t)  f&r  alle  fol- 
genden Zeiten  bestimmt. 

Den  beiden  Seiten  derFlSche  F(,  entsprechend,  giebt  es  xwei  Fnnc- 
tionen  F,  velohe  der  Gleichung  2)  and  der  Bedingung  F{l^)  =  F^  ge- 
nflgen.  Ist  aber  die  FUche  Fg  ein  Punkt,  so  kann  den  beiden  Beding- 
ungen nur  durch  eine  einsige  Function  F  gentigt  werden.  Zugleich  ver- 
irandelt  sich  die  Bedingung  F{tf^=^Fg  in  folgende: 
,  Für  K»i((=0)  ist 

*'         F{x,if,z,t)^{x-^„Y+iy-if^)'  +  {z-Zay~c^'fl  =  Q. 
Di«  WellenflSche  nJlhert  sich  mit  abnehmendem  I  einer  EugelflKcbe  um 
den  Punkt  a^g,  y^,  z^  und  nüt  dem  Radius  Cf,t. 

Der  einfachste  Fall  eines  nicht  homogenen  Mittels  ist  definirt  durch 
die  Gleichnng 

4)  n«,y,  •)  =  ».  +  /''. 

Die  Constante  c^  ist  der  Werth  der  Well engesch windigkeit  c  in  den  Punk- 
te 
ten  .T=30,   die  Constante  1'=-7-    i^t  das  Gefall  von  c  in  der  Kcbtung 

der  ^-Aze. 

Ist  der  Coordinatennrspning  zugleich  WellenuTspntng,  so  ist 


-.]' 


5)  '-  *-5?;('''+'^''-2)    +i''+='-rf-,(«"-<-'')'=o, 


denn   diese  Function  genflgt  den  in  Gleichnng  2)  und  3)  gesteltteD  Be- 
dingungen. 

In  der  Programmabhandinng  des  Stuttgarter  Realgymnasiums  fSr 
Herbst  1878  hat  der  Verfasser, 'der  Gleichung  5)  entsprechend,  in  ele- 
mentai^eometrischer  Untersuchung  nachgewiesen ,  dass  die  Wellenflfiche 
des  durch  Gleichung  4)  charakterisirten  Mittels  eine  KngelflSche  mit  der 
Axe  der  X  entlang  fortschreitendem  Mittelpunkte  ist.  Einige  der  dort 
wmter  abgeleiteten  Folgerungen  mCgen  hier  ohne  Beweis  ihre  Steile  finden. 

1.  Aach  im  nicht  homogenen  Mittel  steht  der  Strahl  senkrecht  zur 
Wellenstim, 

2.  Alle  mSglicben  Strahlen  innerhalb  des  Mittels  mit  constantem 
GefXll  Ton  c  sind  vorgestellt  durch  den  Complex  der  Halbkreise,  deren 
Ebenen  der  Axe  des  stArksten  GefWIs  parallel  und  deren  Durchmesser 
in  der  Ebene  c  =  0  liegen. 


Kleinere  Mitth^longen. 


3.  Zwischen  je  zwei  Punkten  diese«  Uittels  giebt  es  einen  and  nnr 
einen  Strahl. 

4.  Das  Sinnsgesets  fUr  die  Befraction  ist  nicht  ansreichend,  nm  die 
Cnnre  dnes  Strahls  in  einem  gegebenen  Mittel  festzustellen. 

5.  Das  Gesets  der  BefraAiou  innerhalb  eines  stetig  verKnderlichen 

Uittels  ist  9  =  — : —  ;  hierbei  ist  f  der  Krflmmnngsradins  eines  Strahle 

in  einem  gegebenen  Punkte,   y  ist  der  Afaximalwerth ,  welchen  das  Ver- 

hSltnisB  — ,  das  GefXll  von  c  in  einer  dnrch  den  Punkt  gehenden  Bicb- 

tnng  s ,  in  diesem  Punkte  besitzt,  und  ip  der  Winkel  des  Strahls  mit  der 
Bichtang  des  Maxima)gef%lles. 

6.  Im  Allgemeinen  gieht  es  in  einem  nicht  homogenen  Mittel  mehrere 
Strahlen   swiscfaen    zwei   Paukten,    z.  B.   in  dem   durch   die  Gleichnng 


gehenden  Strahlen  ein  Parabelb tisch el,  welches  von  einem  ümdrebungspara- 
boloid  begrenzt  wird,  dessen  Brennpunkt  der  strahlende  Punkt  ist.  Nach 
jedem  Punkte  innerhalb  der  Botati onsfl Sehe  §^ebt  es  zwei  Strahlen. 

7.   Innerhalb  eines  Mittels,  für  welches  c  und  —  sich  nicht  unstetig 

Sndem,  kann  eine  Reflexion  nnr  im  Strahl-  selbst  erfolgen;  in  jeder  an- 
dern Bichtang  ist  sie  undenkbar. 

Stattgart.  Dr.  A.  Schmidt, 


IT.   Bemerkiuig  n  der  Abhandlni^f:  „Ueber  ein  speoiellea 

Hyperboloid  n.  ■.  w."* 

In*  der  genannten  Abhandlang  habe  ich  gezdgt,  dasa  die  Gesammt- 

heit  aller  Geradenpsare  g,  welche  za  einem  bestimmten  Hyperboloid  der 

betrachteten  Art  gehSren ,  eine  Begelfläche  achter  Ordnung  bildet.     Sind 

Jx  +  lt=0,     !ff=ßr,     z  =  yr 
die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden  dieser  FUche,  so  besteht  nSro- 
lieh  zwischen  j3,  )>,  il  die  Relation** 

((^«_.»)*^y«+  (1-  t«i»)(I-  VA»)  =0. 

Es  hat  sich  nun  ergeben,  daes  diese  Gleichung  rednctibel  ist;  sie  tlUet 
sich  nSmlich  zerlegen  in  die  beiden  Gleichungen 

l-i«i«=(l-.*)|3»,     l-^il»  =  (l-t*)y» 
oder  auch  in 

•  Dieses  Jonmal  Bd.  XXIII,  8.  !69. 

••  a.a.O.  8.878.  Dig.LizedbyGoOglc 


Kleinere  Hittheilangen. 


Bo  dftss  die  identiecben  Belationen 

f,»  { 1-  .*!«-  (1-  »*)y*l  =  »»  { 1  -  t,«i»  -  (1-  ,,*)jj«), 

befiteben.  Die  BegelflSche  acbten  Gndes,  Rg,  aertSlIt  rIso  in  ewei  Regel- 
sehftaren  vom  Tiert6n  Grade.  Jede  derselben  hat  zwei  Doppelgeraden, 
nümlieh  y^O,  z^O  und  x  =  0,  1  =  0;  anaserdeni  haben  beide  Flächen 
ancb  noch  die  vier  Geraden  miteinander  gemein,  welche  in  der  angeFühr- 
ten  Abhandlnng  als  Doppelerzengende  der  Flüche  R^  betrachtet  wnrden. 
Ferner  ist  dann  fitr  die  eine  FUche 

,i=Üi)    ,.=^(ül    ,.=VM 

nnd  ßlr  die  andere 

,j_aM    «.=a>l    ^=i!M 

Die  fibrigen  Resnitate  bleiben  im  Wesentlichen  nnverändert. 

Berlin.  Dr.  Abtsdr  Scbobnfliks. 


V.   üebex  ein  Haximnmproblein. 

Die  ZD  lösende  Aufgabe  ist  die  folgende:  Eine  gegebene  Zahl  a 
ao  in  Sammanden  zn  zerlegen,  dass  ihr  Product  sn  einem 
Haximnm  wird. 

Heissen  die  gosachten  Snmmanden 

X^,  Xg,    Xf,    ...  Xn, 

9»  =  o:,+a:,  + (c, +  ...+«,  — o  =  0 
snd  die  Ftuction 

f=x^x^Xg...a;„ 

zn  einem  Uaximnm  zn  machen. 

Setzen  wir  TorUnfig  n  als  gegeben  Torans,  so  genügen  die  x  den 
folgenden  Gleichnngen: 

dx^' ZXy       dX^' dx^        "'        dX^' dXa 

oder  ^      ^^      ^^ 

d.h.  ''      ^'      ■■■      "•■' 

Alle  Tbeile  ron  a  mfissen  demnach  einander  gleich  sein.  Nennen 
wir  einen  derselben  x,  so  ist  ihre  Anzahl   —  nnd  es  wird  einfacher 

welche  Fnnction  für  ,  '^' 


Kleinere  Hittheilttngen. 

^  =  a:'.^,(l-/(a:))  =  Od( 

ED  einem  Uazimam  wird.     Von  den  Factoren  dea  letaten  Avsdrnckea 
'  kann  «ber  für  endliche  X  nnr  der  letzte  verschwinden,  folglich  ist 
x  =  e. 
Jeder  Smumasd    mnss   gleich  e  sein,    das  Haximnm  hat 
den  Werth 


Ersichtlich  IKsst  nur  eine  Zahl  der  Reibe 
e,  2e,  3e,  ... 
eine  ganzsahlige  Anzahl  von  Sommanden  zn. 

Far  a  =  e    folgt   noch:    Wie   man   anch    die  Zahl   e  in  Theil« 
zerlegen  mag,  stete  wird  ihr  Prodnct  kleiner  als  e  selbst  sein. 

Planen  i.  V.,  den  21.  Oct.  1878.  Dr.  Carl  Rodbhbbro. 


VL  Ein  Beiapi«!  «nw  -naendUoh  oft  niutetigen  Fnnetioa 

bat  Diricblet  gegeben,  indem  «r  dne  Function  von  et  dadurch  be- 
stimmte, ds.ss  er  sie  zwischen  0  nnd  1  für  rationale  X  gleich  Nnll, 
ftlr  irrationale  gleich  Eins  setzte.  Darin  bilden  die  Sprünge  eine 
abzXbIbare  anendliche  Mann  ich  faltigkeit.  Sollen  die  Sprttnge  au 
Stellen  statthaben,  deren  Oesammtheit  eine  nicht  abzählbare  an- 
endliche  Mannich  faltigkeit  bilden,  so' kann  man  nach  Herrn  G.  Gan- 
tor die  Funkte  der  Strecke  von  0  bis  1  auf  die  Pnnkte  der  FUche 
eines  Quadrates,  dessen  Swten  Eins  sind,  eindeutig  beziehen.  Theilt 
man  das  Quadrat  durch  eine  Linie  in  zwei  Theile  A  und  B,  so  kann 
man  in  den  Punkten  der  Strecke,  welche  Punkten  in  A  entsprechen, 
einer  Function  von  x  den  Werth  Null ,  in  den  übrigen  den  Werth  Eint 
in.  Damit  ist  die  geforderte  Function  gebildet. 
Freibnrg  i.  B.  J.  Thomab. 
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üeber  daa  Biemaim'Bohe  Krtümmmgunau  höherer 
Hannigfaltigkeiten. 

Von 

Prof.  Dr.  Beez 


Di*  Form  F  ist  eine  Covariante  der  Fona  Zaadptdpt;  ihr«  Coeffleientwi 
Tsnoliwiiideii  nioht  nnabhäagig  von  einander. 

Es  soll  nnn  nachgewieBen  werden,  dUB  die  quadrilioears  Form  F 
eine  Covariante  der  quadratischen  Fonn  £att  äp^äpt  ist,  d.  h.  dasB  sie 
daielt  dieselbe  Snbetitntion  Pt=fi[9it9iy  ■■■?■)  von  n  neuen  Variabelen  q, 
dnreb  welcbe  Zatkdptdpi,  in  die  quadratische  Form  Zbt„äqtäq^  trans- 
fonnirt  vird,  in  dne  qnadriHneare  Form  G  übergeht,  deren  CoeMcientea 
ans  den  OrOsaen  bi„  ebenso  gebildet  sind,  wie  die  Coefficienten  der 
Pona  F  ans  den  OrÖBsen  an.     Dies»  entsprechende  Form  sei 


+  z!Sr 


>  dqiiq^tqtf^lo. 


geaetit  ist.  Znnichst  ist  klar,  dass,  wenn  eine  Form  A{x')  durch  Eis- 
fBlirang  neuer  Variabelen  y  in  die  Form  B{y)  Übergeht,  die  identische 
Olüehnng  stattfinden  mnsa 

A{x)-B{y)^(i. 
Deahalb  muag  auch 


dbvGoogIc 
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2)  i\j(x)~Biv)\=iji[x)-aB{t/)=(i 

eine  identisctie  Gleichasg  sein,  d.  h.  dnrch  dieselbe  Snbstitnüon,  dureh 
velche  A{x)  in  B{i/)  tibergeht,  wird  auch  SJ{x)  in  SB{j/)  tntisforniirt. 
Wenn  man  also  identiscb  hat 

^£andptdpt  =  ^£bimäqidqm, 
so  fol^  anch  die  identische  Gldcbnng 

3)  i  dXo,*  dpi  dpt  —  ii£b,„  dg,  dj. . 
Nun  ist 

^ 8 Satk dpi dpk  =  ^X-^dpidpk  Äj>,  +  Sa,t dp, 9 dpt 


das  aveite  Glied  anf  der  rechten  Seite  liest  sich  schreiben 

£d(a,kdp,)8p,-=i£-~dp,dptipr+\£-^dp,dptipr+Sa,t^ipk- 
öpk  dpi 

Daher  wird 

I  üf  I 

4)  \S£ati,dp,dpt  =  d£a,^dp,Spk-  Siy    dpidpt*jV — 2a,r^PtiPr- 

Ebenso  erhSlt  man 

5)  ^8ZbtMäq,d<j^=d£b,^dqtteim—£\  ^\dqt^9m*qt—  ^ht^qii^t' 

Die  rechten  Seiten  von  4)  und  5)  sind  vegen  3)  identisch  gleich,  also 
ist  dies  anch  der  Fall  mit  den  beiden  Seiten  der  Gleichnng 

d(£a,käpiipi—£b,^dq,8qj)==i:ip,)^£y^  [  dj>,dp4  +  X«,r  d»p,  J 

-  S8qt^^'^\^dq,dq^-\-  £h,t^q,\. 

Da  anf  der  linken  Seite  ein  TolIstSndiges  Differential,  anf  der  rechten 
aber  ein  Ansdmck  steht,  der  von  den  villkflrlichen  Variationen  Sqt  ab- 
hKngig  bt,  so  mass  jede  Seite  der  Gleichung  ftlr  sich  identisch  ver- 
schwinden.     Uan  hat  also  die  ebenfalls  identischen  Gleichnngea 

6)  ZiHkäp,8pk=i^£b,„dqiiq„* 

nnd 


*  S.  R-Lipachitc,  nnteranchongan  in  Beb;eff  der  ganien  homogenen  Func- 
tionen Tonn  Differentialen,  Borohardt's  Jonmal  Bd.  70,  S.  T6flg,  ünaeie  Qleicb- 
ongen  6)  nnd  T)  entsprechen  den  dortigen  Qleichongen  6}  nii.d  T)  oder  10}.  Wie 
schon  in  der  Amnerknng  6.  8  erv4hnt  wurde,  kSnnte  man  die  Oleiobnng 

£ai^  dpi  3pt=  £bim  dqi  9qm 
ans  der  Qleicliang 

£aitdp,  dpt  =  Xb,mdi[,dq^    .       ,,  i.CoOqIc 
dadorch  ableiten,  das«  man  statt  d  das  Symbol  d+i  einfllhrte. 


Vm  Fnf.  Dr.  Bans. 


7)  SApr\£\^\dp,dpt  +  £a,rd»p,\^£Sgt\s\t\dgidg„+Sbud'g,\, 

d.  lt.:  Dareb  dieselbe  SobBtitntiou,  durch  welche  JSaikdptdpi, 
in  Sbi^dgtdq^  trsneformirt  viid,  geben  anob  die  ans  der 
ersten  Form  abgeleiteten  Aasdrflcke 

ZandpiSpk  nnd  £dpr{-^   ^\dptdp^  + Zaird'pii 

in  die  ans  der  zweiten  Form  aaf  dieselbe  Weise  sich  er- 
gebenden Anadrticke 

^Ifimdqitqm  nnd  Zd^r)-^    H  (^91  ('?■■  + £&a  tJ*?!  J 

aber.  Unterwirft  man  6)  einer  Variation  dt,  so  ergiebt  sich  die  iden> 
tisebfl  Oleicbnng 

d'ZoitdpiSptestf  Ebi^Jgiäq^, 

nnd  da  man  die  Variation saeichea  Tertanacben  kann,  so  leuchtet  die 
Biebtigkeit  der  folgenden  identischen  Qleichangea  von  selbst  ein: 

„.  SEati^piipi  ^  iZottiptifpi  —  ttZattSpii'pi 

'  =  i(Zbi„  iqtiq„  —  iSbi„  igtiqm—^Sbi^  iqifgm 

nnd  ebenso 

.  e^Sqii  dpi  ipk  —  ^£aikdpi  i'pk  —  dEoik  <Pi  f^Pt 

'  =  a'iAi,  dgi  iq^  —  (TJEtj»  dji  fj«  —  dSbt„  ifqtJStq^ , 

folglich  geht  anch  der  Ausdruck 

~\\iii2ait,dpiipk—diSaik^piSpi,-'SctZ<ni,ffptdpk+diSanSpi!fpi,\ 
in 

a= 

-^\8it£b,,dq,dtq„  —  dlt£b,^dfqitg»—iit£b,^fgidg^  +  d^i:b,^SqiS'qm\ 
eber.  Die  weitere  Ei^twickelung  von  G  fährt  auf  eine  Qleicbnng,  welche 
der  Oleicbang  U,  9)  entapncbt,  nSmtich  auf 


G  =  £]^['"\--^V'"\\dq,<fg„6g,i:qn  +  £\'"\dd-g,6q,atg^ 


dqil 

'     — i    "  d?i<Irf'y„*'},  +  i    "*  d9id'j«4d'?«— .S r     rf'y.dftrfä'j« 

+  £bm,.  dttq„  iSq^  —  £6„  ifCq„  dfq^. 

Wenn  nun  die  zweiten  Variationen  der  OrSssen  ^  in  ^  so  bestimmt  wor- 
den sind,  dass  für  irgend  drei  Variationen 

S£aii6'p{S"pt  =  0, 
■o  ist  auch  das  AgneRat  i 

t£andpiipk—  d £aii,d pii'pi  —  tt Eaikdpti'pk  »0,  o 


üeber  du  Blenunn'sche  KrfimniangfltnftM  ( 


nnd  vennSge  9]  Bieht  die««  Bedingung  die  entsprechende  Bedingung  für 
die  zweiten  Variationen  der  Orfisaen  q  Id  G  nach  sich,  nSmlich 

=~i[zbi,dctq,^q,-\-zV^\dq,^q^i'q^\  =  (i. 
ffienoB  geht  aber  das  Sjetem  von  Gleichungen  hervor: 

11)  iiSl-dAl+Ä-Prl  *'?"''*"  =  *'' 

welches  den  Gleicbnogen  II,  11)  entspricht.  Bestimmt  man  hierans  die 
zweiten  Variationen  difqt  nnd  in  ähnlicher  Weise  aacb  Slfq^,  S<fqm, 
dSq,,  so  kommt  Air  G  der  Ausdmck  in  III,  1)  nnd  wir  erhalten  somit 
den  Sats: 

Dnrch  dieselben  Snbatitntionen,  durch  welche  die  qua- 
dratische Form  ZojidjDjdjijt  in  die  quadratische  Form  £6/_tffjd;a, 
transformirt  wird,  geht  anch  die  qaadrilineare  Form 


.  .  |ift|     d.\ks\ 

-*-^'"^'(i'^ii*vhi',!ir/i)i''''"^-p*^'''''''' 

in  die  qaadrilinnsr«  Form 

j8_|(«.| 8_|».«| 

15.1  l»«.l  'I      «f.  I   '  I 

fiber.     Die  qnadrilineare  Form  P  ist  also  eine  CoTariante  der  quadra- 
tischen Form  Sandptdp],. 

Wenn  sSmmtliche  CoelBcienteu  bin  constant  sind ,  so  TerschwindeD 
alle  OoefScienten  der  Farm  G,  folglich  mns«  auch  der  Ausdruck  F  ver- 
schwinden,  was  bei  der  UnabhXngigkeit  der  Variabelen  dpi,  ipi,  ipr, 
dpi  nur  möglich  ist,  wenn  alle  Coefficienten 

^P.\r\      ZpA  rW        a    ||  ^  1 1  V  I      |  ,i  |  U  |(  * 
welche   wir    in    einer    früheren   Abhandlung    (itkr)   geschrieben    haben, 
identisch  Nnll  werden.     Unter  dieser  Voraussetzung  lassen  sich  die  Co- 
efficienten    (tiArr)   in   einer  symbolischen  Form    darstellen,    aus   welcher 
ihre  Eigenschaften   leicht   erkannt  werden.     Wegen   der  Gleichungen  I, 

nnd 

'»Prdp, 

lässt  sich  (iskr)  auch  in  folgender  Form  als  Unterschied  zweier  Deter- 
minanten sehreiben: 


Von  Prof.  Dr.  Bnmu. 


dpläpl 

■IPrlp. 

a«(t, 

Ix, 

Sp,dp. 

■äp,' 

d'x, 

ix, 

i,,>P. 

■«/■.■ 

»X, 

Zx, 

aprdp. 

•dp.' 

^xt 

d'x. 

dptdpr 

aptip. 

H-x, 

ix. 

eptdp. 

8p,' 

e-x, 

dx. 

dptdp. 

äft' 

8'»l 

hxi 

*5Ti^-5?. 


^xi    dx, 

äpiSpr'dp,' 


'*dpidpr'dp. 


'  ^PiSp.'^Pn 

welche  sich  vod  den  in  einer  frflheren*  Abhandlung  «afgeatellten  Deter- 
minanten noT  daderch  nnteraclieideD ,  dass  hier  der  Index  /  die  Zahlen- 
reihe 1,  2,  ...  n,  dort  aber  die  Beihe  0,  1,  ...  n  in  dnrchlanfeu  hat. 
Jede  der  beiden  Determinanten  Ittsst  sich  nun  in  ein  Prodnot  zweier 
sjuboliBcher  Ansdräcke  zerlegen,  nämlich  die  erste  in  das  Prndact 


Spidpi' 


dp,' 


dPi0pk' 


dpidpt 

dp, 
2», 


"•'  3p«'        '"       9Pn 

die  zweite  in  das  Prodact 


e-x, 

iPrip. 

8p,8p,' 

8'«. 
8f,8p. 

dx, 

dp,- 

8p,' 

Dx. 
■■■     8p, 

dp,' 

ix, 
8P.' 

dx. 
■■     dp. 

dp.- 


dp.' 


dp,  dp. 

dp,  dp 

dx. 

dx. 

dp,' 

»P, 

dx. 

dx. 

dp,' 

dp. 

dx, 

dx. 

dp.' 

dp. 

)pkdp,'  dpidp, 

ix,  dx, 

dp,'  dp,' 

dx,    .  dx, 

dp,'  dp,' 


dp.' 


dx, 
dp.'' 


dx. 
W, 

1^    l    I 


•  &  dieM  ZeiUohrift  Bd.  XZ,  9.  «30. 
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'  Die  vier  so  erbaltenen  symbolischen  Factoren  Bollen  der  Reibe  nach  mit 
^ii<  ^ro  ^ir,  Dk,  beaeicbnet  werden.  Sie  sind  keine  DeterminanteD, 
3&  die  Zahl  der  Horizontalreibea  n  + 1 ,  die  der  Vertioalreihen  n  betilgt; 
doch  kann  man  die  Prodacte  Dtk  O^,,  Dir  ßf  gana  aar  dieselbe  Weise 
bilden,  als  ob  die  ßTÖssen  D  wirkliche  Determinanten  nSren.  Daa  Pro- 
dnet  zweier  solcher  symbolischen  Aasdrflcke  ist  duin  aber  identisch  Null, 
daber  ist 

Hiersns  ergiebt  sich  für  den  Fall  des  Verschwindens  der  quadrilioearen 
Form  F  die  symbolische  Darstellnng  der  Coefficienten  {itkr),  nämlich 

13)  (t-.ir)  =  i  (DtiDr.  -  Bi.Dt.). 

Mit  Hilfe  dieser  Zerlegung  ISest  sich  leicht  beveisen,  dass  die  Cd- 
efficienten  (iikr)  nicht  unabhängig  von  einander  verschwin- 
den, gleichgiltig,  ob  die  Form  San  dpiäpk  anf  die  Form  £äjf^, 
/  =  1,  2,  ...(n  +  1)  «urUckfUbrbar  ist  oder  nicht  Bs  mOgen  s.  B. 
fttr  n  =  3  die  Coefficienten  (1212),  (1213),  (1 3 1  3)  Identisch  verschwin- 
den. In  diesem  Falle  müssen  sie  sich  symbolisch  dnrtth  folgende  Qleich- 
nngen  darstellen  lassen: 

(1213)=.-i-{i),,i)„-i)«2'„)  =  0. 
(1313)  =  i(P„i>M-i)»„)      =0, 

worin  jedes  der  sechs  Glieder  /»u-^»'  ■'*ii-^«'  ^i\^n<  '**in  ■'^uAsi  ^la 
fttr  sich  identisch  verschwinden  nnd  in  ein  Prodnct  aweier  symbolischer 
Factoren  in  der  angegebenen  Weise  sich  eerlegen  lassen  mnss.  Aber 
anch  sämmtliche  Übrigen  Prodnote,  die  aus  ewei  dieser  symbolischen  Fac- 
toren ausser  den  obigen  noch  gebildet  werden  können,  mttssen  identisch 
Nnll  werden,  folglich  ergeben  sieh  auch  die  identischen  Gleicbangem 

Entwickelt  man  aber  ans  diesen  symbolischen  Ausdrücken  rUckwIrts  die 
noch  fehlenden  Coefficienten  {iskr),  so  erhSlt  man 

i(C„J)„-2i„i).)-(2323), 
l(0„i>„-J)„J)„)  =  (1323), 
i(fl„C„-fl„Zl„)-(2123), 
(2323),  (1323),  (S123) 


folglich  sind  aach 


™.db,GoogIc 
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identisch  Null.*  Aas  der  symbolisch«ii  D&rfitellnn^  der  Coefficienten 
{i*kr)  in  13)  ergeben  sich  aun  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  Be- 
liehangeB : 

(itkr)  =  -  {likr)  =  -  {i$rk)  =  (»tVA), 

d.  h.:  Der  Coeffieient  {iikr)  nimmt  den  entgegengesetseten 
Weitb  «n,  wenn  man  entweder  ■  mitJoderftmitrvertanscbt, 
geht  &Uer  in  seinen  ursprOnglichen  Werth  Über,  wenn  man 
gleichaeilig  i  mit  «  nnd  i  mit  r  verwechselt.     Wenn  daher 

(itkr)  dpiipi  8pr  ^p, 

ein  bestimmtes  Glied  von  F  ist,  ao  enthSlt  F  aacb  nooli  die  drei  anderen 
Glieder 
{tikr)dp,ipkip,lfpi,  {itrk)dpi<tpr8pki^p,,  {rirlc)dp,fprtpti^pt, 

deren  Ceefficienten  sich  dnrch  den  CoefGüenten  {itkr)  ausdrücken  lassen. 
Sie  kSnnen  nSmlieh  ancb  geschrieben  werden 

—  (itkr)  dp,  (tpk  ip,  fpi, 

—  {itkr)  dpid'pript  Kp,, 
+  {itkr)  dp,  <p,  ip),  d>,, 

fblglieh  geben  dies«  vier  Glieder  Eosanunen 

{itk  r)  {dpi  i^p,  —  dp,  l^pi)  {<fpt  Spr  -  ip,  ipk). 
Daher  ist  «nch 

F  =  £{it  k  r)  {dp,  gp,  -  dpi  fpi)  (rf>i  ipr  -  <f p,  ipil> 

irelche  mit  der  Biemann'schen  Gleichnng  II)  bis  anf  den  Factor  —^ 
flbereinBtimmt. 


*  In  Uebereinstünmong  mit  diesem  Besaitet  steht  die  Schloubemerkung 
Biemann'a  Ges.  W.  B.  38S,  Z.  S  r.  o.:  „Obtervandum  tarnen  est,  temas  (sc  com- 
düionti)  tantum  tue  a  »e  indepenäenttt."  Hit  dem  von  mir  gegebenen  Beweis 
dDrfie  ein  Bedenken  lich  erledigen,  welches  Herr  B.  Lipachitz  in  seinem  „Beitrag 
rar  Theorie  der  Krflnuunng**,  Borchardt'B  Journal  Bd.  St,  S.  S40,  und  iwar  in 
dem  ent«n  Theile  der  Anmerkong,  gegen  mich  erhoben  hat.  —  Ein  iweitei  Ein- 
warf des  Harm  B.  Lipschitz  gegen  eine  meinerseits  vom  metaceometrischen 
Standpnnkte  aus  aafgestellta  Behaoptang  ist  bereits  in  meiner  letzten  Abhandlung, 
diese  Zeitschrift  XXI,  6.  STSflgg. ,  eingehend  besprochen  and  in  seiner  fimdamen- 
talen  Bedeutung  für  die  Theorie  der  höheren  RÄome  gebtlhrend  gewürdigt  wor- 
den. Deshalb  halte  ich  es  anch  nicht  fOr  geboten,  anf  das  absprechende  ürtheil 
des  Herrn  Biill  in  Hfinchen,  s.  Fortschritte  d.Msth.  Bd.  7,  B.  B06flg,  oBiier  ein- 
sagehen,  snmal  Herr  Brill  die  Arbeit,  fiber  die  er  referirt,  nor  gans  fltlchtig 
gelesen  hat.  Jedenfalli  ist  es  aber  nicht  ganz  correct,  wennEen  Brill,  nachdem 
ihm  die  Fortaetsmig  meiner  Abhandinng  bekannt  geworden,  sieh  der  Verpflichtung 
entaieht,  sein  voreiliges  Urtheil  ta  rectäEmien.    B.  Fortschritte  Bd.  8,  8.  478. 
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B«sieh«ig  der  Porm  F  mm  OaaH'tohen  Krfimmmignnau.    Uiuitftg^ 
Uchkeit,  du  letitere  auf  gawimdene  Flftohen  aamdelmeiL 

Geben   wir   endlich  zu  der  Formel  III)  ttber,  welche  Biemann  kIb 
die  y«nll gemein eranf;    des    GKnas'schen  Krfimmangsmusea   bezeichnet, 
so  wtltde  dieselbe  in  aoBerer  Beeeichanngsveise  lauten: 
E  {ijs  k  r)  (dpi  Kp,  —  dp,  ä'p,)  {ifjn  Spr — d^Pt  ipt) 

Sofk  dpi  <tpt .  Sot,  ipr  Sp,  —  £atr  dpi  ip, .  Satt  ^Pt  op,' 
Der  Nenner  ist  ehenfalls  eine  quadTilineaieCoTSriante  von  Soik^Pi^Ph 
und  IXsBt  eich  anch  anf  die  Form  bringen 

■£("(»  "r.  —  «1.  «"tr)  {dpi  fp,  —  dp,  ^Pi)  {({pt  Spr  —  ^Pr^Pk)- 
Ftlr  n  =  2  wird  der  Quotient  1)  frei  von  den  Differentialen  and  redncirt 
sich  anf 

H212)    l(J_\n\_j_m\\    i   ^{\ii\\n\\n\\ 

a  «  Wj|2  I      dpA^V'^  a        a    \\a\\%>\      Uli 


8p,» '    3ft 


3ft 


'W.' 


Betzt  man -hierin  a^^sE,  a,|C=^,E=F,  iij,^fi,  Pi=p,  p^^q,  bo  geht 
2)  über  in  den  Ansdraefc,  den  Ganas  im  XI.  Artikel  der  „PisquäUhnei 
circa  superficies  curvae"  fHr  das  KrUmmnngamaa«  einer  Flüche  im  gewöhn- 
lichen Banme  anfgestellt  hat  and  den  wir  der  Vollstftndigkeit  wegen  hier 
noch  einmal  teprodaciren : 

I  La?  ä»      dpdq^\epj  J 


3) 


3q  Sp        dq  3g        dp  dq        dp 


rix  8C_   ae  dr    (d£\'-\ 

ISp'Sp        Bp'Sq^\dq/  i 


■Ip] 


oogic 
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Nsnnei  das  FlXchenelement  ^  der  Fltehe  darstellt,  während  der  Zahler  8 
das  entsprechende  Element  einer  Kngel  vom  HalbmeaseT  1  repräaentirt, ' 
deren  Badien  .parallel  an  den  Normalen  der  FlXcbe  gesogen  sind  —  oder 
den   reciproken  Werth   des  Frodnctes   der  beiden  Hanptkrttmmnngshalb- 

messer  A,   und  tt^,    also  den  Quotienten  als  KrAmmangsmasH   der 

FUehe  in  dem  betreffenden  Fnnkte  ansehen  —  in  beiden  Fällen  ergiebt 
sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  als  analytischer  Ausdruck  dieses 
ErfimmuDgamaases.  Doch  bat  maa  kein  Recht,  zu  behaupten,  dass  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  3)  Überhaupt  das  KrUmmungsinaBs  einer  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dimensionen  ausdrucke,  deren  Linear- 
element durch  die  Fprm  j/Edp^  +  ZFdpdq  +  Gdg*  gegeben  ist,  solange 
man   nicht    nachweisen   kann,   dasi    der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 


in  der  angegebenen  Weise  correepondirenden  FlKchenelemente  oder  dem 
reciproken  Ptoduct  der  beiden  HanptkrUmmungshalbmesser  -^  ■  _■  der  be- 
trachteten zw^fachen  HannigfaltigkeiL  Bis  jetzt  Jet  diese  Aequivalenz 
nur  anter  der  speciellen  VoraussetEnng  bewiesen,  daae  die  Flüche,  deren 
Krfimmungsmass  durch  die  Gleichung  3)  bestimmt  wird,  durch  eine  Gleich- 
ung f(x,  jr,  t)  =  0  ans  einem  ebenen  Räume  von  drei  Dimensionen  aus- 
geacbieden  oder  die  IJorm  Edp* -^iFäp  dg -\- Gdq'  aas  der  Form  dx* 
+  d]/'  +  dz*  mit  Zuhilfenahme  der  einen  Gleichung  f{x,ff,x)  entstanden  ist. 
Aber  schon  fUr  den  nächst  einfachen  Fall,  dass  die  FlSche,  deren  ErSm- 
mnng  gesucht  wird,  einen  ebenen  Raum  von  rier  Dimensionen  durch- 
zieht oder,  analytisch  aosgedrtlckt,  dase  die  Form  £  dp'  -(•  2Fdp  dg  +  G  dg* 
«ae  der  Form  dx^'  +  dXf*  +  dx^  +  d3^^  mit  Zuhilfenahme  aweier  Gleich- 

°°^*°  /(3^„a^.a:,,Äj=0  und  9>(a:„«„  a^s,  «,)  =  0 

entstanden  ist,  scheint  es  mir  ganz  uamöglicb  —  ohne  irgendwelche 
willkQrliche  Voraussetzung  — ,  das  Krümmungsmass  einer  solchen  gewun- 
denen FlSche  oder  Fläche  doppelter  Krümmung  ttberhsnpt  zu  bestimmen, 
gescbwtige  denn  in  den  Ausdruck  3)  umzasetzen,  d.  h.  durch  die  CoefG- 
denten  E,  F,  G  nebst  ihren  ersten  nnd  zweiten  Differential  Quotienten 
ansBadrfieken.  Offenbar  haben  die  Anhänger  der  Riemsnn'sehen  Krüm- 
mangstheorie,  wenn  sie  behaupten,  dase  der  Ausdruck  3)  schlechtweg 
das  Erfimmungsmass  einer  Fläche  darstelle,  deren  Linearelement  durch 
die  Form  yEdp'-\-2Fdpdq  +  Gdq*  gegeben  sei,  den  Beweis  fttr  diese 
Bebauptong  beiznbringen ,'  da  Biemaan  selbst  es  unterlassen  hat,  dies 
za  thun;   ich  künnte   mich  ako  füglich  des  Gegenbeweises  enUchlagen. 


74  Ueber  du  Rienann'Mbe  Krttmamngsmaw  etc. 

Nan  hab«ii  zwar  di«  bernfeneten  Vertreter  der  Biemann'Bchen  Tkeorie 
bis  jetzt  keineo  Verancb  gemacht,  meinen  Einwand  gegen  dieselbe  zu 
bekKmpfen  und  naeb  dem  Gmndutz:  „qui  tacet,  comenlif  kttnnt«  ieb  «bo 
anaehmen,  dass  sie  eich  von  der  Richtigkeit  deiselbeu  flberaengt  beben. 
Da  es  mir  jedoob  nur  nm  die  Erairasg  der  Wahrheit  vnd  nicht  dainm 
zu  thsn  ist,  ä  iout  pn'x  Recht  za  behalten,  so  stehe  icb  nicht  iHnger  an, 
fUr  den  oben  skizsirten  einfachstea  Fall,  daSB  nSmIicb  die  in  Bede 
stehende  Fliehe  in  einem  ebenen  Raame  von  vier  Dimeneioneo  enthalten 
ist,  die  GrBnde  daranlegen,  weshalb  leb  es  für  anmSgliefa  halte,  «tuen 
Ausdruck  fBr  ihre  Krttmmnng  so  finden. 

Ein  ebener  Raum  toh  vier  Dimensionen  ist  nach  Analogie  mit  dar 
Q«Taden,  der  Ebene  and  dem  gewöhnlichen  Raame,  welche  ich  als  ebene 
RHnme  oder  als  ebene  ansgedehnte  Mannigfaltigkeiten  Ton  einer,  zwei 
snd  drei  Oimenaiotien  bezeichne,  darch  vier  gerade  Linien,  die  nicht  in 
einem  ebenen  Banma  von  drei  oder  weniger  Dimensionen  enthalten  aindt 
bestimmt.  Dementsprechend  denke  man  sich,  dass  von  einem  Punkte  O 
die  vier  Geraden  OM^,  OM^,  OM^,  0^f^  ansgehen.  Dnrch  je  drei  von 
diesen  Geraden  kann  ein  ebener  Raum  von  drei  Dimensionen ,  dnroh  je 
zwei  ein  ebener  Ranm  von  zwei  Dimeasionen  oder  eine  Ebene*  gel<^ 
werden.  Die  vier  Geraden  bestimmen  also  sechs  Ebenen  OM^M^,  OM^Hfg^ 
OM^M^,  OMfMg,  OAt^M^,  OK^M^,  von  denen  allemal  diejenigen  swei, 
welche  keine  der  vier  Geraden  gemeinsofaaftlieh  bähen,  also  die  erste  and 
die  sechste,  die  zweite  nnd  die  fttnfte,  die  dritte  nnd  die  vierte  aicli 
Qberhanpt  nnr  in  dem  einen  Pnnkte  O  schneiden  können.  Denn  hXtt^ 
zwei  solche  Ebenen,  z.  B.  OM^M^  nnd  OM^M^  eii)e  Gerade  OJtfg  gemein- 
schaftlich, so  Iftgen  alle  (tlnf  Geraden  in  einem  ebenen  Ranme  von  drei 
Dimensionen,  was  gegen  die  Voranssetznng  bt.  Es  schneiden  sich  daher 
Oberhaupt  swei  Ebenen  im  ebenen  Baume  von  vier  Dimensionen  nur  in 
einem  Punkte,  wie  sich  auch  analytisch  leicht  verifieiren  lIEsat.  Ebenso 
ergiebt  sieh  ohne  Schwierigkeit,  dass  in  einem  Punkte  einer  Ebene  un- 
endlich viele  Normalen  errichtet  Verden  können,  die  sämmtlicb  in  einer 
Ebene  liegen,  welche  nur  den  einen  gegebenen  Punkt  mit  der  ersten 
Ebene  gemein  hat.**  Demgemttss  lassen  sich  auch  in  einem  Punkte  einer 
FIHche,  die  einen  ebenen  Banm  von  vier  Dimensionen  dnrchzlebt,  nn- 
endlich  viele  Normalen  errichten,  die  alle  iu  einer  Ebene  liegen,  welche 
die  Flache  nnr  in  dem  einen  Punkte  schneidet.  Wenn  man  daher  anf 
einer  solchen  FUche  drei  einander  unendlich  nahe  Pnnkte  annimmt  nnd 

*  Nach  der BeEeiclmmig  von  C.  Jordan,  „£kgai  3ur  la  giornttrieäa  dim«n~ 
aiong"  im  BvHOm  de  la  toeiiti  matMmatique  de  IVanee  t.  3,  p.  104,  wSrde  unsere 
Ebene  ein  „Biplon  J?t"  aein;  während  der  ebene  Raum  von  drei  DimenBiouen  den 
Namen  „Plan  P"  erhalten  mflsete.  Auch  die  Beiflichnang  dee  Hertu  8.  Lie  iit 
abweiohend  von  der  meinigen. 

**  Diese  Ebene  wfirde  naoh  C.  Jordan  mit  P*-*  als  „(4—8)  plan  perptndi- 
culoirc  d  Pt  ileti  par  U  pomt  z,,  xt,  Xg,  z«"  zu  bezeichnen  sem;  ).  c,  8. 114. 
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die  Fläche  des  von  ihnen  beatimmten  Dietecks  mit  J  bezeichnet,  so 
w4rde  man,  nm  das  Rrttmmungsmua  der  Fläche  an  der  betrachteteD 
Stelle  BD  finden,  Ennächst  in  den  Eckpunkten  dieser  Fläche  Normalen 
sn  errichten  haben,  sodann  eine  KngelflXcbe  im  Ranme  t^u  vier  Dimen- 
■i»B«a  mit  dem  Halbmesser  1  oonstmiren  nnd  diejenigeo  Radien  ziehen, 
welche  den  soeben  erväbnten  Normalen  parallel  laufen.  Diese  Parallelen 
wfirden  die  KngelfiSeh«  in  drei  Pnnkten  schneiden,  welche  ein  Dreieck 
mit  der  FUche  i  bestimmten.     Das  Kiümmnngsmass  der  Fläche  ergiebt 

■ich  dann  gleich  dem  Orenswertbe  des  Verhältnisses  --.     Die  erste  der 

beiden  CoDstmctionen  wfirde  swar  ausführbar,  aber  unbestimmt  sein ,  da 
rieh  tu  jedem  Pankte  nnendlich  viele  Normalen  errichten  lassen;  die 
sweitfl  liesse  sich  aber  nicht  einmal  ausführen,  weil  es  im  Banme  von 
vier  Dimensionen  kein  Analogen  der  Eugel fläche  gjebt.  Denn  die 
Gleichung  3.^.  +  3,^.  +  „.^s  +  ^^.  =  H 

repräsentirt  keine  Fläche,  sondern  «ine  kugelförmige  Uannigfaltigkeit  von 
drei  Dimensionen.     Der  Grenzwertb  des  VerbKltnisses  — ,   wie  es  oben 

als  die  erste  Definition  des  Gauss'schen  Erflmmungsmasses  aufgestellt 
wurde,  lilsst  sich  also,  weiyi  die  Fläche  eine  gewundene  ist,  nicht  auf 
dem  gewfibnlichen  Wege  bestimmen.     Dasselbe  ist  der  Fall  mit  dem  reci- 

pmken  Prodnct    der  HaaptkrBmmnngshalbmesBer  .     Denn    da  die 

Normale  einer  gewundenen  Fläche  unbestimmt  ist,  so  kann  von  Haupt- 
krümmnngshalbmessem  der  Normalschnitte  auch  nicht  die  Bede  sein. 

Da  DUD  bei  einer  Cnrve  doppelter  Krümmung  die  Normale  ebenfalls 
anbestimmt  ist,  die  Krflmmung  aber  trotzdem  mit  Hilfe'  der  Osculations- 
ebene  besümmt  werden  kann,  so  liegt  es  nahe,  ftir  die  gewundene  Fläche 
ein  analoges  Hilfsmittel  zur  Bestimmung  der  Hauptkrümmungshalbmesser, 
nämlich  den  Oscnlationsraum  einzuführen. 

Bevor  wir  jedoch  die  hierauf  bezQgliche  nntersuchung  antreten, 
wollen  wir  uns  zuerst  Rechenschaft  von  den  Schritten  geben,  die  wir  zu 
tban  haben,  um  die  Oscnlationsebeae  einer  gewundenen  Curve  im  ge- 
wShnlichen  fiaume  an  bestimmen,  welche  durch  die  beiden  Gleicbnngen 

4)  /■(«, ,  X, ,  dSg)  =  0 ,     9>  (ic^ ,  x„  »j)  =  0 

in  reehtwinkligBD  Cartesiscben  Coordinaten  charakteriäirt  ist.  Die  ge- 
nannte Ebene  geht  durch  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Curve, 
deren  Coordinaten  beitiglich  sind 

=■^1)  ^i>  x^, 

x^  +  rfx, ,  Äj  +  dxg ,  ar,  +  rf«, , 

je,  +  2  Ja:,  +  <i»x, ,     «j  +  2  dar,  +  d»  ar, ,    x,  +  2  rfi,  +  d»«, . 
Ihre  GlMchnng  ist  folglich  . ,  CoOgIc 
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hl  — *i.    vt—"^!   %— *j| 

&)  dxt,         dXf,         dx^       =0. 

Bezaiehnet  myt  diese  DetermiDante  mit  A  and  ihre  Minoren  n«eh  der 
ersten  HortBontsIreihe  beEtlglich  mit  ^,,  J^,  J^,  so  giebt  ihre Entwickelwig 

woriu  die  Coefficienten  die  folgenden  Wertbe  hftben: 

'       |rf*a;,,    d*Xg\'        '^\fix^,    d*ic,r         ''^Id'x^,    d*a:,r 
Nnn  erbsit  mkD  durch  Differentiation  von  4) 


mit  deren  Hilfe  mso  ohne  Schwierigkeit  findet 


<fXf  (JV^l 


\2it,"0a)( 


^/L_i/:  _?!^),.,,... 


Än§  6)  und  6*)  eigiebt  sich  «her  fHr  di«  Verh&ltDiese  der  Differentiale 
dx     dx  -dx  =-^   gy       ^f    £v,^  ^^H.  ^-IL  ^ 


Setzen  vir 

«nc  Abküuüng                                            ''t  ''t 

»f     ä»       «/■    äc» 

««,■8«,    ai.'s«,"'"" 

10) 

S/'    8»       «/■    8» 
8»,8x,     8ir,'8i,      °" 

8/    8»       »f     dr^ 
Bx.'dx,     dx,'dx,        " 

Bo  kommt 

y  «»1       w  wj            V  •-'j       V  «"r^ 

",■■'<, 

=  ■*« 

,(■8»       8V         8f       8',    \ 
\8i,'8«i8«,     dx,dx,d'J°"^ 

11) 

,/8»  8V  8/-  a",  \ 
'     \8*,"8«(8«fc     8«,"8x,8*i/**** 

^j-a»  8V  8^  8V  \ 
■•^U..-8x,8x.     8x.-8x,8j"""'- 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleidrang 


Google 
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frei  von  den  Differentialen  dx^,  dx^,  dXg  ist,  die  OecnlktioDBebene  aUo 
mit  Hilfe  der  ersten  und  zweiten  DeriTfttionen  der  beiden  Fnnctiouen 
f=(i,  9  =  0  bestimmt  werden  kann. 

Um  nun  den  ebenen  dreidimeneionalen  Oscnl&tionsranm  uner  FlSche, 
die  in  einem  ebenen  Ranme  von  vier  Dimensionen  liegt,  xa  finden, 
mögen,  dem  Vorigen  entsprechend,  die  Gleichungen  dieser  FlScbe  in 
rechtwinkligen  Cartesischen   Coordinaten 

13)  /"(«p  3^1,  a^a.  «*)  =  0.     v(^i.  *s.  a^)  a:4)  =  0 

gegeben  sein.  Nimmt  man  vier  Punkte,  die  einander  auf  der  FlSche 
unendlich  nahe  liegen,  an,  so  wird  man  ihre  Coordinaten  in  folgender 
Weise  bezeichnen  kSnnen: 

*ii  a^ii  ^ai  "^4' 

Xj  +  rfa:,,  x^  +  dXf,  Xg  +  dxg,  Xf  +  dx^, 

Äj  +  Ja;,,  x^-t-iXf,  '  iCj  +  Äa^,  ^t  +  da^, 

x^  +  2dXj  +  d*Xj,  x,+idx,  +  ^x,,  Xg  +  2dx^  +  d*x^,  x^^^'2dx^  +  dßx^. 
Die  drei  ergten  Pnnkte  liegen  anf  der  Tangentialebene  Im  Pnnkte  v^, 
«i,  3^,  c^;  der  vierte  Pnnkt,  für  dessen  Ooordinaten  man  statt  des 
Schemas  x  +  2dx+^x  ebenso  gnt  x  +  dx -\-ex  +  dix  oder  x  +  28x 
+  S'x  b&tte  zu  Grunde  legen  können,  ist  ein  Pnnkt  der  nXchstfolgenden 
Tangentialebene.  Der  durch  diese  vier  Punkte  gelegte  ebene  Baum  von 
drei  Dimensionen  ist  dann  der  Ertlmmnugs-  oder  Oscvlationsraum  der 
gewundenen  Fläche  und  in  ihm  —  vorausgesetzt,  dass  er  selbst  eindeutig 
wlre  —  mflssten  sich  denn  auch  die  beiden  Hanptkrflmmnngsbalbmesser 
und  somit  das  Krümmungsmass  der  Fl&che  in  dem  betrachteten  Punkte 
Xj,  Xf,  Xg,  x^  bestimmen  lassen.  Die  Gleichung  des  dreidimensionalen 
KrSmmnngsranmes  würde  demnach  in   der  Form 

dXi,  dXf,         dx^,  dx^ 

<«,,  JiXj,  dXg,  ix^ 

iPXy,         d*»,,        rf*iU(,         «("«i 

anfEUstellen  sein,  worin  man  statt  der  letzten  Horiion talreibe  auch 

15)        dda:,,  dda:,,  dSx^,  dSx^  oder  S*x^,  i*x,,  S»«,,  l^x^ 
mOsste  aetaen  können,  ohne  eine  Aenderung  hervorzubringen. 

Bezeichnet  man  weiter  die  Determinante  14)  mit  A  nnd  die  nach  der 
ersten  Hör iaontal reihe  genommenen  Minoren  mit  A^,  A^,  A^,  ^4^,  so  giebt 
die  Entwickelung  von  14) 

'*,  (7.  -<^i)  +  •*.(%-»!)  +  -*.(%-«,)  +  ''4{t)4-a:J=  0, 
worin 

\dx^,    dx^,     dx,  I  \dx^,    dx^y    rfx,  | 

A  =  U^s.    «*».     3x,     ,      .*,  =  -    ia:„     Sx^,     ^«1  l.;cooIc 
«d,,  rf*Ä,,   ^x,\  \<^x.,  (fix.,  ifix.l  t> 


14) 


=  0 
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ix^^    JaT],    'X|L     '^4  =  —  ^ii:^!!    ix^,    '^s   ■ 
tPx^,   fix,,   fix^l  l«**«!.   <***!'   <'**=|l 

Zar  BetecbnoDg  dieser  ünterdetenniDKiitea  hat  man  die  dnrcb  Differan- 

tiation  von  13)  sich  ergehendeD  Gleichaagen 


*^^     aai,"  ■"»■^^aij"  ■"»■^aaij"  ""»"^3«/  "'*  "dxtdxt" 

.,*  =  !, 2,3,4, 

u*yl^äx,  +l^äx,  +l}äx,  +l^äx,  -0, 
tfx,  <j3f|  (jaTj  öa:^ 

17-)  Ija..  +,^J«,  +|J  3..  +|2jx.  -0, 

öic,       *       oXf  aXj  ^x^ 

tf«!  ffXj  (7ij  3a:^  ffXjdxt 

Um  hienne  snnkchst  A^  zu  befltiinDieii ,  eliminire  man  dx^  sna  16)  utd 
16*),  a«,  aoa  17)  und  17*),  d*x,  uns  18)  und  18*),  so  kommt 

(11    3»_i£   dv\j_  _„ 
(if    iv       »r    dv\,        .(Hr    dv       if    Zv\, 

(IL  £»_»£  1»V«  +(^  ^-U.  1»U, 

\ä«,-8i,     8a:,'8x,r'''  +  V8«,-8ar,     8i,-8»,/"' 
.p/-    8»       8/-    8y\  /8/'       8't         8«   _ff    ■Nj,,,, 

+te.-8j;-8j;-ä;;J'^''-^\8j;-8;:8S""8^-8i;w  '  '• 

Hieraus  ergiebt  sich  aber 

\äx^,    dXj,    dx^  [ 
^j^   Axj,    Jx,,   8x^ 
I  d*a^,  d*a;,,  d^ar^l 

9£    £v_££_    »V      \3a:,'0a^i?*t      dx^'dxidxj       '      *' 
dx^' dx^     dx^'  dxf 

Feroer  orhttU  man  leicht  ans  16),  17),  16»)  nnd  17*)       -'OOgIC 
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'^\dx,'dxt     dx^'dxj'      Kdx^'Bx^     ^Xy'^xJ''\^Xg'Sx^     öx^'ZxJ. 

\^x^'^x^     dx^'dxj' 
ftlao,  wenn  man 
{dXg8a!^  —  d!B^8x^'+{dx^ix^  —  dXJix,)'  +  (dx^9x^—da:f9xJ)*^^^dx^Sx^—d!E^Sx^)* 

\dxidx,~dx,'dxj  "^Kdxg'dxg'dXg'dxg)  '^\^x,'^x^~Bx^BXf)  '*'\^x^^0x^    dx^' dxj 


8-/    _W    _?"_),.,,,. 


^'dXidXfi     dx^  dxidx),. 
nnd  allgemein 

Sotxt  man  diue  Wertha  in  die  Gleichung  deB  KrttmmnngsranmeB 
MO,  80  venchwindet  der  Factor  B  nnd  man  erhXlt 

HItte  man  nna  in  der  Determinante  14)  statt  der  leisten  Horizontalreilie 

d^aij,  tPx^,  «'""'si  <'*«t 
die  gleich beiechtigte 

da«,,  diaj|,  ddir^,  d^ar^  oder  fl*«,,  *»«„  Ä*«,,  i*a^, 
flo   vfirde  man   statt  der  Gleichnng  19)  bezfiglich  eine  der  beiden  fol- 
genden : 

19.)   Mv,-^.)^>ili;.^,-U;-^)''-">-o 

oder 

,9«,    *„,_.,,^.(lj.^^-^.^>.,,..  =  0 

erhalten  haben.    Hierans  erkennt  man,  dass  der  dreidimension liehe  Oe- 
eolationaraam  der  Fläche 

fix^,Xt,x^,x^)  =  0,  g. {ä, ,  sr,,  «„  a^J <=  0 
in  dem  Pnnkte  x^,  a-j,  Xg,  x^  nicht  allein  dnrch  die  Coordinaten  dieses 
Pnnktei  nnd  die  ersten  nnd  aweiteo  Derivationen  der  Functionen  f  nnd 
9>  bestimmt  wird,  sondern  ansserdera  auch  noch  von  der  willkUrlichfin 
Versebiebang  des  Punktes  x,,  x,,  Tg,  x^,  d.  h.  von  den  Grössen  dx 
oder  dx  ahhSngt.  Uan  kann  daher  sagen,  dass  eine  gewundene 
Flüche  in  jedem  ihrer  Funkte  eine  unendliche  Menge  von 
KrammnngsrSnmen  besitat.     Daher  haben   anch  die   Erümmungs- 
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halbmeaaei  der  Nonnalgchnitte  in  jedem  Ponkte  nnendlich  viele 

and  Hinima,  so  daas  das  Prodnct  -■  =■ ,  wie  vir  oben  ersehen  habeo, 

aDbestimmt  bleibt. 

Wollte  man  endlicli  denjenigen  ebenen  Ranm  als-Oacnlationsranm- 
anseben,  welcbei  zwei  aafeinanderfolgende  Tangentialebenen  der  gewun- 
denen Flüche  enthUt  und  welcher  bei  den  gewöhnlichen  FliLchen  mit  dem 
empirischen  Ilanm  ansammeofKllt,  so  bfttte  man  die  büden  Gleicbnnga- 
Bjsteme 


20) 


nnd 

anfsnstellen.  um  den  Scbnittpnnkt  der  beiden  Ebenen  20)  ond  21)  %n 
finden,  setaen  wir  Vi<  v't'  Vs<  v\  beillglich  gleich  «;,,  i^j,  ij^,  ti^.  Hier- 
durch rednctrt  sich  das  S/slem  21),  wenn  wir  20)  bertteksichtigeD  nnd 
die  nnendlich  kleinen  Glieder  der  zweiten  Ordnung  vemacbllasigan ,  aaf 


22) 


Wenn  nicht  die  Deteiminuite 


St'       S. 


dT, 


dx. 


iatt  was  im  Allgemeinen  nicht  voransgesetat  werden  kann,  so  Übst  ^eh 
dem  Sjstem  der  vier  Gleichungen  20)  and  22)  nnr  dorch  die  Annabme 
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genügen,  d.  h.:  Zwei  aufeinanderfolgende  BerfllirnDgsebenen 
einer  gewundenen  FlXche  schneiden  sicii  nur  in  einem 
Pnnkte,  dem  BeTÜhrusgspnnkte,  nacli  welctierBichtnagman 
ftncli  die  YerBcbiebnng  d  annimmt;  sie  liegen  daher  in  einem 
Ranme  von  vier  Dimensionen  nnd  bilden  keinen  OscnlationB- 
ranm.  Sollen  die  beiden  Ebenen  einen  Raam  von  drei  Dimensionen 
bestimmen ,  so  mttasten  sie  sich  in  einer  Geraden  treffen  nnd  man  h&tte, 
im  diese  Gerade  durch  den  Punkt  Xi,  x^,  s„  x^  gehen  mtlsete,  für  aie 
die  Gleichungen 

worin  <l  die  LSnge  der  Geraden  vom  Pnnkte  Xj,  x^,  iT,,  x^  bis  znm 
Punkte  1},,  %,  t)g,  t)4  nnd  Ci>*c,,  c,,  c^  die  Cosinus  der  Winkel  be- 
deuten,  welche  die  Gerade  mit  den  vier  Axen  bildet  nnd  welche  daher 
d«  Gl«i.h»ng  ^_,  _^  ^_,  ^  ^_,  ^  ^,  ^-j 

genügen.     Setzt  man  diese  Werthe  in  20)  und  22)  ein,  so  kommt 


.,j^  +  .,d|i+c,d: 


welche   Gleichungen    nur  dann  ensammen  besteben   kSnnen,   wenn  die 
Determinante 


ist.  Diese  Gleich ang  musa  also  erftlllt  sein,  wenn  zwei  benachbarte  Tan- 
gentialebenen einen  ebenen  Baum  von  drei  Dimensionen  oder  einen  Os- 
enlationsranm  bestimmen  sollen.  Dies  ist  aber  dieselbe  Gleichung  wie 
oben  nnd  sie  findet,  wie  schon  erwähnt,  im  Allgemeinen  nicht  statt.  Es 
folgt  hieraus,  dass  zwei  benachbarte  Berti brungs ebenen  der  gewundenen 
FIXebe  im  Allgemeinen  keinen  Oscalatioasiaum  von  drei  Dimensionen 
bestimmen. 

Nach  Alledem  komme  ich   zn  dem  Schlüsse,   dass  es  un- 
mSglich   ist,    die   gewöhnliche    Krtimmnngstbeorie   auf  FIX- 
MIIWliilA  t.  l(iainB4tlk  s.  nirdk  XXIT,  I.  < 
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chen  Knazndehnen,  die  in  einem  ebenen  Kanme  von  Tiat  od«r 
mehr  Dimensionen  enthalten  sind.*  Wenn  ee  nnn  aber  nnrnSg- 
lieb  ist,  die  KrQmmnng  einer  FUche,  welche  einen  ebenen  Rannt  von 
I  durchzieht,  su  bestimmen,  so  iat  es  ebenso  nnmSglioh, 


eben  Fliehe  daratelle.     In  noch  höherem  Orade  aber  —  wenn  ich  mich 
dieses  Anadmekes  bedienen  darf  —  wärde  ea  anmfiglich  aein ,  an  bewei- 

aen,  dasa das  KrtlmmTingsmass  einer  Fliehe  bedeute,  sobald  der 

Ausdruck 

«11  ^P'  +  2  «u  rfp,  dp,  +  a„  äp* 
ans  der  Form  £dx\  nnd  n  —  2  simultanen  Gleicbangen 


entatanden   ist  oder   die  Fliehe  einen  Raum  von  n  Dimensionen  durch- 
zieht, nnd  am  allerun möglichsten  —  lU  venia  verbo  —  würde  ea  sein,  den 

Beweis  zu  liefern ,  dass  der  Ausdruck die  Krttramung  einer  Fliehe 

bezeichne,  von  der  weiter  nichts,  als  das  Quadrat  ihres  Linearelementei 

«u  ^Pi  +  2o„  dPi  dp,  +  a„  dp,* 
bekannt  ist. 

*  Im  Widerspruch  mit  dieser  Schlaufolgernng  scheinen  die  ausgezeichneten 
Untenachnngen  des  Herrn  R.  Lipacbiti,  „Entwickdang  einiger  EigenschaJten 
der  quadratiacheu  Formen  Ton  n  Differentialen",  1.  und  2.  Hittbeilnng,  Bor- 
chardt's  Journal  Bd.  71,  S.  !74— S9fi,  und  des  Herrn  C.Jordan,  „OMraHtation 
du  theorhne  d'EuUr  gar  la  eowrbwe  de»  twfaceg".  Campt,  rend,  Bd.  T9,  S.  909  bü 
918  Ett  stehen.  Die  Ton  den  genannten  Herren  geümdenen  Besultate  sind  vom 
rein  analytischen  Standpunkte  imBtreitig  Terallgemeinemngen  der  KrflmmungB- 
theorie  zu  nennen,  doch  entbehren  sie  meiner  Ansicht  nach  beide  in  metageome- 
trischer  Beziehung  der  Evidenz  und  ichlieBsen  somit  abweichende  LAaungen  des 
Problems  nicht  aus.  Die  beiden  Verallgemeinerungen  selbst  fallen  nur  für  f^t 
zusammen  —  b.  Lipsehitz,  „Gin^alitation  de  la  Oi^orie  da  rayon  oteuiateiu", 
Borchardt's  Journal  Bd.  81,  S.  2S5~300  ~,  w&hrend  sie  doch,  wom  beide  den 
Char&kter  metageometriicher  Nothwendigkeit  trOgen,  in  dem  ganzen  Bereich  ihrer 
Giltägkeit  idenüsch  sein  mQssten, 
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Hieisn  Taf.  I  Fig.  1. 

Wxhrend  das  VerbSltoisa  der  Orftsamann'achen  Ansdehnnngslelire 
za  den  die  geometiiachen  UntersDchnDgen  der  Gegenir&rt  beberTseh enden 
Hethoden  dnrcb  meine  „R«nmlehre"  eine  Knsfuhrlicbe  Darst'ellnng  erfahren 
bat,  ezistiren  mehrere,  von  der  grossen  Heerstraase  abliegende  and  dnrch 
Fruchtbarkeit  ausgezeichnete  Methoden,  für  welche  der  Nachweis  diesea 
Znsammenbangea  noch  fehlt  Ich  nnternehme  ea  im  Folgenden,  densel- 
ben zn  liefern. 

1.  Dar  GAnfli-Biebeok'ulie  Panktcal««!. 

1.  Hiatorlaehea.  Unter  dem  Titel:  „lieber  die  graphische  Darstel- 
lung imaginSrer  Functionen"  erschien  1858  im  Crelle'schen  Journal 
eine  Abbandlung  von  H.  Siebeck,  welche  im  Anecblnss  an  den  bary- 
centriacben  Calcnl  nnd  an  die  Ganse'ache  Darstellung  von  imaginären 
Punkten  die  vier  Species  algebraisch  an  Pnnkten  ausführen  lehrte,  und 
dann  »n  die  Betrachtung  der  Functionen  einer  Variablen  die  Lehre  von 
den  isogonalen  Verwandtschaften  knOpfle.  Während  diese  letztere  Lehre 
weiter  ausgebildet  worden  ist  (in  neuerer  Zeit  besonders  dnrch  Holz- 
mfiller  in  seiden  „Beitrügen  zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaf- 
ten", Elberfeld  1873,  nnd  in  anderen  Au feStzen  der  Schlömilch'schen 
Zeitschrift),  hat  der  eigentliche  Punktcalcul,  der  doch  als  Ornndlage 
dieser  Untersuchungen  angesehen  werden  kann,  unter  der  ziemlich  all- 
gemeinen Äbneignug  gegen  geometrische  Algorithmen  nicht  minder  zu 
I^den  gehabt,  wie  die  Methoden  von  MObius  und  Grassmann,  indem 
onaser  einigen  AnfaXtzen  in  Grnnert's  Arohiv  Nichts  weiter  Aber  diesen 
Gegenstand  pnblicirt  zu  sein  scheint.* 

'  Ton  der  Umlicheu,  aber  gaax  selbstet&udigen  Art  und  Weise,  wie  BjOr; 
ling  die  inagiiAren  Fundioneo  darstellt,  wird  weiter  unten  die  Bede  sein.      '  '^ 
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8.  Frlnclpien.  —  Reelle  Punkte  nnd  Zahlen.  Aaf  einer  Ge- 
raden (Hanptaxe)  werden  Ewei  feate  Punkte  0  and  /  angenommen  und 
als  Bilder  der  Zahlen  Nnll  nnd  Eins  betrachtet.  Bin  beliebiger  Punkt 
X  der  Geraden,  der  so  liegt,  dass  die  Strecke  ^0'=x.IO  ist,  ist  dann 
Bild  der  reellen  Zahl  X,  welche  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  X 
mit  /  auf  derselben  oder  anf  entgegengesetzter  Seite  von  0  liegt. 

Addition  and  Snbtraction  von  Punkten.  Hat  0  die  vorher 
angenommene  Bedeutung,  nnd  sind  B  und  C  zwei  beliebige  Punkte  der 
Ebene,  so  heisst  der  vierte  {0  gegen fihe fliegende)  Eckpunkt  A  des  Pa- 
rallelogramms (fCA  B  die  (arithmetische)  Summe  der  beiden  Punkte  B 
und  C,  Bo  dass 

1)  A=B+C. 
Ebenso  ist  durch  die  Formeln 

B  =  A  —  C,     C=A—  B 
ein  Funkt  als  Differenz  zweier  Punkte  bestimmt. 

ImaginSre  Punkte  und  Zahlen.  Trägt  man  auf  der  in  0  zur 
Hauptaxe  senkrecht  stehenden  Geraden  nach  beiden  Seiten  die  Strecke 
Ol  ab,  so  sind  die  Endpunkte  dieser  Strecke  die  Bilder  der  Zahlen  +i 
nnd  —I,  und  ein  beliebiger  Paukt  ¥  der  senkrechten  Geraden  Bild  der 
Zahlet.  Nach  der  Addition  der  Punkte  ist  dann  jeder  Pankt  der  Ebene 
Bild  einer  complezen  Zahl  x  +  ly. 

Multiplioation  und  Division  von  Punkten.  Ist  der  Punkt 
0  der  gemeinsame  Eckpankt  zweier  direct  Sbniicher  Dreiecke  OCI  und 
OAB  (in  denen  die  Punkte  C  und  A,  sowie  /  und  B  sich  gegenseitig 
entsprechen),  so  wird  C  als  Bild  des  Prodnctes  der  Punkte  A  und  B 
betrachtet,  woraus  sich  A  als  Quotient  von  C  und  B,  B  als  Quotient  von 
C  und  A  ergiebt. 

2)  BC=A. 

Es  ist  leicht,  die  eben  beschriebenen  Operationen  der  Addition  und 
Hultiplication  durch  den  Nachweis  der  Commntativität  und  Distributivitfit 
als  arithmetische  festzustellen  und  den  Uebergang  zur  Potenziinng  und 
Kadicirung  eines  Punktes  mit  einer  Zahl  zu  machen.       , 

ä.  ZusammenhaDf  mit  der  Ausdebnnngslehre.  Nach  den  Principies 
der  Ansdehunngslehre  ist,  wenn  die  obigen  Bezeichnnngen  beibehalten 
werden , 

a)  fttr  Addition  {C—0)  =  {A  —  B),  womit  gesagt  ist,  dass  die 
Strecke  zwischen  C  und  0  gleich  und  parallel  derjenigen  zwischen  B  und 
A  ist.  Hierbei  sind  A,  B,  C,  0  einfache  Punkte  ohne  Zahlbedentung. 
Ale  geometrische  Summe  der  Paukte  B  und  C  ergiebt  sieh  der 
Scbnittpnnkt  JV  der  Diagonalen  des  Parallel ogram ms,  versehen  mit  dem 
Factor  2,  indem  (C—M)  =  [IH  —  B),  {A—IU)  =  (lll'-0),  also  {C+B) 
=  {A+0)=!2/lf  ist-    —    LHsBt  man  jetzt   alle  Punkte  Zahlen  bedeuten, 
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insbesondere  den  Funkt  0  die  Zahl  Nnll,  so  Terrandelt  sich  die  geo- 
metrische Addition  in  eine  aiithmetiache  nnd  man  eihSlt 

1)  A  =  B  +  C, 

die  Fonnel  1)  des  Siebeck'schen  Calcals.  —  Demnach  ist  die  geome- 
trische Somme  der  Punkte  B  und  C  der  Pnnkt  2M,  die  atith- 
roetische  Summe  der  Zahlbilder  B  and  C  das  Zahlbild  A.  , 

Aosaerdem  erhSlt  man  aber  anch 
la)  J  =  2». 

Und  in  der  That,  da  {A  —  0)  =  2{M—0)  ist,  so  folgt,  venn  A,  M,  0 
Zahlen  bedenteo,  aach  hierans  ^  =  2Jf.  Es  geht  also,  wenn  man  anch 
M  eioe  Zahl  bedeuten  Ittsst,  die  geometrische  Summe  2Jf  in  die  arith- 
metische A  aber,  wodurch  nun  das  VerhSltniss  beider  Operationen  klar- 
gestellt ist. 

b)  Fttr  Multiplication  folgt  aus  der  oben  beBchriebenen  Figur 
nach  den  Gesetaen  der  Ausdehnungslehre 

(r-o)^(A-O) 

(7-0)  (ß-0)' 
weil  nicht  nur  das  arithmetische  VerbKItniss  der  Strecken  auf  beiden 
Seiten  der  Formel  dasselbe  ist,  sondern  auch  l,COI=i l^AO B.  Folglich 
ist  das  arithmetische  Product  der  Strecken  (ß— 0)  und  ifi-O)  gleich 
{A  —  0).{^I~0),  (Als  geometrisches,  „Süsseres"  Product  der  Punkte  B 
uud  C  wird  definirt  der  zwischen  B  und  C  liegende  Tfaeil  der  durch 
beide  Punkte  bestimmten  Geraden).  Dtsst  man  jetzt  alle  Punkte  Zahlen 
bedeuten,  insbesondere  den  Punkt  0  die  Zahl  Null,  den  Pnnkt  /  die 
Zahl  Eins,  so  verwandelt  sich  die  arithmetische  Multiplication  der  Strecken 
in  eine  arithmetische  Hultiplication  von  Punkten  und  man  eibXlt 

2)  A-=BC, 
die  Fonnel  2)  des  Siebeck'schen  Calculs. 

1.  Bedeutung  dieses  ZusanunenhangeB,  £s  sind  im  Vorstehenden 
arithmetische  und  geometrische  Operationen  einander  gegen  Hb  ei^estellt. 
Das  Charakteristische  der  ersteren  besteht  darin,  dass  das  Besultat  der 
Verpiuigung  zweier  Grössen  immer  eine  Grösse  von  derselben  Art  ist 
nnd  dass  infolge  dessen  alle  diese  Grfissen  als  Bilder  von  Zahlen  betrachtet 
werden  können.  So  ist  das  Resultat  der  Vereinigung  eweiet  Zahlen  stets 
wieder  eine  Zahl,  das  Resultat  der  Vereinigung  zweier  Punkte  im  Sie- 
beck'schen Galcul  stets  wieder  ein  Punkt.  Die  Addition  von  Strecken 
giebt  eine  Strecke,  die  Multiplication  zweier  Strecken,  die  in  diesem 
Falle  als  Zahlen  ericheinen,  einen  eheafalls  durch  eine  Zahl  dargestellten 
FlXcbenraum.  —  Dagegen  brauchen  die  Resultate  der  geometrischen  Ope- 
rationen in  des  Ausdehnungslehre  nicht  von  derselben  Art  zu  sein,  wie 
die  Bestandtheile  des  Resultates.  So  ist  zwar  die  Summe  zweier  Pnnkt- 
griiaaen  wieder  eine  Pnuktgrösse,   dagegen  ihre  Differens  eine  Strecke 
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(arithmeüschfl  Orttsse),  ihr  Prodnct  ein  Linientbeil  (Ansdehnniigsgebitde) 
n.  8.  ir.  —  Hiernach  erscheinen  die  arithmetischen  Operationen  ebenao 
als  specieller  Fall  der  geometrischen,  wie  die  arithmetischen  Orössen  ein 
specieller  Fall  der  Ansdehnungsgrössen  (geometrischen  Grössen)  sind.* 
Bisher  worden  in  der  elementaren,  wie  in  der  analytischen  Geometrie 
fiur  Strecken,  nicht  aber  Punkte  dnrch  Zahlen  dargestellt  nnd  so  den 
arithmetischen  Operationen  unterworfen.  Dieses  Verfahren  lieferte  die 
Sätse  der  Geometrie  des  Masses  TerhSltnissmissig  leicht  nnd  nngeewungen, 
dagegen  diejenigen  der  Geometrie  der  Lage  nnr  schwer  nnd  auf  Dm' 
wegen.  Den  umgekehrten  Vortheil  gewährt  die  Ansdehnnngslahre  da, 
wo  sie  den  reiu  geometrischen  Calonl  anwendet.  Da  derselbe  sich  den 
die  Lage  betreffenden  Eigenschaften  der  Gebilde  auf's  Engste  anschmiegt, 
so  ergeben  sich  aus  ihm  alle  Lagenbesiehnngen  mit  Leichtigkeit.  Di« 
Sktse  der  Uassgeometrie  erfordern  aber,  um  bequem  abgeleitet  werden 
SU  können,  die  Einftlhmng  neuer  Begriffe,  namentlich  das  inneren 
Productes,  welches  in  seinen  Eigenschaften  dem  arithmetischen  sehr  nahe 
steht.  Man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  den  Sitten  der  rechnenden  Geo- 
metrie und  der  Trigonometrie,  in  welchen  der  Funkt  gegen  die  Strecke 
als  Element  der  Bechnnng  mrficklritt.  Letzterer  Umstand  macht  sich 
aber  oft  als  Mangel  fHhlbar  und  bewirkt  sogar,  dass  manche  Sütxe  der 
Massgeometrie  sich  am  leichtesten  und  nngeawnngensten  ergeben,  wenn 
man  die  Massbesiehungen  als  speciellen  Fall  der  Lagenheaiehnngen  anf- 
fasst.  (Z.  B.  die  Theorie  der  conjngirten  Durchmesser  der  Kegelschnitte; 
vergl.  „Raumlehre"  II,  S.  41  nnd  228.)  Flüssiger  nnd  im  Ablaitnng  der 
Haasbesiehungen  geeigneter  wird  der  arithmetische  Calcnl,  wenn  man 
nicht  nnr  Strecken ,  sondern  auch  Punkte  dnrch  arithmetische  Operalionan 
▼erbindet  und  die  Resultate  geometrisch  darstellt.  —  Diese  Lticke  im 
Operationsgebiet  der  Anadehnnngslefare**  wird  nun  dnrch  die  Priacipien 
des  Siebeck'schen  Punktcalcnls  ausgeftlllt.  Wie  wir  oben  sahen,  ver- 
wand*ln  sich,  wenn  man  die  Fnndamentalpnnkta  0  nnd  /  einfahrt,  mit 
einem  Schlage  die  geometrischen  Punkt-Formeln  nnd  Bechnnngen  der 
Anadehnnugslehre  in-  arithmetische.  Der  Siebeck'sche  Pnaktcalen^ 
entsteht  also  als  specieller  Fall  ans  der  Anadehnnugslehre, 
wenn  awei  anf  einer  Fundamentallinie  liegenden  Punkten  O 


*  Vei^  hierflber  Graiamarin,  Ansdehnongalelue  I,  8.  90flgg.,  wo  die  Zahl 
als  ÄnadehnnngBgebilde  nnllteT  Stufe  definirt  iiL 

**  Von  der  aritliiueti*chen  Hultiplication  der  PnnUe  wird  kwbt  aoch  in  der 
AuadehBungBlehre  Gebrauch  gemacht,  aber  erst  in  der  Corventheorie.  Aach  wer- 
den die  arithmetiRchea  Ponktprodacte  nicht  direct  geomutrisch  verwerthet,  sondern 
dienen  mehr  ala  Instroment  der  Kechnong.  £in  wesentlicher  Unterschied  dieser 
gegen  die  Siebeck'sche  Betrachtungsweise  besteht  aach  darin,  dass  hier  die 
Punkt«  immer  geometrische  Gebilde  bldben  nnd  nicht,  wie  bä  Siebeck,  Bilder 
TOB  Zahlet  sind.  ^ 


Von  V.  BoHLioBL.  87 

and  /  die  Wertfae  Nnll  nnd  Eins  gegeben  werden,  wodurch 
sneh  alle  fibrigen  Punkte  der  Ebene  die  Bedentang  ron 
Zahlen  erhalten.  —  Und  wie  die  Qeometrie  des  Muses  als  Hpecieller 
Fall  deijenigen  der  La^  betrachtet  werden  kann,  so  flieasen  aua  dem 
epeciellen  Siebeck'achen  Calcol  die  Massheziehnngen  mit  gleicher  Leich- 
tigkeit, wie  diejenigen  der  Lage  ana  der  allgemeinen  Anedehnangslehre. 
—  Besonders  zu  beachten  ist  noch  der  Umatand,  dasi  anch  die  Auf- 
fassnng  dea  Imaginären  in  beiden  Calculen  dieselbe  iat.  —  Wie  genau 
Übrigens  die  Siebeck'schen  Pnnktaperationen  in  ihrer  innersten  Natur 
mit  den  arithmetischen  Rechnangen  zwiachsn  Zahlen  tlbereinetimmen, 
geht  nnter  Anderem  anch  ans  folgender  Bemerkang  hervor.  Wie  die 
Nnll  nnd  die  Eias  die  Elemente  der  Zahlbildnag  aind  nnd  wie  alle  Sum- 
men an  den  Snmmand  Nnll,  alle  Produete  an  den  Factor  Eins  sich  an- 
ftigen  lassen  (oder,  wenn  roao  will,  gebunden  sind),  so  sind  anch  der 
Nullpunkt  nnd  der  Einspankt  die  festen  Punkte,  mit  deren  Hilfe  jedee 
Resnltat.  einer  arithmetisehen  Operation  swischen  Punkten  geometrisch 
aU  Punkt  ansgedrflckt  werden  kann,  wobei  an  beachten  ist,  dass  der 
Einspnnkt  fftr  die  erste  Rechnuugsstufe  noch  entbehrlich  ist,  wie  denn 
ancb  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Zahl  Eins  sich  erst  in  der 
xvreiten  nnd  dritten  Rechnungsstufe  offenbaren. 

Der  hohe  Nutzen  des  Siebeck'achen  Punktcalcnla  iat  aus  der  im 
Anfange  dieses  Abachnitl«B  erwKbnten  Abhandlung  znr  Oentlge  zu  erkeu- 
neu.  Namentlich  zeigt  sich ,  dasa  mit  seiner  flilfe  jede  Zahlen  gl  eich  nng 
direct  (ohne  Vermittelung  ron  Coordinaten)  geometrisch  gedeutet  werden 
kann.  Dass  derselbe  so  anmittelbar  zur  Theorie  der  Verwandtschaft  und 
Abbildung,  und  damit  znr  Riemann'scheu  Functionen  lehre  f&hrt,  iat 
ein  ferneres  beaohtenswerthes  Moment. 

8.  MÖbioi'  bftryea&triiohe  Coordinaten,  Chulet'  Seknittrerhiltiilau, 

Sohendel'i  Trilinearcoordinaten.' 
a)   Sind  e^,  e,,  e,  drei  Fundamental  punkte  der  Ebene,   so  iat  nach 
der  Ausdehnungalehre  .X  der  Schwerpunkt  ron  e^,  e^,  e,,  wenn 

'  3 

(nach  Raumlehre  I,  110).  Alle  rier  Pnakte  dieser  Formel  haben  den 
Coefflcienten  1  an  sich.  Haben  e^,  e„  Cg  resp.  die  Coefficienten  «i,  oj, 
ff,,  deren  Summe  gleich  1  ist,  so  ist 

^     3 • 

Jeder  Punkt  X  der  Ebene  kann  mittetat  dreier  Zahlen  Sj,  «j,  «g  ans 
den  festen  Punkten  e^,  e,,  e,  abgeleitet  werden.  Dann  aber  ist  X  auch 
der  Schwerpunkt  der  mit  den  Gewichten  «, ,  ii|,  «,  belasteten  Punkte  c,, 
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e^,  Cj,  nnd  es  sind  eij,  Og,  Bg  die  baryGentriachen  Coordinaten 
des  Fanktes  X.  Also  ist  die  Beetimmniig  eines  Punktes  X 
durch  bArycentrische  Coordinftten  identisch  mit  der  Beetim- 
muDg  durch  drei  feste  Punkte,  wie  sie  in  der  AnsdehiinngB- 
lehre  angewendet  wird. 

b)  Die  Geraden  Xe^,  Xe,,,  Xe^  schneiden  die  Seiten  des  Fnndamen- 
taldreiecks  {«^6^);  {e^e,),  (e,e,)  resp.  in  den  Punkten  X^,  X^,  X^.    Dann  ist 

5j3-^       V^_^       ^s^_^ 

CgJ-g"«,'     e,^,~B,'     «j^i^B, 

(nach  Ranmlehre  I,   114).     Und    -^,   -!,  —    sind   die  von  Chssles 

«i    "a    «s 
(Giomitrie   supirieure   8.  341)    aufgestellten    SchnittTerhkltniss> 
coordinaten. 

e)  Dnrcb  das  Xussere  Product  dreier  Punkte  ist  die  doppelte  Fl&cba 
des  Ewischeo  ihnen  liegenden  Dreiecks  dargestellt  (Raumlehre  I,  139). 
Demnach  sind  durch 

(«,'■<!).  (J" «,«>)■  (-!■«,«,),  {■!<.«■) 
die  doppelten  Flächen  der  Dreiecke 

ej«,eg,  Xe^e^,  '^^^gi  ^'t'\ 
dargestellt.     Da  aber 

ist  (Letzteres  na'cb  Banmiebte  I,  29),  so  ist 

(5-e,c,)=|(e,*^.e,),     iXe^B^)  =  ''^{t,e,e^),     (^«8«.)  =  !  (e,e,e,). 

Setzt  man  nun  das  Product  (fjC,«,),  welches  nach  den  Gesetzen  der 
äusseren  Hultiplication  mit  (e,f,e,)  und  («g^i^j)  identisch  ist,  gleich  1, 
d.  h.:  betrachtet  man  die  doppelte  FlSche  des  Dreiecks  ^i^g^j  als  FlSchen- 
einfaeit,  so  ist 

(^«.'.)=|.  ('«.'.)  =|,  (-f«.«,)=f.. 

d.  h.:  «,,  Bf,  a,  drücken  die  sechsfachen  FIXcben  der  zwischen  X  und 
den  Punkten  e^e^,  e^e^,  «,e,  liegenden  Dreiecke  aus.     Demnach  sind  -4  , 

-^,  -i  identisch  mit  den  Schendel'schen  Trilinearcoordinaten.* 
D      D 

Die  Bestimmung  eines  Punktes  dnrcb  Scbendel's  Trilinear- 
coordinaten  stimmt  also  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit 
der    Bestimmung     durch     barycentrische    Coordinaten    oder 


*  Elemente  der  aualjrtischen  Geometrie  der  Ebene  in  t 
Jena,  Costenoble.    1874,  ,      ,  ,  ,,1.,  C^OOqIc 
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doroh  die  in  der  Ansdebnnngslebre  angewendeten  festen 
Punkte  ttberein.  < 

Die  drei  vo^nannten  Methoden  stimmeD  also  im  WeBentlichen  nnter 
sieb  flberein  and  gehen  auch  ans  den  Principien  der  AnsdelinangBlebre 
hervor.  Sie  nnteracbeiden  sieb  aber  alle  wesentlich  in  einem  Stücke 
Tou  derselben.  In  allen  drei  Methoden,  wie  ttberbanpt  in  der  analyti- 
schen Geometrie,  werden  die  Coordineten  von  den  Fand  amen  talpnnkten 
»bgelSst  nnd  enthalten  die  Formeln  nnr  Coordinaten,  während  in  den 
entsprechenden  Formeln  der  Ansdebnungslehre  die  Fundament alpnnkte 
sammt  den  Coordinaten  verwendet  nnd  den  ihr  eigenthäm liehen  Opera- 
tionen unterworfen  werden.  Dieser  grandsHtzliche  Unterschied  zwischen 
jenen  drei  Methoden  nnd  derjenigen  der  Anedebnnngsiehre  tritt  in  noch 
helleres  Licht  durch  folgende  Bemerkungen: 

Die  Beibehaltung  der  Pnnkte  in  den  Formeln  gewährt  bedeutende 
rechnerische  Vortbeile,  indem  Glieder  der  Gleichungen,  welche  sonst 
nach  der  Ausrechnung  sieh  heben,  hier  gar  nicht  gebildet  werden,  also 
nuDfitie  Arbeit  vermieden  wird.  (Die  Berechnung  der  Producte  Xe^e^  etc. 
oben  kann  als  Beispiel  dienen.) 

Die  Coordinaten  erscheinen  in  den  Formeln  der  Ausdehnungslehre 
onr  als  Coefficienten  der  Punkte  und  ihre  Zahlenwerthe  sind  für  die 
Ermittelang  von  Beziehangen  der  Lage  ganz  gleichgilttg,  dagegen  sehr 
brauchbar  ftlr  alle  Massbeziebungen  (wie  schon  oben  hervorgehoben  wurde). 

Die  nnlengbaren  Vortbeile,  welche  die  in  diesem  Abschnitt«  betrach- 
teten drei  Coordinatensjsteme  gegenüber  den  sonst  in  der  analytischen 
Geometrie  verwendeten  gewähren,  rühren  alle  davon  her,  dass  ihre  Co- 
ordinaten die  natürlichen  Coefficienten  der  Funkte  sind,  deren  Bezieh- 
angen man  ermitteln  will.  Mau  beatet  aber  diesen  Vorthetl  erst  dann 
vfillig  ans,  wenn  man  nicht  nnr  die  Coordinaten  den  arithmetischen, 
sondern  gleichzeitig  die  Punkte  den  geometrischen  Operationen  nnterwirft. 

3.  IKe  niobteokUdiiehe  Oeometrie. 

Das  Verhältniss  der  Ausdehnungslehre  zu  den  hinsichtlich  der  nicht- 
euklidischen  Oeometrie  neuerdings  aufgetauchten  Streitfragen  hat  GUn- 
t  b  e  r  *  dargelegt.  Ich  möchte  dazn  noch  Folgendes  bemerken :  Wie 
man  dem  einfachen  euklidischen  Banme  gewisse  fundamentale  Eigen- 
schaften beilegen  nnd  in  Form  von  Axiomen  aussprechen  muss  (Eigen- 
oehaften,  durch  die  er  sich  von  anderen  dreifach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten unterscheidet),  nm  die  Sätze  der  Raumgeometrie  ableiten  zu 
können,  so  müssen  auch  der  Ebene  zum  Unterschiede  von  anderen  Flä- 
chen solche  Eigenschaften  beigelegt  werden,  wie  sie  zum  Beweisen  der 
SStae  der  ebenen  Geometrie  nothwendig  sind.     Zu  diesen  Eigenschaften 

•  Pfogr.  Ansbach  1876/77,  S.  8  und  9.  '^  .OO^^IC 
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geliBrt  aneh  diejenige,  ans  welcher  du  Parallelentheorem  fiieast  aod  dei 
ich  folgende  Fassnng  gebe:  Die  tod  einer  Geraden  om  einso 
ihrer  Funkte  in  einer  Ebene  gemachte  gaoie  Dnidtehnng  iat 
steta  von  gleicher  OrSsae,  welches  auch  die  Gerade  and 
welches  ihr  Drehnngspunkt  sei.  • 

Die  Gegenstandslosigkeit  des  Streites  aber  die  Berechtigung  der 
nichteuklidiachen  Geometrie  dürfte  ans  folgender  Betrachtung  mit  beson- 
derer Dentlichkeit  hervorgehen.  Der  Ursprung  der  Geometrie  ist,  wie 
ja  schon  ihr  Name  sagt,  in  reellen,  gegebenen  Verhältnissen  unseres 
Weltraumes  zn  sncheu.  Diese  Geometrie  ist  aber,  wie  H.  Grassmann 
herroTgehoben  hat  (Ansdehnnngslehre  I,  8.  IX),*  keine  reine,  sondern 
-eine  angewandte  Wissenschaft.  Mao  bleibt  nun  lediglich  auf  diesem 
beschrünkten  Standpunkte  stehen,  wenn  man  keine  anderen  Zweig«  der 
Wissenschaft  snlassen  will,  ala  solche,  die  sich  mit  unserer  Banmanachan- 
nng  vertragen.  Abstrahirt  man  aber  von  unserem  Weltranm,  so  findet 
sich  leicht,  dass  neben  der  (rein  gedanklichen)  Voratellnng  dieses  Ban- 
iqes  noch  viele  andere  denkbar  sind,  indem  der  Drei theilnng  der  Cnrrui 
nnd  Flächen  in  solche  mit  positiver,  negativer  und  verHchwindeader 
Krtimmnng  eine  ebensolche  der  BSume  an  die  Seite  an  stellen  ist.  Inner- 
halb dieser  Erweiterung  findet  auch  die  nichtenklidiscbe  Geometrie,  die 
ja  gar  Dicht  den  Anspruch  auf  Geltung  im  Weltradm  xn  erheben  braucht, 
ihren  wohl  berechtigten  Plats.  Ferner  erweitert  sich  der  Begriff  des 
Baumes  an  dem  der  Mannigfaltigkeit  n'"'  Stufe,  indem  die  Zahl  der  Di- 
mensionen vermehrt  wird.  Die  Mannigfaltigkeiten  n'"  Stnfe  mit  ver- 
schwindender Krümmung  bilden  den  Gegenstand,  welcher  in  Grass - 
mann'a  Ansdehnungslehre  behandelt  ist;  unser  Weltraum  ist  hier  das 
reale  Abbild  einer  dreifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  ohne  Krüm- 
mung, die  enklidische  Geometrie  mithin  eine  Anwendung  der  Ann- 
dehnnngelehre  (und  zwar  der  speciellen  Fälle  r  =  1,  2,  3)  auf  den  Welt- 
ranm und  die  in  demselben  constmirbaren  Ebenen  und  Geraden.  Die 
vollstXndige  Abstiaotion  von  der Banmanschanung  bewirkt,  dass  die  Ans- 
dehnungslehre von  vomberein  solche  Sätze  (wie  das  Parallele naziom), 
die  man  mit  Hilfe  dieser  Anschauung  zu  beweisen  sieb  timsonst  bemüht, 
BUS  den  Eigenschaften  der  Mannigfaltigkeiten  selbst  ableitet.  Hierdurch 
wild  die  Schwierigkeit,  jene  Sätze  für  die  Geometrie  zn  beweisen, 
keineswegs  beseitigt;   aber  sie  wird  dahin  verlegt,  wo  ihre  wahre  Natur 

*  Es  beisst  dort:  „Schon  lange  war  es  mir  nämlich  einlenchtend  gewesen, 
daaa  die  Geometrie  keineswegs  in  dem  Sinne,  wie  die  Arithmetik  oder  die  Com- 
binationslehre ,  als  ein  Zweig  der  Mathematik  anzusehen  sei,  vielmehr  die  Oao- 
metrie  schon  auf  ein  in  der  Natur  Gegebenes  (nämlich  den  Baum]  sieb  beziehe, 
und  dasB  es  daher  einen  Zveig  der  Mathematik  geben  mfisse,  der  in  rein  abstrao- 
ter  Weise  ähnliche  Gesetze  aus  sich  eraeage,  wie  sie  in  der  Qeomstrie  an  den 
Baum  gebunden  erscheinen." 
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«lleia  KOT  AnBohaaung  kommt,  nXmIich  iu  die  Beantwortnog  der  Frage: 
lat  nnaer  Weltraum  das  genane  Gegenbild  einer  kritmmiiDgs- 
losen  Mannigfaltigkeit  von  drei  Dimensionen?  Wird  diese 
Frage  bejabt,  so  gilt  der  Inbegriff  aller  mit  den  Mitteln  der  Ansdehanngs- 
lehre  ableitbaren  S&tze  (also  anch  das  Parallelenaziom)  im  Gebiete  der 
ersten  drei  Dimensionen  auch  für  den  Weltraum  nebst  den  darin  con- 
atrairbaren  Ebenen  und  Geraden.  Wird  die  Frage  Terneint,  so  ist 
unsere  ganae  Geometrie  ein  Gedankenpro  du  et  ebne  reelle  Abbilder;  ja 
CS  siod  dann  im  Weltraaroe  Ebenen  nnd  Geraden  entweder  gar  nicbt, 
oder  nur  in  eingeaehriinktem  Masse  denkbar  (ganz  abgesehen  von  tbrer 
re^en  Exiatens).  —  Die  Verneinnag  jener  Frage  ist  aber  gar  nicht  ao 
absurd,  wie  es  hn  erster  Betrachtang  scheint.  Denn  erstlich  Fordert  bei 
gesaaer  Betrachtang  unser«  Anschanung  nur  die  ünbegrenstheit ,  nicht 
aber  die  Unendliahkeit  des  Baames,  nnd  würde  sich  mit  einem  Banme 
von  UberaU  constanter,  wenn  anch  aebr  geringer  Erttmmung  Unfrieden 
geben.  Sodann  aber  hat  Zöllner  (in  seinem  Buche  „Die  Natnr  der 
Cffmeten")  für  eine  derartige  Beschaffenheit  des  Weltranmes  sogar  recht 
gewichtige  Gründe  geltend  gemacht.  Es  wXre  sonach  gar  nicht  nnm&g- 
lieh,  dasa  einSt  die  nichtenklidische  Geometrie  sich  als  die  „wahre",  d>  h. 
d«n  realen  Verhältnissen  entsprechende  entpuppte,  in  welchem  Falle  die 
euklidische  im  Gebiete  des '  Weltraumes  nur  annShemde  Giltigkeit  (Für 
nnsere  Uessongen  freilich,  auch  für  die  genauesten,  Tollkommene)  besMase, 

4.   TTeber  BjfttUng'a  Dmiatellnng  dea  Inaffinären. 

Die  durch  Möbius,  Ganss  nnd  Siebeck  gegebene  Darstellung 
dea  ImaginSren  war,  wie  leicht  einzusehen ,  einer  Erweitemng  bedürftig. 
Denn  wenn  sie  die  Funkte  einer  Geraden  als  Bilder  der  reellen,  die  der 
Ebene  als  solcfas  der  imaginären  Zahlen  ansah,  so  fragte  man  hillig: 
Was  bedeuten  dann  die  Funkte  des  Raumes?  An  Versncben,  diese  Lücke 
anazuföllen,  hat  es  nicht  gefehlt.  (Vergl.  darüber  Hankel,  Theorie  der 
complexen  Zahlensysteme,  S.  104  n.  105)  Und  zwar  ist,  wie  gleich 
bemerkt  werden  mag,  eine  doppelte  iJrweiterung  der  uraprUn glichen  Dar- 
stellnng  denkbar.  Man  kann  nämlich  erstens  bemerken ,  dass,  wenn  das 
Imaginäre  in  der  Geometrie  der  Geraden  seine  reelle  Darstellung  in  der 
Ebene  6ndet,  auch  das  Imaginäre  in  der  Geometrie  der  Ebene  im  Baume 
wird  znr  Anscbaunng  gebracht  werden  können.  Für  diesen  Zweck  bedarf 
es  nur  einer  Darstellung,  welche  alle  Punkte,  oder  besser  Linien,  einer 
Ebene  als  reell,  alle  Punkte,  resp.  Linien  dea  tlbrigen  Raumes  als  ima- 
ginär betrachtet.  Eine  solche  Darstelinng  hat  neuerdings  BjSrIing* 
g^eben.      Da    sie  sich  in  gewisser  Beziehung  an  die  Siebeck'scbe  am 


*  Geber  eine  vollständige  geometrische  DaretaUong  einer  Gleichung  zwischen 
swü  Teritnderlichot  Grössen.    Stockholm  1876,  Norateät  ft  SSner. 
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Von  der  ezpUoiten  Dantellnng  der  regnlftren  Deter- 
minanten ans  Binomialeoefficienten. 

Von 

Dr.  S.  Günther, 


unter  einer  regolSren  Determinante  ans  Binomialeoefficienten  wird 
1  Folgenden  guis  allgemein  eine  Determinante  der  Fonn 


(:;)■(;■)■(;■)■•■■(:;) 


(::)■(::).(::)■■■■(?; 


(«r+.>»r) 


▼Pisten  den ,  wobei  m,  nnd  n«  jede  willkttrliche  guuM  Zahl  ^0  bedenten 
sollen.  Soviel«  specielle  Fille  dieser  gens  nnirersellen  Form  bereits 
einer  anderweiten  Darstellnng  in  geschlossenen  Formeln  sngtngUcb  ge~ 
mecbt  worden  sind,  so  ist  sie  selbst  doch  anscheinend  noch  nicht  in 
Angriff  genommen  worden.  In  der  That  llsst  sich  gleich  von  Anfang  an 
erkennen,  dass  die  AnfBndnng  expliciter  Aiudrücke  mit  Schwierigkeiten 
oder  doch  anm  Mindesten  mit  grossen  Complicationen  retknöpft  sein 
werde.  So  ist  es  auch  wirklieb  der  Fall,  nnd  wir  sobetitniren  deshalb 
der  vorigen  Fassang  unserer  Aufgabe  die  folgende  pricisere: 

Die  Determinante  J  soll  durch  eine  Reihe  Torgesebrie- 
bener  Operaiioneo,  welche  sieh  ansnahmslos  durch  das 
abliebe  Summen-  und  Productseichen  darstellen  lassen  mfis- 
aen,  auf  die  als  bekannt  voransgesetate  Determinante 
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snrflckgsffihrt  werden. 

Diese  letstere  Detenninante  mSge  mit  BUcksicbt  auf  die  aoegedelin- 
t«D  Untersucbangeti  Naegelebach's,  von  denen  weiterhin  die  Bede 
sein  wird,  ela  eine  analytische  Constante  betrachtet  weiden. 

Man  erkennt  sofort,  dass  dnrcb  Heranssiebnug  der  simmtlichen  Ele- 
menten der  DeterminaotAn reihen  gemeinsamen  Factoren,  wenn  noch  der 
Bmch  • 


nu^- 


geseilt  wird,  ^  in  nachatehende  Gestalt  übergeht: 

(«,-!•,) (i»,-it,-l) ...  C»,-n,-nH-l),   (tn,-n,)  {m,-n(-l)...(mi-«,-n,+l), .-  (iit,-«i)  (mi-n,-!) ...  lmi-n,-n^+i) 

I,  -{«r«,)(mr«i-l)  .„(m,-*i,fiH-l),  («,-«,)  (M,-n,-l)...  («rttj-Hfl- 1),  ...{«ii-*H)  Cmi-«i-I)  -  [mr«i-«p+l) 

1,  (ftr«i){*»r«i-l) ...  (M,-«|-ih+l),    {M,-n()  {m.-«,-!)  -  ("»•-«i-VI-l)>  ~  ("«•«i){'ni-»i-l)  -  (•»»■^■'*p+*) 


I,  (fi^-«,)Cm^Hi,-l)_.(iiip-n,.«,+l),  {«,.«,)(«p^i,-l) -{"•,-«i-MrH),-.C»p-«i)('»p-«i-l)-(»p-«i-«j>+l) 
beseichnen  wir  diese  letzterhaltene  Determinante  mit  ^  nnd  führen  wir 
die  in  den  einaelnen  Elementen  dnrch  Parenthesen  angedeuteten  Mnlti- 
pUcationen  sKmmtlich  ans,  so  ergiebt  sich  nns,  daas  die  i"  Colnnne  von 
^  blos  noch  Elemente  enthXIt,  welche  sich  als  ganze  rationale  Functio- 
nen Tom  Grade  (»i— n,)  täz  die  Grössen  m  darstellen.  Wir  denten  fttr's 
Erst«  dnrch  das  Symbol 

die  Snmme  aller  Combinationen  ohne  Wiederbolnng  ■□ ,  welche  sieh  ans 
den  Tennen  der  continnirlioben  Zahlenreihe  n,  ...  »(—1  zur  A""  Classe 
bilden  lassen.  Indess  ISsst  sich  dasselbe  anch  nnschwer  auf  ein  gewöhn- 
liches Snmmensymbol  redcciren;  es  ist,  wie  man  durch  anmittelbare  Aas- 
recbnnng  findet,  gleich  der  A- fachen  Summe 


2     2 


't-la,=iil-t     ■! 
'+1        •,=Bi-(.Ia,: 


!  =  ■<-» 


Und  aneb  bierfUr  kann  man  durch  Zusammen ziehung  der  ft-fachen  Sninme 
in  eine  eiofache  und  Verwendnog  eines  einzigen  durchlaufenden  Buch- 
staben Folgendes  scbreibeo: 

1.  Pbrdk  xxir,  %.  1 
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■ , — 

m^  TI<^,      (Ä  =  l, 2,3,  ...*). 

Wenden    wir   diese  «bgekürete  BexeicEmnngaveise  nnrnnehr  aaf  oiuere 

Determinaiite  ^  an,  welche  Ennlcbat  in  folgender  Fonn  erscheint: 

i,  ...  S"*iffli"i-".  +  (-i)'S»).Bi,-(-"i-'  +  (-l)»SI*).«.j-(-".-»+...  +  (-l)"j-«.-iS(".--".-», , 

1,  ...S<'"m,".--.  +  (-l)iS"l.«,-i-.->  +  (-l)'Sf".m,'r"i-»+...+{-l)-<--.'  S("*".-'),. 

l,  ...SI*)ing-<-"'+(-l)»S<'».m,»i-"'-»+(-I)»S(*).Bi,". -"■->+...+ (-!)■* -■>-'  «<■(■"■-'>,., 

1,  ...S<o)ff.^"i-.  +  (-l)iS(').mj,"f—-'+(-l)*S(«.m;^-"'-»+-+H)"* '"'"'  fft-"-",. 
Gebilde  dieser  Art  laaeen  sich  stets  nach  den  bakanoten  ZerlegnogHUsfln 
des  Detenninantencalcnls  in  ein  Aggregat  von  Determinanten  Terwandelo, 
deren  Elemente  ansechUeaslich  Monome  sind.  Albeggiaoi  hat  in  einer 
eigenen  Monographie^)  diese  ZerflÜlnng  einläselich  stndirt  nnd  gezeigt, 
dass  fttr  die  Determinante  vom  Allgemeinglied 

die  Prodncte  s&mmtlicher  Combinationen  von  Minoren  der  einaelnen  De- 
terminanten 

i'±aVi-"'»V".    ■2±a'i.<  •■■*'■.■•  •■•  ■2±«'''i,i---o'-.- 
in  Summe  jener  Determinante 

.2±«'i,i +■.'.. +  <!'.,>...«'-,-  +  . ..  +  «'... 
gleich  sind,  wenn  dieselben  alleBeihen  de«  Systems,  keine  aber  gemein- 
sam enthalten. 

BeTttcksichtigen  wir  diesen  Satz  und  tragen  noch  dem  Umstände 
Bechnnng,  dass,  weil  die  Gliederansahl  der  Polynome  ftlr  jede  Colanne 
von  S  eine  andere  ist«  viele  der  in  die  allgemeine  Zerlegangsformel  ein- 
gebenden Determinanten  in  nnserem  Falle  verschwinden  mtUaen,  so  er- 
kennen vir,  dass  ein  beliebig  heransgegriffenes  Glied  nachstehende  Ge- 
stalt annehmen  wird: 

|1,     (-1)-.— .-•■^(».-»■-»J.fflj.,,  ...| 


DemgemSss   ist   anch    das  Allgemeinglied   der  J"  darstellenden  Samme 
dieses: 

I  1,    (-.l)'i,->i.-«,S("r",-"J.mo,^  (-l)».-.-«,S*"'"'"'l.»;', ...  {-l}-r»>  "i-iSt'^'-i-il  .m;« 
1,   (-l)"r'ii-'*S('t.Hi.<«il.my.,    {~l)'^i:**S('*'--^  .m^  ...  {-l)"f  ■i-«.-iS*V"'-"wl.»i"M 
J'^   1,   {-l)"^'*!«!"!-"!*),«!«!.,    (-l)»i-'-"'Sl'*-^-*).BiJ>,...(-])"r-.-«V-iS<"(-".-«.i».i)iJt.l 


Von  Br.  S.  Güktubs. 

In  der  f""  Colonne  (s>l<p)  liest  .sich  Mwcbeiden  d«r  Factor 
(_l)",-",-",-i5(«.-«,-«,_,)j 

um  somit  das  Vorseiehen  so  bestimmen,  haben  wir  von  der  Summe  der 
n  mit  verschiedenem  Index  die  Snmme  der  n,  und  der  a  in  Äbsng  zu 
bringen,  d.  h.  es  bt 

,=P-i  1, 

^=(-1)'='  '='     TT  5(-i-.-«'.i)   1,  , 


Der   Exponent  von   S  kann    der  Grandbeding;iing   der  Aufgabe   gemJUs 
swiachen  0  und  (r>i  —  n,)  schwanken ;  es  ist  also  veiter 


■•■=Bl-"l    »5--l->'l    B.--,-B,  ■.,_l=np- 

-?     ^     -?  •■    ^-. 

a,=«  S=i  <4=»  ■,-!=* 


Dieae  (p  — l)-fache  Snmme  Ifisst  mit  besonderer  Leichtigkeit  die  ZiiBam- 
menxiehung  in  eine  einfache  zn,  und  da  andererseits  ^  mit  ^  durch  die 
Oleichnng  ä^i^^  verbanden  ist,  so  resnltirt  durch  Rücksnbstitntion  die 
Sfihltiasformel 

{•"t-0 


uu 


Ü" 


X*-i>2^   (-1)'='  *='     Ci-.-'i-Oy  lJ<'i 

XX+ («ni",  mg"-,  mg"-,  ...  mp"|i-i). 

Damit  ist  denn  das  eingangs  gestellte  Problem  voUstlndig  erledigt;  die 
Determinante  ist  durch  eine  VerbindoDg  der  beiden  Operationsaeichen 
der  combinatorischen  Analysis  ah  eine  Function  der  ungleich  einfacheren 
und  bereits  genauer  bekannten  Determinante  S  dai^estellt. 

Selbstredend  «erden  in  der  obigen  (p  — l)-fachen  Summe,  wie  schon 
bemerkt,  sehr  viele  Glieder  sich  annnlliiett,  sobald  sXmIich  in  einer  der 
Determinanten  J"  einmal  ttt=iit  wird.  Dieser  Umstand  tritt  besonders 
gflnstig  dann  hervor,  wenn  die  Tenne  n,,  n^,  n,,  ...  n^  irgend  consecu- 
tive  Glieder  der  natfirlichen  Zahlenreihe  sind,  indem  alsdann  nnr  eine 
einsige  Determinante  d"  tlbrig  bleibt.  So  leitet  sich  ans  nngeier  Gene- 
lalfonnel  unmittelbar  ein  eleganter,  von  V.  v.  Zeipel*)  gefundener  Satz 
ab.     Für  »1  =  0,  ni=i~l  findet  aich 
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(»■).  ("■).  (".').  -G^O 
(?).  (?).  (?).  ■■■{.%) 
W.  (?).  (^).    ■C"^>) 

(vj.(v).(v):-^Gtö 


0I1I1I3I...(1>-1)I 


oder,  wenn  man  den  bekannten  Ansdnick  fOr  das  Differenxenprodiiet  in 
Anwendung  bringt  und  im  Nenner  entsprechend  xnsammenfaut, 


'ffff- 


wie  an  jenem  Orte  angegeben. 

In  einer  beaondei«  dnieh  ihre  schfinen  geametriachen  Benltate  «oi- 
geieiehneten  Abhaadlnng *)  hat  auch  Oarbieii  mehrere  Specialflül«  re- 
gnlirer  Determinanten  behandelt;  doch  sind  dieselben  —  waa  ihm  ent- 
gaogea  ra  win  »oheint  —  bereite  in  t.  Zeipel's  Studie  theilwoiae  ent- 
halten, BO  inebeeondere  die  Darstellnng  Ton 


£  + 


(;)('r')('t")-('^-V"). 


Hit  der  Detemiitante 

hat  aieh  beeondere  NaegeUbaoh  beechiftigt.  Er  behandelt  dieaelbe*) 
ven^tt^tt  eiaM  Ton  ihm  mit  0«Khiek  snd  Erfolg  Terwendeten  combi- 
natoröchea  Aoadneka,  welcher  dnnh  die  FaaetioBaiglNchuig 

(«,  ...  M,J-(«i  ,..  •,-,)  +  «,(«,. r.  m,) 

dcfnirt,  im  Uehtigea  aber  avfli  «ehr  leicht  in  entwickelter  Form  an- 
geachriehe«  werden  kaan.M  Naegelabaeh  Mut  nnn*)  den  Nachweia, 
da«  flr  i  naobatehewde  IdeitÜUt  «^Mitt: 


Von  Dr.  8.  GOuthbk. 


_y.B-t,...e-*+l_y.a-l,...t-p  +  i+l 


K-«.) 


d«r  Faetor  J^  repriUentiit  die  allbekannte  Determinante 


•SN 


K-«,). 


Angesichta  der  znletzt  featgestellten  Thatsachen  dürfen  wir  sonach 
mit  Recht  behanpten,  ea  sei  das  Frobleni,  eine  regalSre  Determi- 
nante ans  Binomialcoefficienten  (^^1  lediglich  mittelst  der 
Operationsaeichen  der  Snmme  nnd  des  Prodnctes  als  eine 
Function  der  Grttasen  J  nnd  A  anszndrficken,  endgiltig  gelöst. 

In  der  Praxis  freilich  werden  metstentheils  die  auf  directe,  jedem 
^seinen  Falle  besonders  angepasste  Weise  gefiindenen  independenten 
Foiueln  den  Vomg  verdienen,  wie  sie  in  aberreichet  Fflile  in  der  vor- 
genannten Abhandlung  t.  Zeipel's  angetroffen  werden. 

Anhangsweise  sei  nocb  bemerkt,  doss  auf  nnsere  Ergebnisse  in  mehr- 
facher Art  eine  ezplicite  Darstellnag  der  Bernonlli'schea  Zahlen  be- 
grOndet  werden  kann.  Am  Einfachsten  gestaltet  sieh  der  immerhin  aiem- 
lieh  Terwickelte  Dntersnehnngsgang,  wenn  wir  von  der  nnlXngst  erst  von 
Hammond^)  gefundenen  Formel  aasgehen.  Es  ist,  wenn  wir  die  ge- 
brSaehliche  BezeiehnnQgsweue  beibehalten, 


(-1)-+' 


©.  a 

),           0, 

0, 

...    0, 

0 

0, 

ö). 
(1). 

...    0, 
...    0, 
...    0, 

0 
0 
0 

(V).  (V).  {%')'  Ca)-  ■••G^:-.).U"0 


«n+l-l    fi-+l\    l'2ii+l\    /Sii+1\         /2n+n    /Sn+r 
(    0   )■(    1    )•(    2    )•{    3    )'-{2„-i)'[2n-l. 


8o  wenig  wie  irgend  eine  der  anderen  Determinanten,  welche  von. 
den  venehiedensten  Forschem  fttr  den  glichen  Zweck  in  Torsehlag  ge^ 


LOS    Von  der  expliciten  DsTStellnng  der  ragnllren  Determinanten  etc. 


braeht  wurden,  ist  D  regullr,  d«  mit  Anaoalime  der  beiden    nntaisten 
HoritontAlreiben  anf  du  Element    («„^J   oi^bt,   vie   die  Begel  will, 

(    K   aondem  gleicb  (pj.])  folgt.     Dm  jedoeb  D  in  «n  Aggregat  tob 
regnliien  Determinanten  flbersnfUren ,  bntnoben  wir  bloa 


ö).    (?).   i-,     0,        0.     ... 

®.  (?).  6).  '-.  «.  ■■ 

(J).  (J).  ö).  (ö-  ->.  •■■ 

®.  ©.  Ö).  Ö).  G).  •■ 

IK  tetaen  und  weiterbtn  nach  den  Zerlegangafeimeln  la  vei&bren,  wie 
aie  a.  A.  von  Albeggiani')  eigens  ßlr  binoaiiache  Determinanten  an- 
g«g«beB  vorden  nnd.  Man  wird  im  AllgemeineB  als  Endergsbataa  dieser 
ZerfUhiBg  3l<"-l)   regvlire  Determinanten  erhalten.     Was  qbd  den  All- 

gtomeincbarakter  dieser  letateren  anlangt,  so  lencbtet  ein,  dasa,  wenn  I  .  j 
die  allgemeine  Form  de«  BinomialcoefGcienten  TOrstellt,  die  Terms  der 
«rate«  CSoloane  immer  gleieb  (/))i  die  der  aveiten  dnreh  ( ■  j  aasgedrttekt 
sein  werden,  wihrend  andererseits  in  den  beiden  untersten  Zeilen  resp. 
nnr  die  Elemente  (  ^  )  u>d  (  ^  )  Torkommeii  kSniutn.  Da  andern 
das  pontiTe  Vaneichen  anssehliesslicb  den  geraden,  das  n^atiTe  aos- 
sebBeacUch  den  nng«raden  Unterdeterminanten  ron 


;©.  (?).  (1).  ©.  G).  - 

;(?).  (n-  G).  ö).  ö).  - 
i3).  G).  (JV  G).  G). ... 
GV  G).  G).  G).  G).  ■■ 


i«g^$rt,  •«  ist  I^r'*  selbst  nnmittelbar  dnreb  ri.>lg«iide  Determinante  ge- 
geben,   wvnn   wir   «atw  /»/'   «ine  (.3*  — f>**  PaitiaMetniminante  nm  i)* 
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Der  Term  Pf  ist  eine  Z&hl  der  nAtttrlichen  Beihe  ^3^2tt— p  +  2; 
die  GrSisea  tv  lassea  Bich  ganz  ähnlich  in  Grenzen  ein schli essen ,  nnd 
es  hat  somit  keioe  Schwierigkeit  mehr,  die  musgebende  Determinante 
anter  dem  Bilde  eines  (ji  — l  +  ]=p)'faohen  SnininenansdmckG  hinzu- 
schreiben. 

Ans  dem  Vorstehenden  kann  die  vom  Verfasser  bereits  früher')  her- 
TOrgehobene  Wahrheit  abstrabirt  werden,  dasa  die  combinatoriacfae  Äna- 
lyÖB  dann  erat  die  in  ihr  nihende  Kraft  f&r  die  Anffindnng  ludependen- 
t«r  Anadrtleke  kiit  rollen  Entfaltung  zn  bringen  vermag,  wenn  sie  sieh 
der  Detenninantendorstellang  ala  eines  Uebergangs-  nnd  Zirischenmittela 
bedient. 
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vin. 

Zar  Theorie  der  drei  ellipsotdiiohen  OIeiahgewi«htg- 
fignren  frei  rotirender  homogener  FlüBBigkelten. 

Von 
J.   öAGEN,   S.  J. 


In  dnem  Aafoatie  dieiet  Zeitscbrift  (XXI,  1),  betitelt:  „Ueber 
eine  einf&che  BehkndlnngsweiBe  derjenigen  Probleme  der 
Hydromecbsnik,  in  welchen  Ellipaoide  mit  kleinen  Ezcen- 
tricitXten  Torkommen",  b&t  Herr  Di.  Arnold  Oieaen  üne  Reibe 
interessanter  Ftobleme  anf  hSchst  einfache  Weise  geltist,  indem  er  das 
Potential  eines  wenig  excentnBchen  EllipsoidB  darch  eine  NShernngsfor- 
mel  darstellte,  in  welcher  die  dritten  und  höheren  Potenzen  der  linearen 
ExoentrioitUen  TemacblSasigt  sind.  Dnrch  eine  ähnliche  Nkhemngsrech- 
nnng  mfissen  sich  nnn  anch  die  bekannten  drei  ellipsoidischen  Gleich- 
gewichtsfignren  frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten  finden  lassen, 
wenigstens  so  lange  ihre  Winkelgeschwindigkeit  klein  ist,  dieselben  also 
ihren  Grenzfignren,  der  Kngel,  der  unendlichen  Kreisscbeibe  und  dem 
nnendlichen  Kreiscy linder,  nahä  kommen.  Wenn  anch  die  ÄnsfBhniog 
dieser  Rechnung  keine  nenen  Resnltate  liefert,  so  mSchte  sie  doch  nicht 
ohne  alles  Interesse  sein,  zumal  dieses  Problem,  wie  Herr  Schell  in 
seiner  „Theorie  der  Bewegung  und  der  ErSfte"  sieh  ansdrOckt,  wnige 
Berühmtheit  erlangt  hat. 

Wie  Herr  Giesen  die  lineare  EzcentricitSt  des  schwach  ab- 
geplatteten Rotationsellipsoids  als  kleine  QrSsse  erster  Ordnung  betrach- 
tet, so  sollen  beim  stark  abgeplatteten  die  Botationsaxe  und  beim 
dreiaxigen  der  reciproke  Werth  der  l&ngsten  Axe  als  kleine 
OrGssen  erster  Ordnung  gelten.  Ebenso  sollen  ancb  hier  alle  Glieder 
von  der  dritten  nnd  höheren  Ordnung  TemaehlXssigt  werden.  Die 
Gleichung  des  Bllipsoids  sei  im  Folgenden 
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Dnter  3c  immer  die  Axe  Terstsnden,  um  welche  duselbe  rotitt.  Seia 
Potepti&l  in  «iuem  innera  Punkte  werde  mit  F^,  das  in  einem  kusem 
mit  Vt  heieichnet,  aeine  Umbs  M  sei  eine  Orfisse  von  der  0""  Ordnung. 

L   Hthenrngafbimeln  fttr  du  Fotantial. 

1.     Dfts    schwach    ezcentriache   KotationsellipBoid.     Herr 
Giesen  geht  in  dem  genannten  Anfa&txe  ans  von  der  bekannten  Formel 

/^  1  r  a:*  u*  I*  "I 

eetit  «■  =  «•  +  «*,  6*  =  c*  +  «•,  wo  also  e  und  t  klein  von  der  ersten  Ord- 
nung sind,  snd  gelangt  so  zn  den  beiden  Formeln 

WO  r*^a:*-i-y*-|-i*  gesetzt  ist.  Speciell  ftir  ein  Rotationsellipsoid  folgt 
bierans 

i)r,=4«|i-i^l(*-»?>"t^-?(l-i?0i 

3.  FfiT  du  it«rk  abgeplattete  BetstioaiellipBoid  haben  wir 


Bnn  f'c'  +  ts tr  =  «f^ o*—c*  gesetzt  wird, 


V    (IT^.-(?^/.(lT?+"'*":)I^ 
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2 


(««_c«+p»)(.«  {a'-c*)o     (<r*-c*) 

/^    dp  2/1  1  B       \* 


wodnrch  nun  erbKIt 

Es  sei  nau  c  kleia  von  dar  ersten  Ordonngj  es  ist  dann  i  ebenfalls 
von  der  ersten  Ordnong,  sowie  anch  --^,  wie  man  ans  jlf=^a*cs|^  er- 
kennt, worin  f  die  Dichtigküt  bezeichnet.  £b  sind  also  an  entwickeln 
A  bis  anf  Glieder  der  2.  Ordn.  incl. , 

B    „      „          „         „    3.     „  „       da  a!»+y*  von  der  (— l)»*"  Ordn.  ist, 

ß    „ ,   0.     „        „       „        i»         „     „       2.  „      „ 

Mit  Rflcksicbt  hierauf  bat  man  za  setzen 

ya*  —  c*       a\        *  o»/      a  '  ya*  —  tr  a       a 

also 

Demnach  wird  . 

Obwohl  diese  Formel  fHr  nnsem  Zweck  hinreichte,  so  wollen  wir  doch 
der  Vollständigkeit  wegen  anch  diejenige  fltr  F.  entwickeln. 

Man  lege  durch  den  Süsseren  Punkt  {x,  y,  i)  ein  dem  gegebenen 
confocales  Ellipsoid  mit  den  Halbazen 

wo  £  zu  berechnen  ist  ans  der  Gleichung 

Das  Potential  des  confoealen  Ellipsoids  anf  den  Punkt  (x,  y,  s)  iat  dann 
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worin   die  ^,  ff,  1/  vaa  J,  B,  D  lierroi^eliep ,   wenn  man  in  letzteren 
a  ood  c  dnrcli  a   und  c   enetit. 

Nach  dem  M&elantin'schen  Satze  hat  man  fSr  dae  Potential  des 
gegebenen  EUIipioide  auf  denselben  PUnkt 

Die  Bereehnnng  von  |,  ^,  ^,  i>'  soll  unter  der  vereinfachenden 
Annahme  anageffihrt  veiden,  daas  der  Pankt  {x,y,t)  sehr  nahe  an  der 
-  Oberfliche  des   gegebenen  GllipBoids  liegt.     Es  wird  dann  die  Halbaxe 
c   von  der  ersten  Ordnnng,  folglich,  da  c''^c*-|-£  ist,  |  von  der  zwei- 
ten Ordnoag  sein,  also 

s — r  «  =  1 1  folglich  c*  =  -i 5 = . 

Offenbar  ist  auch   hier  z*  von  der  zweiten  Ordnung,   da  es  kleiner  ist, 

als  c\    Haa  ethKit  dann  weiter,  da  -t  =  — (l— ^-j  1  =—  ist, 

fol^ich  (ffir  Funkte  in  der  KShe  der  OberflKche) 


wobei  sn  beachten  ist,  dass  die  Wurzel  das  Zeichen  von  z  haben  mnss. 
3.   FQt  das  dreiazige  Ellipsoid  haben,  wir  wieder 

0 
Wir  maeheii   nun    die  Voraussetzung,  dass  —  klein  von  der  ersten 

Ordnung  seL  Ans  der  Formel  Sf:=-^abcHf  folgt  dann,  dass  bc  eben- 
falla  von  der  ersten  Ordnung  ist.  Wir  setzen  weiter  &'  =  c*-|-«*  nnd 
nehmen  an,  dass  e*  von  hSherer  Ordnnng  sei,  als  fr*  nnd  e*.    Es  sind 

demnach  b  nnd  c  von  gleicher  Ordnnng  und  somit  — ,  t*,  c*  von  der 

ersten  Ordnung,  e*  von  der  zweiten  oder  von  bSherer  Ordnnng.  Daas 
diese  Annahmen  fOr  die  in  Frage. stehende  Qleicbgewichtsfignr  znlSssig 
sind,  wird  sieh  ans  dem  zweiten  Theile  ergeben;  es  wird  sich  aber  dabei 
auch  zeigen,  dass  e*  infolge  der  Oleicbgewichtsbedingung  in  der  That 
Ton  htberer  als  der  zweiten  Ordnung  ist.     Bis  dabin  müssen  wir  aber 
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die  Formeln  bo  entwickeln,  ala  ob  e*  von  der  sweiten  Ordnung  sei.     Han 
hat  demnaeh 

_i . '  '   f  ■  I  •*  )"* 

=^,['-*Ä-.+'(Ä-,)l. 

irobei  BQ  bssohten,  dm    ■        fBr  kleine  '  Ton  der  eisten  Ordnung  ist; 
folgliob 

Setst  maa  |/?+(=»  «od  ordnet  nach  der  Gestalt  der  Integranden, 
•o  kommt 

"  iy^-^J  [rjrp^s?"  rrp?3?J '' 


-/- 


'  +  /«•-«■ 


Von  J.  HAsnH. 


a 


o'+c')'- 


o'-c«     8(a>-eV     lOW-c")' 


,+y^z:?)'^  (.-yvz:?)' 


li,. 


,     4a>-3ac" 


Ans  d«m  zuletzt  angefOhlten  Atudmcke  fBr  Ff  erkennt  mui  weiter, 
dus  in  berechnen  sind 
^  bin  enf  Olieder  2.  Ordn.  incL, 

weil  Bein  Fector  Ton  der  ( — 2).  Ordn,  iit, 


c  ..    .. 

1.     , 

J>      .,         M 

.        2.     , 

M    „     „ 

,     (-1)-, 

'   „     >, 

,       0.    , 

C    „     ,. 

,    (-3),, 

..      ..       5. 

(1\       1       a  +  ya*—  c* 
—  1=1—.  lg „    .    .,, 

Toa  der  aallten  Ordnung  ist,  wenn  —  klein  von  der  ersten  Otdnnng  ist. 
Denn  setit  man  —  =  «1  bo  wird 


A«)  =  «* 


1  +  )^1- 


r(<')=i0i 


also  /'(O)^O,  /'(0)  =  +  O0t  woraus  die  Behauptung  folgt.     Han  findet 
= Ig^-i  w«il  ^('  +  2^)=25~■■•  ■^'*'*  •*"  dritten  Ordnung  ist. 


110        Znr  Theorie  der  drei  elliptoid.  Gleichgewichtsfigoren  etc. 


Setzt  man  also 

-j_iAs t 

oder 


wo  also  L  eine  Gitisse  nnllter  Ordnang  bedeutet,  so  wird 


-     *('+*5)-| 


voraus  folgt 

3  ^2o     8oW(' 
Da  sich  im  aweiteo  Tbeile  heraoBetellen  wird,  daaa  e*  von  hsherer 
als  der  zweiteD  Ordnang  ist,  so  mBge  hier  gleioli  die  Formel  flir   Fi  in 
ihrer  schliesslichen  Gestalt  folgen; 


0, 


6) 


^'-i-i^-iü-hym 


ffiersiu  erhSlt  nun  leicht  du  FotcDÜal  in  ünem  inssem  Pankte 
(z,  n,  z).  Man  lege  durch  diesen  Pankt  ein  dem  ge^benen  confocBles 
EUipaoid  mit   den  Halbaxen 

o'=y^+l,  b-=yb*+i,  c-=y^+i, 

wo  I  an  berechnen  ist  ans 

Dsa  Potential  des  confocalen  Ellipaoids  in  Bemg  anf  den  Punkt  (x,  y,  z) 
ist  dann 

,       *.  I.,  LjQOglc 
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wo  y,  f,  ...  >os  J,  B,  ...  bervoi^hen,  wenn  man  in  letstereo  a,  h,  c 
reap. 'darch  a',  b',  c'  ersetzt. 

Nach  dem  UKclftnriQ'Bchen  Satze  erhKlt  man  daiua  wieder,  wie  oben, 
r,  =  4JlfU-a:»fl'-...). 

Die  Bereehsnng  Ton  £,  >/,  B",  ...  soll  wieder  unter  der  Annalime 
«asgef&hrt  werden,  dass  der  Pnnkt  (x,  y,  z)  sehr  nahe  an  der  Oberflitcbe 
dei  gegebenen  Eilipsoida  liegt.  Es  sollen  also  b'*  nnd  (/*,  folglich  auch 
I  kleine  OrfiBsen-  erster  Ordnnng  sein.     Dann  wird 

?+^0-Ä+.^"*  "*"  »■■[«■■  2^ -(»'  +  «')]  +  !l'''  =  0. 
Das  aweite  Glied  der  linken  Seite  ist,  wenn  wir  das  später  über  die 
Ordnung  toh  e*  sieb  ergebende  Besnltat  hier  schon  benutzen,  wenigstens 
klein  von  der  vierten  Ordnnng,  alsg  ist  daa  erste  gleich  Nnll  bis  auf 
Glieder  dritter  Ordnung  einschliesslich,  folglich  der  in  der  eckigen  Klam- 
mer stehende  Änsdrack  gleich  Nnll  bis  anf  Glieder  zweiter  Ordnnng  ein- 
aebliesslieh ,  also  i/_i_i_  i\ 


Da  für  die  Berecbnnng  von  jf^B",  ...  alle  früheren  VoraiusetEnngen 
rdten  and  da  überdies 

so  gehen  dieselben  ans  A,  B,  ...  hervor,  wenn  man  einfach  c  durch  c' 
ersetzt.  Man  erbKit  also  echliesslicb  (fBr  Punkte  in  der  Nftbe  der  Ober- 
flXche) 

e,      K.=,»j^-(|-i)-»^],   .='^^. 

n.   01«ieIig«wiehtsbedinffQngeii. 

1.  Das  Rotationsellipsoid  mit  kleiner  ExcentricitXt, 
Die  hier  zn  machende  Üntersnchnng  ist  in  einem  allgemeineren  Pro- 
blem, das  Herr  Giesen  in  dem  erwähnten  Aufsatse  (II.  Tb.,  §2)  ge- 
löst hat,  als  Specialfall  enthalten.  FBt  nnsern  Fall  gestaltet  sich  dieselbe 
aehr  einfach  folgend ennasseo.  Bezeichnet  Vg  das  Potential  in  Bezug  anf 
Punkte  der  Oberrättche,  ^die  Anziehungsconstante,  8  die  Winkelgeschwin- 
digkeit, so  besteht  die  Gleichgewichtsbedingnng  einer  frei  rotirenden  FItis- 
ngkeit  bekanntlich  in  der  Gleichung 

velche  fSr  alle  Punkte  der  OberflXche  erfüllt  sein  muss.  Für  die  Ober, 
flitebe  eines  wenig  ezcentrischen  Botationsellipsoids  hat  man  nnn,  wenn 
tf  —  (?  =  ^  geaetat  wird , 
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oder,  weDD  aj*+y'+z*=r*  geeetftt  wird. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  Gltichnng  2)  ein,  so  erhKit  man 

Demnach  geht  die  Gleichgewichtsbedingnng  ttber  in  die  identiache  Gleichnng 

welche  das  Verschwinden  des  Coefficienten  von  {x'+y')  erfordert;  folg- 
lieb ist 

''  5c*       2' 

Da  sich  hiernach  e*  dnrch  6*  eindentig  beBtimmt,  lo  folgt,  dass  filr  ^ne 
bestimmte  kleine  Winkelgeschwindigkeit  jedesmal  ein  nnd  anr  ein 
Botationaellipsoid  mit  kleiner  £xcentricitXt  der  Gleidtgewichta- 
bedingung  genllgL  Da  ferner  Gleichnng  7)  für  «*  einen  positiven  Werth 
liefert,  so  folgt  weiter,  dass  dieses  EUlipsoid  nnr  ein  abgeplattetes 
sein  kann. 

3.  Fflr  das  Rotationsellipsoid  mit  grosser  ExcentricitXt  hat 
man  dieselbe  Gleicbgewicbtsbedingnng,  wie  oben.     Setst  man  den  Werth 

a*  '■      c» 

in  die  Olticbnng  3],  so  erbKlt  man  F^,  folglich  als  Gleichgewichts* 
bedingnng 

Diese  identische  Gleichnng  erfordert  das  Verschwinden  des  CoefSdenten 
von  I*,  'also  ist 

Man  kann  dieser  Bedingnng  anch  folgende  Gestalt  geben: 

Setzt  man  die  nnmerisofae  EzcentricitSt 

so  hat  man  mit  derselben  Geuanigkeit  r :]  izciJbyLjOOQlc 


8') 


Von  J.  Haosn. 


Da  sicli  hieraacb  t  durch  B*  eindentig  beetimmt,  so  folgt,  dass  für  «in« 
beatimmte  kleine  WiDkelgaBchwindigk«it  jedesmal  eiD  nnd  nur  ein 
abgeplattetes  Rotationsellipsoid  mit  grosser  ExcentricitKt 
der  QleicbgewicbtB  hedin  gang  genügt. 

3.  Ftlr  das  dreiaxige  Ellipsoid  haben  wir  dieeftlbe  Bedingung, 
wie  früher  Ftlr  V^  haben  wir  aber  nicht  die  Formel  5),  sondern  die 
unmittelbar  vorhergehende  za  nehmen,  weil  die  Ordnnng  von  e' noch  in 
Frage  steht.     FUr  Pnnkte  der  Oberfläche  hat  man  nun 


Dadurch  wird 


Seist  man  diesen  Ausdruck  in  die  erwähnte  Formel  fttr  ^i,  so  erhält' 
man  V^  fBr  Punkte  der  OberflHcbe  nnd  die  Oleichgewhhtsbedingung  wird 
nach  x'  und  y'  identisch,  da  diese  beiden  Veränderlichen  von  einander 
Dnabbängig  sind.  Setzt  man  also  deren  Coefficienten  einaeln  gleich  Null, 
so  erhält  man 

and   dnrch  Elimination  Ton  f 

Diese  von  der  Winkelgeschwindigkeit  nnabhängige  Gleichung  drUckt  die 
Beeiehnng  ans,  welche  bekanntlich  zwischen  den  drei  Aien  des  Jacobi- 
Bchen  Gleichgew ichtsellipsoide  bestehen  muss.  Da  der  von  e*  unab- 
hSngtge  Theil  derselben  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  so  darf  der  zweite 
Theil  keine  Glieder  erster  Ordnung  enthalten.  Dies  wUrde  aber  in  Be- 
zug auf  das  letzt«  Glied  der  Fall  s«in,  wenn  e*  nicht  von  höherer  als 
von  der  zweiten  Ordnung  wäre,  woraus  folgt,  dass  bis  auf  Glieder 
zweiter  Ordnung  genau  e^  =  0  zu  setzen  ist.  Zu  demselben  Resultate 
gelauft  man,  wenn  man  auf  die  allgemeine  Bediagangsgleichnng ,  wie  sie 
von'  Jacobi  aufgestellt  worden,  eine  Reibenentwickelung  gemäss  den 
hier  geroachten  Voraussetzungen   anwendet.*  'Gleicbnng  9]  besagt  also, 


*  Diese  allgemeine  Dedingungsgleichnng  lautet: 
J         a»6' 


ff. 


/^{«*+i){6»+i)«^+l)t(«'+f)(&'+0     "*+(( 
,  wenn  man  die  in  I,  8  berechneten  Näbenmgswerthe  tSr 


,v.o».>glc 


einsetzt,  ,       ...  i.V  .0».>^ 

ZatMsbflft  f.  ÜRtbaBBtik  n.  Phnlk  XXIV,  i.  " 
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daas  ein  drelaxiges  Ellipsoid  mit  kleiner  Winkelgeschwindigkeit  unr  d&na 
Gleichgewichtsfignr  ist,  wenn  es  bis  Knf  Glieder  zweiter  Ordnnag 
(incl.)  gen&n  als  TerlSngertes  Botationsellipsoid  b«tncktet 
werden  ksnn ,  wobei  &ls  Gross«  erster  Ordnnng  der  reciproke  Werth  dei 
ISngstes  Axe  voransgesetzt  wird.  WUrde  man  die  beiden  Torberg^hen- 
den  ellipsoidischen  GleicbgewichtsCgaren  allgemein  behandeln  nnd  nicht 
von  vornherein  voranssetzen ,  dass  es  Rotationeelljpsoide  seien,  so 
wUrdo  man  anf  eine  ähnliche  Bedingangsgleicbnng  etoesen,  die  zwischen 
den  Axen  des  Ellipsoids  erfüllt  sein  mnss. 


/. 


oder 


(?T(HV'+tJ  L*  ""?+*  "^  (?+t^  J  "  cTTfl  ** '  ^  ** 


idt=0. 


■    "^  •  (a»+l)(e'+()*i 
Setat  man  nun  K«'+*  —  v,  so  eikUt  man 

wo  die  C,  £,  ...  O  dieselbe  Bedentamg  haben  wie  fr^Iher  und  B='^~--^(0~F) 

ist.  Nun  erkennt  man  aus  den  frOber  (I,  3)  für  C,  D,  ...  O  anfgestellten  NUie- 
rangswerthen,  doee 

C  von  der  0-  Ordnung, 

D    „      „     t. 

-E  „      „  K-l).      .. 

*'      »  H         1- 

^    n      »  (-S)-      ■>        <u>d  folglich  anch 

H  ,.     .,     0. 
ist.    Setat  man  nun  in  obiger  Bedingungsgleichong  nodi  V  =  i?+^  nnd  berOck- 
üchtigt  DOT  die  Glieder  bis  im  iireiton  Oidnong  «»»«aKUm.ijiJi    ao  geht  diewlba 
aber  in 

Die  von  t*  fireion  (ilicder  sind  ron  der  ersten  Oidnnng,  ab»  ihre  algebraische 
i^untme  i«t  bi»  auf  (.iliotior  iweiter  Onlunug  iucl.  genau 

Die  PaoIoi^u  Ti>n  H  «ind  einit>ln  xon  der  nullten  Ordnong  nnd  ihre  algebraische 
^umm^  T\tn  <)er«'ll<eu  (Wnuit);.  nämHch  =  t— -j-  Da  nun  alle  Teruachl&Bgigtea 
iJU.Hlrr  wi'nii^ti'ti«  von  dt-r  dritten  i>rdiinap  sind.  •«  fordart  obige  Bedingougs- 
gU-iohuuii,  da««  auch 

f*(*'/>*lt»-f.'-i<.VF) 
wvniK*tt<n»  von  der  dritten  i^rxliioo);  st'i.  d.  h.  data  bie  auf  Glieder  «weiter  Ord- 
■ttity  eineohlipMÜcb  tr^nau  r*-  0  «et 


Von  J.  Haobn. 

Ans  der  ersten  der  beiden  Gleichungen,  ans  welchen  Gleichnng  9) 
abgeleitet  wurde,  erhalten  wir  nnn  bis  anf  Glieder  zweiter  Ordnung  genau 

10)  Q^  =  ^^f^ 

oder,    wenn  man  die  lineare  ExcentricitSt  y^—c*  ^  e  aetzt ,  mit  dersel- 
ben Genauigkeit 

10')  e»=4Ä/4. 

Da  sich  also  e'  durch  0*  eindeutig  bestimmt,  so  folgt,  dass  für  eine 
bestimmte  kleine  Winkelgeschwindigkeit  jedesmal  ein  und  nur  ein 
dreiaziges  (näherungsweise:  verlängertes  Rotations-)  Ellip- 
soid  mit  grosser  Excen tricitfit  der  Gleichgewich tsbedingiing  genagt. 

Schliesslich  mSge  noch  erwähnt  sein,  dass  die  vorhergehenden  Ent- 
wickelnngen  streng  gencmroen  nicht  erweisen,  dass  es  drei  ellipsnidiscbe 
Gleichgewichtsfiguren  frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten. giebt,  son- 
dern nur,  dass  es  drei  verschiedene  Qleichgewichtsfignren 
frei  rotirender  homogener  Flüssigkeiten  giebt,  welche  bei 
kleiner  Winkelgeschwindigkeit  annähernd  als  ellipseidisch 
betrachtet  werden  können. 


idbyGoOglC 
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Tu.  Plächen  tweiter  Ordnung  alt  Ertengniue  proJeotiTiMbOT  BlUehtl 
von  Kugeln. 

1.  Uer  gBomettische  Ort  des  SchnittkreJaes  det  entsprechenden  KjX' 
geln  zweier  pTOJectiTJ sehen  KagelubUscbel  K  nnd  L  ist  eine  die  beiden 
Gmndkreiee  der  Btiscbel  enthaltende  Fl&cho  vierter  ^rdnnng  F*.  Da  di« 
Hittelpunktsreihen  k  and  /  von  &'  nnd  L  projectiviscb  sind,  so  sind  es 
anch  ihre  orthogonalen  Frojectiunen  Ä  und  Y  anf  einer  beliebigen  Ge- 
raden g.  Irgend  zwei  entsprechende  Pankte  X^  nnd  Fj  dieser  Beibeo 
sind  Mittelpunkte  der  Strecken  entsprechender  Panktepaare  ar,a;',  nnd 
y,y'i  in  denjenigen  Pnnktsfstemen  x  nnd  y,  welche  von  g  mit  M  und 
t  erzengt  werden.  Die  Pankte  x,,  i/,  kSnnen  nar  gleichzeitig  mit  den 
Punkten  JC^,  K,  im  unendlich  fernen  Paukte  von  g  Busammen fallen ,  nnd 
es  sind  anter  dieser  Voranasetzung  die  Pankte  x\ ,  y\  die  Schnittpnnkte 
der  g  mit  den  Potenzebenen  von  K  und  £,  welche  einander  darum  ent- 
sprechen müssen;  die  BeÜien  A,  l  sind  ähnlich,  und  es  folgt: 

Die  F*  EerHlllt  in  eine  F*  und  die  unendlich  ferne  Ebene,  sobald 
die  Mittelpnnktsreiben  k  nnd  l  Shnlich  sind. 

2.  Die  F^  kann  verschieden  artig  in  Flüchen  niedrigerer  Ordnung 
zerfällt  werden. 

a)  Die  Potenzebensn  von  K  und  L  fallen  in  eine  Ebene  E  zusam- 
men. Dann  ist  x\^y\  ein  Doppelpunkt  auf  g  und  es  KerfXlIt  die  F^ 
in  eine  FiKche  zweiter  Ordnung  (Eagelfläche)  und  die  Ebene  E. 

b)  Uie  Büschel  k,  L  besitzen  eine  sich  selbst  entsprechende  Kngd 
K^^  L^.     Dann  besteht  die  F^  ans  dieser  Kngel  nnd  einer  Ebene. 

c)  Der  in  das  Endliche  sich  etetreckeude  Theil  der  f  soll  aus  eiaer 
einfachen  Fläche  zweiter  Ordnung  F*  bestehen.  —  Ans  der  Verlegnng 
der  g  in  eine  der  zwei  Potenzebenen  erhellt  znnächst  die  Notb wendigkeit 
des  Parallelismus  der  Trftger  von  k  und  l.  Snil  ferner,  bei  beliebiger  Lage 
von  g,  in  zwei  anderen  einander  entsprechenden  Punktepaareu  x^x^  und 
9,y'{,  mit  den  zngehSrigen  Halbimngspanklen  X^  nnd  ¥^,  der  Paukt  x, 
mit  y,  im  anendlich  fernen  Pnnkte  von  g  zusammenfallen,  so  geschieht 
gleichzeitig  dasselbe  mit  A,  nnd   F,.     Die  Reiben  X  und  ¥  haben  zwei 
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im  nnesdlicb  fernen  Pnokte  vereinigte  Doppelpunkte  X^^  F^  und  -fg^  I'g, 

sie  sind  daher  «iuatimmig  congrneDt.     Daran«  folgt: 

Das  Erzengnies  zweier  projecti vischen  KtigelnbUscbel  besteht  ans 
einer  FUcbe  aweiter  Ordnung  nnd  der  unendlich  fernen  Doppelebene, 
wenn  die  Tr&ger  der  Uittelpunktsreihen  parallel  oder  zasamnienfallend, 
nnd  die  Reiben  selbst  congrnent  nnd  einstimmig  sind. 

3.  Wir  bezeichnen  die  zwei  anf  der  OberflSche  zweiter  Ordnung  F 
liegenden  Systeme  von  parallelen  Kreisen  mit  R  nnd  ff,  ihre  Ricbtnnge- 
ebenen  mit  ^  nnd  f,  die  geradlinigen  Reihen  ihrer  Mittelpunkte  mit  r 
und  r.  Zwei  beliebige  Kreise  Ri, ,  Ri  kßunen  immer  als  die  Grnndkreise 
zweier  Kugel nb Hechel  K,  L,  deren  Krzeugniss  F  ist,  angesehen  werden; 
die  zugehörigen  Seihen  k,  l  sind  dann  Schnitte  einer  zu  p' senkrechten 
Parallelschaar  n.  k,  l,  r,  r  liegen  in  einer  Hanptebene  £  von  F^  die 
anderen  Hanptebenen  seien  £,,  £,  und  0  der  FUcben mittel p unkt. 

Jede  Ebene  B  schneidet  9  in  einer  Cnrre  zweiter  Ordnung  c,  dem 
Erzengnisse  ptojectiviacher  Kreisbttschel.  Die  VerbindnngsIInie  (r)  der 
Halbimngspnnkte  jenes  Systems  (fi)  paralleler  Sehnen  der  Cnrve  e,  wel- 
ches von  den  Schnittlinien  der  £bene  E  mit  den  KreisBcbnittebeneii  des 
Systems  R  gebildet  wird,  ist  eine  Gerade,  als  Piojection  der  Geraden  r\ 
ffit  das  zweite  Sebnensystem  (Ä*)  «ei  (r')  der.  conjngirte  Durchmesser, 
womit  denn  auch  der  Gnrvenmittelpnnkt  und  die  Axenricfatungen  be- 
stimmt sind. 

Durch  einen  Punkt  p  auf  F  geben  zwei  Ob  erfi  Sehen  kreise  nnd  be- 
stimmen eine  die  F  doppelt  berflbrende  Knget,  deren  Tangentialebene 
in  p  auch  Tangentialebene  von  F  ist.  Sie  schneidet  die  F  in  einer  Curve 
zweiter  Ordnung,  welche  ein  Linienpaar  mit  dem  Mittelpunkte  p  ist,  weil 
durch  dieMu  Cnrvenpnnkt  die  zwei  Cnrvendnrchmesser  (r)  nnd  (r')  gehen. 
Die  anf  das  Lioienpaar  hinführende  Constmction  ist  immer  ohne  vor- 
läufige Rücksicht  anf  doEsen  Realität  ausführbar.  Aehnliches  gilt  für  die 
Constmction  ebener  Schnittcnrven  überhaupt. 

4.  Man  erhält  das  ganze  System  der  zu  F  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Flüchen  zweiter  Ordnung  mit  demselben  Mittelpunkte,  indem 
man  die  folgenden  Elemente  für  das  ganze  System  beibehält:  £,  ^,  £^, 
0,  f,  ff,  1",  r,  n,  k,  l,  nnd  die  (von  einander  abhängigen)  Radien  der 
Grundkreise  Üi, ,  ßt  sich  entsprechend  verändern  ISsst, 

Der  Asymptotenkegel  des  Systems  nird  construirt,  wenn  man  durch 
0  einen  Strahl  Oo  der  Schaar  it  zieht  nnd  den  Schnittpunkt  o  mit  A 
bestimmt  Die  um  o  ab  Centmm  beschriebene,  durch  0  gehende  Kugel 
schneidet  die  Ebene  von  Rk  in  dem  zugehörigen  Grnndkreise,  dessen 
Mittelpunkt  wir  mit  r/,  bezeichnen;  und  da  durch  0  nur  ein  Strahl  der 
Schaar  n  geht,  so  ist  jener  Grnndkreie  und  mit  ihm  der  Kegel  eindeutig 
bestimmt.  Der  Kreis  ist  reell,  wenn  im  Dreiecke  ortO:oO>  ort,  d,  h. 
LortO'>LoOr^^  er  ist  imagiuär,  we»noO<or*,  d,  h,  LortO  *:^LoOri„ 
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DnrchUuft  r«  di«  Reihe  r,  so  beecbreibt  der  Grandkreis  den  Asymptoten- 
kegel, and  da  das  Dr«ieck  or^O  seine  Winkel  nicht  veiftndert,  so  folgt, 
dass  anr  einer  Kegelfläcbe  zweiter  Ordnung  alle  nicht  verschwindenden 
Kreise  des  einen  nnd  somit  anch  des  andern  Systems  gleichzeitig  ent- 
weder reell  oder  imaginär  sind.  Für  den  zweiten  Grnndkreia  gilt  das- 
selbe; seine  Constniction  ergiebt  sich  ans  dem  Texte  durch  Vertauschnng 
von  k  mit  l. 

6.  £8  giebt  mit  Bezng  «af  die  Flüche  P  in  zweifacher  Anordonng 
auendlich  viele  Paare  verschwindender,  die  Flfiche  doppelt  berübreader 
Kugeln.  Sie  sind  die  Grenzpunkte  jener  Kreiabfischel,  die  von  den  zur 
FUcfae  F  gehörigen  Kngelnbiischeln  mit  der  Gbene  £  erzeugt  werden. 
Wir  bezeichnen  nun  mit  K  und  l  die  den  gleichbezeichneten  Kugeln- 
büscheln entsprechenden  KreiebUscbel  in  der  Ebene  Z,  mit  IC'  und  L' 
die  OrthogonalkreiBbttschel ,  mit  n   die  zu  n  senkrechte  Parallelechaar. 

Die  Schnittpunkte  1,  1  der  entsprechenden  Kreise  &\y  £,  bestimmen 
ein  fUnftes  BUschel,  dessen  Grenzpunkte  ]',  l'  die  Schnittpunkte  eines 
sechsten,  zum  fünften  orthogonalen  Bttschels  sind.  Ein  gewisser  Kreis 
£",  (resp.  L'^)  des  sechsten  BUschels  hat  seinen  Mittelpunkt  im  Schnitt- 
punkte des  Strahle»  1 1  der  Schaar  n  mit  der  Potenzlinie  von  f  (resp.  L). 
Dieser  Kreis  gehört  als  Orthogonalkreis  von  iT,  (resp.  L^)  dem  Bäschel 
A"  (resp.  l')  an.  Ee  sind  somit  die  Grenzpuukte  1',  I'  die  Schoitt- 
punkte  entsprechender  Kreise  dei-  OrthogonalbOBchel  A",  L',  welche  mit- 
telst der  Schaar  n    auf  einander  bezogen  sind.     Daraus  folgt: 

In  der  zu  den  Kreieschuittebeneo  senkrechten  Hauptebene  einer 
FUche  zweiter  Ordnung  liegt  ein  Kegelschnitt,  welcher  sls  der  geo- 
metrische Ott  einer  die  FUche  doppelt  berührenden  Kugel  mit  ver- 
schwindendem Radius  angesehen  werden  kann.  Es  ist  deijenige  Fo- 
calkegelschnitt ,  welcher  die  Fläche  orthogonal  in  den  vier  Ereispunkten 
durchschneidet. 
Und  dieser  Satz  ist  theilweise  in  dem  folgenden,  allgemeineren  Satze 
enthalten ; 

Der  geometrische  Ort  des  Bertthrangspunktes  einer  festen  Ebene 
mit  einer  eine  FUche  zweiter  Ordnung  doppelt  berührenden  Kugel  ist 
ein  Kegelschnitt,  welcher  orthogonal  in  vier  Punkten  geschnitten  wird 
von  dem  Schnitte  der  FUche  und  Ebene. 

6.  Der  sphärische  Schnitt  c*  der  FUche  F  mit  der  Kugel  ft  hat, 
entsprechend  den  beiden  Kreissystemen  R,  K  auf  F,  zwei  Systeme  'St,  9t' 
paralleler  sphärischer  Sehnen. 

Die  Curve  c*  ist  das  Erzeugniss  zweier  projectivischen  Kreisbflschel 
auf  JE,  deren  sphärische  Hittelpunkts  reihen  in  perspectivischer  Lage  sind, 
also  (auch  bei  vereinigten  Trägern)  einen  Punkt  und  seinen  Gegenpunkt 
entsprechend  gemein  haben.  Die  beiden  Mittelpunkte  der  Projection 
beseichnen   wir  mit  p,  ));   die  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Punkte 
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der  Hitt«)pnnktsreiben  mit  p',  )>';  den  Mittelpunkt  von  S  mit  o.  Dann 
iat  die  Gerade  t>o^||n,  nnd  die  Gerade  p'op'||A'||/.  Die  den  Sehnen  9t 
(reep.  dt')  entaprecb enden  geradlinigen  Sehnen  sind  die  Erzeugenden  des 
einen  (resp.  des  andern)  S^rstems  eines  die  Carre  c*  enthaltenden  hyper- 
bolischen Paraboloida  J\. 

Die  den  Sehnen  beider  Systeme  entsprechenden  Hanptbögen  sind 
Tangenten  eines  sphllrischen  Kegelschnittes,  welcher  dem  der  Fläche  F^ 
SOS  0  umachriebenen  Kegel  angehört;  nnd  je  zwei  in  einerlei  Durch* 
mesBerebene  liegende  geradlinige  Sehnen  Bcbneiden  sich  in  Fun&ten  ienes 
ebenen  Kegelschnittes,  längs  dessen  das  Faraboloid  /',  von  dem  erwähn* 
ten  Kegel  berührt  wird. 

Ein  zweite«  (resp,  drittes)  Paraboloid  M  (resp.  N)  ist  bestimmt  durch 
die  beiden  Leitlinien  po|}',  r  (resp.  pop,  r')  und  die  Rieh  tu  ngs  ebene  (/ 
(resp.  f).  Der  Schnitt  von  S  mit  ff  (resp.  mit  iV)  ist  die  dem  sphKri- 
gehen  Sehnensjstem  91  (resp.  9t')  entsprechende  DarcbmeBsetcurve.  Der 
Schnitt  von  F,  mit  M  (resp.  mit  K)  ist  die  dorn  geradlinigen  Sehnen- 
system ÜR  (resp.  9t')  entsprechende  DurchmeBBercnrve. 

'  Die  Ebene  f}0 ^' II  £  ist  die  gemeinschaftliche  Richtungs ebene  derPara- 
boloide  M  und  N,  deren  Schnittcnrve  daher  in  die  unendlich  ferne  Gerade 
von  £  und  in  eine  Ranmcnrve  dritter  Ordnung  zerteilt;  letztere  ist  der 
Ort  der  Oeutra  aller  die  Cnrve  c*  enthaltenden  Flächen  aweiter  Ordnung. 

Jede  Erzeugende  von  Fj  bestimmt  mit  St  die  Schnittpunkte  eines 
sphärischen  Kreiebttscbels ,  dessen  Greuzpnnktc  die  Schnittpunkte  des 
OrthogonalbüBcbels  and  zugleich  die  Schnittpunkte  der  reciproken  Pola- 
ris jener  Erzeugenden  mit  der  Kugel  ft  als  der  Directrix  der  Recipro' 
cität  sind.  Der  Ort  aller  der  Orenzpunkte  ist  eine  Curve  c**  als  Schnitt- 
curve  von  £  mit  der  zu  F^  reciproken  Regelfläche  zweiter  Ordnung  f\' 
and  diese  ist  ein  Hyperboloid  mit  den  Erzeugenden  pep,  ))'op',  als  den 
reciproken  Polaren  der  Stellungen  von  (/',  q.  Die  Curve  c**  ist  die  Be- 
ciproke  der  gemeinschaftlichen  Developpablen  von  F^  und  ftj  und  all- 
gemeiner, fflr  eine  beliebige  Fläche  F  des  durch  c*  bestimmten  Flächen- 
btlschels  zweiter  Ordnung  ist  sie  der  Ort  des  Berührungspunktes  dei 
fetten  Kugel  S  mit  einer  veränderlichen,  die  Fläche  F  doppelt  berühren- 
den Kugel.  —  Ffir  das  Paraboloid  F,  in  jenem  Bttechel  geht  die  verändei 
liehe  Kugel  in  eine  berührende,  die  Developpable  erzeugende  Ebene  fiher. 

Brunn.  Fbbdinahd  RöLLnbb. 

TUL    SynthetiBoher  Beweis  der  Identität  einer  Tripelourre  mit  dem 

Erset^nisB  eines  E^[«lBobnittbüBahels  nnd  eines  ilim  projeetivisohen 

BtrahlesbfisohelB. 

Herr  Milinowski  bat  in  dieser  Zeitschrift  (23.  Jahrg.  5.  Heft)  einen 

syntbetijchen  Beweis  fOr  diese  Identität  gegeben.     loh  bin  nun  schon 
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iHnger  im  Besi^  eines  solchen,  der  sich  dadarch  ansseicbnen  mng,  daM 
er  geringerer  Hilfsmittel  bedarf,  nnd  ancb  dadurch,  dass  er  wirklich 
synthetisch  ist.  Denn  den  von  Herrn  Milinowski  mScbte  ich  nicht 
&1s  solchen  anerkennen,  wenn  anders  Herr  Milinowski  mit  mir  anter 
einem  synthetischen  Beweise  einen  solchen  versteht,  der  keine  alge- 
braischen Principien  za  Hilfe  nimmt.  Dies  thnt  aber  Herr  Milinowski 
bei  der  Definition  der  Polaren  der  Cnrve  dritter  Ordnnng.  Denn  nur 
anf  Omnd  algebraischer  Sätze  darf  man  scbliesaen ,  dass  eine  Cnrve,  die 
mit  jeder  dnrcb  einen  festen  Punkt  gehenden  Geraden  je  zwei  Punkte 
gemein  hat,  ein  Kegelschnitt  ist;  der  Syntbetiker  mnee  zeigen,  dass  sie 
sich  durch  projectiviscbe  Strahl enbtiscbel  oder  sonstwie  erzeugen  iHset. 
Auch  wird  in  der  rein  synthetischen  Geometrie  der  Begriff  der  Projec- 
tivitSt  anf  den  der  Perspectivitfit  gegrUndet,  nicht  anf  gegenseitig  ein- 
deutiges Entsprechen;  solche  sieb  gegenseitig  eindeutig  entsprechende 
Gebilde  auch  ohne  Weiteres  projectiviscb  zu  nennen,  berechtigen  auch 
wieder  nur  algebraische  Principien.  —  Endlich  will  ich  noch  erwähnen, 
dass  der  Beweis  von  Herrn  Beye  (Geometrie  der  Lage)  doch  wohl  all- 
gemein ist.  Allerdings  sind  drei  der  Basispunkte  des  Kegelecbnitt- 
büBchels  immer  ein  Tripel  sich  selbst  entsprechender  Funkte  zweier  col- 
linearen  Systeme;  Herr  Beye  zeigt  aber  auch,  dass  irgend  drei  Punkte 
der  Gurve  dritter  Ordnnng  solch  ein  Tripel  sind.  Wie  könnte  sonst  auch 
HerrReye  scbliessen,  dass  diese  durch  nenn  Punkte  bestimmt  ist!  Man 
könnte  sich  mit  diesem  Beweise  bSchstens  deshalb  nicht  zu  frieden  stellen, 
weil  er  Sätze  der  Banmgeometrie  zu  Hilfe  nimmt. 

Ich  werde  zuerst  folgenden  Satz  beweisen:  * 

I.  „Ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  c<*'  durch  ein  Kegelscbnittbtiscbel 
und  ein  ihm  projectiviscb  es  Strahl  enbttscbel  erzengt,  so  bilden  die  Kegel- 
schnitte, welche  drei  beliebige  Punkte  li  Q,  )  von  c'**  mit  den  Pnnkte- 
paaren  verbinden ,  welche  die  durch  einen  andern  willkürlichen  Punkt  m 
von  c">  gebenden  Geraden  noch  mit  c^*  gemein  haben ,  ein  zu  dem  Strah- 
ienbflscbel  durch  m  projectivisclies  KegelscbnittbUscbel,  welches  mit  die- 
sem ebenfalls  c<^>  erzengt." 

Hiermit  ist  dann  die  Identität  der  Tripelcnrve  mit  dem  Erzeugniss 
irgend  eines  KegelechnittbUschels  und  eines  ihm  projecti viseben  Strablen- 
bfiscbels  bewiesen.  (Vergl.  Schröter,  Kegelschnitte,  S.  507.)  Ich  zeige 
zweitens  direct,  dass  das  Erzeugniss  eines  Kegelschnittbtlscheis  und  eines 
ihm  projecti  vi  sehen  Strahlen  bUscb  eis  sich  durch  zwei  in  halbperspecti- 
vischer  Lage  liegende  Strahleninvolutionen  erzeugen  lässt,  und  habe 
somit  gezeigt,  dass  unsere  Cnrve  dritter  Ordnnng  auch  eine  Tripelcnrve  . 
ist.  (Vei^l.  lieber  Curven  dritter  Ordnung  von  H.  Schröter,  Math. 
Ann.  von  Clebscb  und  Neumann  Bd.  V,  S.  50;  Bd.  VI,  S.  85). 

1.  Ein  Strahl  enbttscbel  durch  ))  erzeuge  also  mit, einem  ihm  projec- 
tivischen  Kegelschnittbliscbel  durch  a,  b,  C,  b  eine  Cnrve  dritter  Ordnung 
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c").  Legt  man  dano  Kegelschnitte  k  darch  irgend  einen  Pnnkt  g  tod 
c"',  darcb  a,  '6  and  die  Panktepaare  e,  f,  welche  die  Strahlen  darch  {» 
mit  c'''  gemein  haben,  so  gehen  diese  KegeUcbnitte  noch  dnrch  einen 
Tierteo  festen  Pnnkt  '^  von  c<^.  Um  dies  za  beweisen,  bedttrfen  wir  fol' 
gendea  Hilfasatzes: 

II.  „Liegen  anf  einem  Kegelschnitte  x  zwei  Basispankte  eines  Kegel- 
B  chnitth  lisch  eis ,  so  schneidet  dieses  auf  x  eine  Panktinrolation  ans,  die 
aach  darcb  ein  dem  Kegelschnittbflschel  projectivisches  Strahlen hdschel 
Ausgeschnitten  wird." 

Der  Beweis  dteBe§  Satzes  ist  synthetisch  leicht  zn  führen.  Anf  k 
schneidet  nnn  das  Kegelschnitthttsobel  durch  a,  b,  d  b  eine  solche  Invo- 
Intion  ans;  das  sie  projicirende  Strahle nbflscbel  wird  also  auch  zn  dem 
Strahl enbQschel  in  )>  pTojectivisch  sein  and  mit  ihm  einen  Kegelschnitt 
erzeugen,  der  aas  k  die  gemeinsamen  Punkte  von  k  mit  c'"  ausschneidet. 
Sin  Theil  dieses  Kegelschnittes  ist  aber  der  Strahl  ef,  der  andere  Th eil 
geht  durch  den  festen  Pnnkt  g  und  durch  den  Schnittpankt  m  von  (c 
mit  dem  Strahl  durch  p,  welcher  dem  Qeradenpaare  bc,  ab  entspricht. 
Dieser  Tbeil  geht  also  durch  zwei  feste  Punkte  m  und  g  und  hat  daher 
mit  c'^)  noch  einen  dritten  festen  Punkt  ^  gemein,  dnrch  den  alle  Kegel- 
sehnitte  I  gehen  müssen. 

Die  Polaren  von  lp  in  Bezng  anf  die  Kegelschnitte  darcb  a,  h)  C,  b 
bilden  nun  ein  Büschel,  welches  zu  dem  Strahlenhflscbel  dnrch  f>  projec- 
tiviacb  ist  und  mit  ihm  also  einen  Kegelschnitt  x  erzeugt,  den  Polar* 
fcegeiscbnitt  von  ))  in  Bezng  amf  c**';  dieser  kann  offenbar  auch  definirt 
werden  als  der  Ort  der  Punkte,  welche  von  |p  durch  die  Panktepaare  e,  f 
harmonisch  getrennt  sind. 

Nun  ordne  man  irgend  drei  Strahlen  ef.  durch  ^  die  drei  Kegel- 
schnitte k  za.  Hierdurch  ist  zwischen  dem  Strahlenbfiscbel  durch  f>  und 
dem  Kegelschnittbflschel  durch  a,  6,  g,  ^  eine  projectivische  Beziehung 
hergestellt,  se  dass  also  beide  Büschel  eine  Carve  dritter  Ordnung  c,*^^ 
erzengen ;  diese  mnss  mit  c'^  identisch  sein.  Denn  der  Polarkegelschnitt 
x,  von.  p  in  Bezng  auf  c,<''  ist  mit  x  identisch.  Sie  gehen  nXmIicb  beide 
durch  )),  die  drei  Punkte  anf  den  Strahlen  ef  und  den  Punkt ))',  welcher  p 
in  Bezug  auf  das  Kegelschuittbilscbel  durch  a,  b,  g,  ^  conjugirt  ist.  Denn 
unter  den  Kegelschnitten  dieses  BUscbels  giebt  es  ja  immer  einen,  wel- 
cher pp'  in  denselben  Punkten  wie  d^'  schneidet.  Nun  beweist  man 
leicht,  daes  auch  c^^l  mit  c'^l  identisch  ist.  Aus  dem  Bewiesenen  ebenso 
weiter  scbltessend,  erhält  man  daher  folgenden  Satz: 

III.  „Verbindet  man  die  Fnnktepaare  e,  f  mit  irgend  drei  Pnnkten 
it  ))•  1  ^oo  <^''  durch  Kegelschnitte,  so  bilden  diese  ein  zu  dem  Strah- 
lenbüacfael  in  p  projectivisches  Büschel,    das   mit  ihm  ebenfalls  c'*>  er- 

MBgt." 
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HalteD  wir  nim  eiDen  Strahl  ef  fest  und  laeBen  g  anf  c^*  Tarüren, 
so  eigiebt  sieh  folgender  Satz:  Die  VerbindungHlinien  der  Panktepaare 
g,  ^,  welche  die  Kegelschnitte  durch  a,  b,  e,  f  au  c"*  aosschneiden, 
gehen  durch  einen  festen  Punkt  m  von  c(".  Man  zeigt  nun  leicht,  das« 
die  Punkte,  die  von  nt  durch  g,  ^  harmonisch  getrennt  sind,  einen  durch 
m  gebenden  Kegelschnitt  hilden;  er  wird  nämlich  erzengt  durch  die  bei- 
den projectirifichen  PolarenbHscbel  von  m  in  Bezug  anf  die  beiden  pro- 
jectiviscben  KegelschnittbAecbel  durch  a,  b,  t,  b  nnd  a,  6,  g,  ^,  wenn 
man  g,  1)  wiederum  festlegt.  Daraus  echliesst  man  dann  wie  oben,  dass 
das  Strahl eabüBchel  durch  m  so  projectivisch  auf  das  Kegelscbnittbüscbel 
dnrcb  a,  b,  c,  f  bezogen  werden  kann,  dase  es  mit  ihm  c<'>  erzeugt  Da 
nun  nach  III  m  ein  beliebiger  Punkt  von  (fli  ist,  so  ist  Säte  I  be- 
wiesen. 

2.  Zu  irgend  vier  Punkten  a,  b,  c,  p  von  c<''  finden  wir  einen  Punkt 
q,  in  dem  sich  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare  schneiden,  in 
denen  c<^>  von  den  durch  a,  b,  C,  f)  gelegten  Kegelschnitten  noch  ge- 
troffen wird.  Betrachten  wir  andererseits  a,  b,  C  als  drei  Basispunkte 
eines  Kegelscfanittbliscbels ,  das  mit  einem  Strahl enhUschel  in  p  die  c^ 
erzengt,  so  erhalten  wir  einen  vierten  Basispnnkt  q'.  Kann  nun  q  mit 
q'  zusammenfallen?  Dem  Kegelschnitt  durch  a,  b,  C,  p,  q  muss  in  q  die 
Tangente  von  c<*>  entsprechen ,  d.  h.  dieser  Kegelschnitt  muss  durch  den 
Punkt  t  gehen ,  welchen  die  Tangente  von  q  an  c*''  noch  mit  c'"  gemein 
hat.  Sollen  daher  a,  b,  c,  q  Grundpnnkte  eines  KegelschnittbüsehelB 
sein ,  das  mit  einem  Strahlenhüschel  dnrcb  p  die  c^^  erzeugt,  so  mass 
offenbar  die  Gerade  pt  die  c<^  in  p  berühren.  Und  umgekehrt:  schnei- 
den sich  die  Tangenten  von  p  und  q  in  t  auf  c">,  so  ist  p  Gegenpankt 
von  a,  b,  c,  q  nnd  auch  q  Gegenpunkt  von  a,  b,  C,  p.  Solche  Punkte 
können  wir  auf  c^  immer  constrairen.  Denn  schneidet  die  Tangente  in 
p  die  c'^'  noch  in  t,  so  mnss  von  t  aus  noch  mindestens  eine  Tangente 
gehen,  die  c^^'  in  p  berühren  mag;  man  beweist  dies  leicht  mit  Hilfe  des 
Polarkegelschnittes.  Legt  man  nun  durch  p,  cf,  t  und  zwei  beliebige 
Punkte  a,  b  von  c^'  einen  Kegelschnitt,  so  schneidet  dieser  c<*>  qocb  in 
einem  sechsten  Punkte  t.  Die  Punkte  a,  b,  C,  p,  q,  t  haben  dann  die 
verlangte  Lage. 

Schneiden  die  Geraden  bc  nnd  aq  die  c'^>  noch  in  m  und  n,  so 
müssen  diese  Paukte  mit  p  auf  einer  Geraden  liegen.  Schneidet  femer 
p  a  die  c'^>  noch  in  r,  so  ninss  r  mit  m  nnd  q  auf  einer  Geraden  liegen. 
Da  a  ganz  beliebig,  so  können  wir  diesen  Satz  so  aussprechen: 

IV.  ,,Sind  p  und  q  zwei  Punkte  von  c<^>,  deren  Tangenten  sich  auf 
c<"  schneiden,  nnd  verbindet  man  irgend  einen  Punkt  a  von  c*')  mit  q 
durch  eine  Gerade,  die  c'"  noch  in  m  schneiden  mag,  diesen  mit  p  dnioh 
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eine  Gerade,  die  c**'  noch  in  n  echneiden  mag,  diesen  endlich  mit  q 
durch  eine  Gerade,  die  c'**  noch  in  r  schneidet,  so  geht  at  darch  p.** 

Die  Geradenpaaie  p  ax  und  )>  nm  bilden  hierbei  eioe  luvolntion. 
Deno  sie  scboeideu  den  Polarkegelschnitt  x  von  p  jedesmal  in  zwei 
Punkten,  welche  mit  q  auf  einer  Geraden  liegen.  Ebenso  bilden  aach 
die  Getadenpaare  qam  and  qnr  dnrch  q  eine  Involtition  nnd  beide  In- 
TolnUonen  sind  ho  projectivisch  anfeinander  bezogen,  dass  sie  c'^' erzen- 
gen.  Denn  die  Inrolntion  in  p  ist  projectiviscb  anf  das  Büschel  von 
Geraden  durch  q  bezogen ,  welche  die  Pnnkt^ paare  verbinden ,  in  denen 
die  Strahlenpaare  der  Involution  den  Polarkegelschnitt  «  schneiden;  die- 
ses Strahl enbtiBC hei  ist  aber  wiedemm  anf  die  Involntion  in  q  projecti- 
viEch  bezogen,  da  es  ans  den  vier  harmonischen  Strahlen  von  pq  in  Be- 
zug auf  die  Stvahlenpaarä  dieser  Involution  besteht.  Dem  Strahlenpaar 
(iq,  )>t  entspricht  offenbar  das  Paar  pq,  tq,  so  dass  also  pq  sich  seihst 
entspricht.  Hiermit  ist  also  gezeigt,  dass  c'^'  durch  zwei  in  halbperspec- 
tivischer  Lage  liegende  Strahlen  Involutionen  erzengt  wird,  also  auch,  dass 
c"*  eine  Tripeicurve  ist. 

Berlin.  F.  Scrdr. 

IX   TetallgemAinemii^  sines  g60iiietriseh«n  FBradozons.* 
(Hieran  Taf.  I  Fig.  6  u.  7.) 

Zieht  man  zn  einer  Seite  eines  Quadrats  eine  Parallele,  welche  zwei 
Gegenseiten  im  Verhältniss  3:5  tbeilt  (Fig.  6),  theilt  man  femer  das 
kleinere  Rechteck  durch  eiue  Diagonale  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke, 
nnd  das  grossere  durch  eine  Strecke,  welche  seine  grösseren  Seiten  in 
den  VerhSltuissen  5:3  nnd  3:5  theilt,  in  zwei  Trapeze,  so  kann  man 
bekanntlich  diese  vier  Theilfiguren  zu  einem  Sechteck  zusammenl^en 
(Fig.  7),  dessen  Fläche  sich  nur  durch  ein  schmales  Parallelogramm  (1) 
von  der  des  Quadrates  uoterscheidet,  so  dass  anscbeinend  beide  ^IScheu 
gleich ,  also  64  ±=  65  ist.  * 

Verallgemeinert  man  diese  Eigenschaft  derr  beiden  Figuren,  indem 
man  statt  der  Zahlen  3  nnd  &  die  Zahlen  a^  und  a,  setzt  und  die  Be- 
dingung festbAlt,  dass  der  FUchen unterschied  des  Quadrats  nnd  des 
Rechtecks  +1  sein  soll,  so  gelangt  man  zu  Resultaten  von  zahlentheo- 
letischem  Interesse,  die  im  Folgenden  dargelegt  werden-  sollen. 

Soll  das  Quadrat  {a^+a^y  sich  nur  um  eine  Einheit  von  dem  Becfateck 
iij(2ii,+<'i)  unterscheiden,  so  mnse  sein 


*  Ve^l.  Jahrg.  XUl,  8. 16S. 
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1)  «,*  +  "!«.  ±1='^'- 

Seien  n,  and  Oj  zwei  Z&bUn  von  gleicher  Beschaffenheit  mit  i,  and 
Oj,  nar  dass  in  ])  die  Zahl  I  das  entgegengesetzte  Voneicheo  bat,  so  ist 

2)  V  +  '».''.  +  l=V- 
Durch  Addition  von  1)  und  2)  erhSU  man 

oder 

oder,  nach  Division  durch  ttf+o^, 

3)  a,=.a^+a^. 

Es  kommt  also  nur  daianf  an,  zwei  Zahlen  a|  ^nnd  o,  sn  finden,  welche 
der  Bedingaag  1)  genügen,  um  ans  ihnen  mittelst  3)  beliebige  neae 
Paare  abzuleiten.     Han  genügen  offenbar  die  Wertbe 

«,-1,  «,=1 

ffir  das  notere  Zeichen  von  1 ,  mithin  haben  je  zwei  aufeinander  folgende 
Zahlen  der  Reibe 

4)  l^'72.3T5.8TT3.2r!34.55  ... 

die  Eigesschaft  der  Zahlen  a^  und  o,.  Pflr  die  durch  den  oberen  Bo- 
gen verbundenen  Zahlen  ist  das  Rechteck  grösser,  für  die  durch  den 
unteres  Bogen  verbundenen  Zahlen  kleiner  als  das  Quadrat. 

Eigenschaften  der  Reibe  4). 

1.  Alle  ihre  Differenz  reihen  sind  mit  ihr  identisch;  sie  kann  also  sie 
arithmetische  Reibe  der  Ordnung  oo  betrachtet  werden. 

2.  Aas  1)  folgt  ^ 

Demnach  haben  alle  Zahlen  x  der  Reibe  die  Eigenschaft,  dass  sie,  in 
die  Gleich nng 

5)^  5a:»  +  4  =  y* 

eingesetzt,  fttr  y  einen  ganzzahligen  Wertli  geben.  (Die  Reibe  der  Zahlen 
y   ist   die  mit  3  nnd  4  beginnende  Reibe  von  gleichem  Bildungsgesetz.) 

3.  Die  IdentitXt 

(a,«+o,«)»-4«,*V  =  {V-".'r 
giebt,  wenn  man  ans  I) 

Oj'  —  O^'  =  Aj  o,  +   1 

darin  einsetzt, 

(V+ V)*  -  W<h'  =  K«t  + 1)*. 

and,  veno  man  auf  beiden  Seiten  Sn,'aj*  +  4ajaj  addirt, 

(V  +  V)'  +  'l"i'".'±<''i''."'9''i'°i'±6"i».  +  l 
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6)  +  4»,.,  =  (V+V)'  +  (2»i«i)'-(3«,»,  +  l)'- 

Demnacb  haben  die  Zahlen  von  der  Form  40^0,  die  Eigenschaft,  dasa 
sie  sieh  in  der  dnrch  6)  angegebenen  Weise  aas  drei  Qnadratsafalen  zn- 
sammensetsen  lassen.  Dabei  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nach- 
dem die  für  a,  nnd  Oj  gesetzten  Zahlen  in  der  Reihe  4)  durch  einen 
oberen  oder  einen  unteren  Bogen  verbunden  sind. 

4.   Bezeichnet  man  die  Glieder  der  Beibe  4)  der  Reihe  nach  als  das 
nnllte,   erste,   zweite,  ...,  nnd  versteht  nun  unter  a,  das  r'"  Glied,   so 
seigt  die  Betrachtnng  der  Reihe  4),  deren  erste  20  Glieder  folgende  sind: 
1     13     144       1597 


2     21     233       2584 

3     34    377       4181 

5     55     610       6765 

8     89     987     10946, 

dass  allgemein 

7) 

— ^^^  =a  einer  ganzen  Zahl. 

Ist  nun  kn  =  p,  i 

ro  p  eine  Primzahl  bedeutet,  so  ist 

k=p,  ws=  1  oder  n=p,  ft=  1. 

Im  ersten  Falle  erbXlt  man   -^ —  meiner  ganzen   Zahl,   was  selbstver- 

BtHndlich   ist,    da  (ig  =  l.     Im   zweiten  Falle    folgt   -^^- ^  einer  ganzen 

«j-i 
Zahl,   also   1.  —  Ans   beiden  FftUen   aber  entnimmt  man   das  Resultat, 
dass    ap_]    durch    keine   andere   Zahl   der  Reihe   tbeilhar   ist. 
Die  Zahlen   Op—i   haben  also  fär  die  Reibe  4)  dieselbe  Bedeutung,   wie 
die  Primzahlen  fUr  die  Reibe  der  natürlichen  Zahlen. 

5.  Auf  die  Reibe  4)  reducirt  sich  auch  die  allgemeine,  ans  den  An- 
fangsgliedern u  nnd  V  (statt  1  und  1)  gebildete  Reihe,  deren  Bildungs- 
gesetz dnrcb  3)  ausgedrückt  vird.     Ihre  successiTen  Glieder  sind  nlmllcb 

w,     u  +  v,  2u+r.  3ti-|-2i.,  5«-l-3tr,  .... 
Wenn  also  ihr  erstes  Glied  durch  s^,    ihr  allgemeines  Glied  durch  s^^x 
bezeichnet  wird,  so  ist 

8)  j„+,  =  a„w-f-a,_|p. 

6.  Da  der  Unterschied  zwischen  den  Flächen  des  Quadrates  nnd 
des  Rechtecks  bestSndig  durch  die  Zahl  1  ausgedrfickt  ist,  in  welchem 
der  aus  4)  entnommenen  VerbSItnisse  man  anch  immer  die  Quadratseite 
theilen  mag,  so  folgt,  dass  das  VerhSltniss  dieses  Unterschiedes  zn  einer 
der  beiden  FUchen  um  so  kleiner  wird,  je  grösser  die  gewählten  Vei- 
htlltn isszahlen  sind.  Denn  denkt  man  sich  dieselbe  Quadratseite  der 
Reihe  nach  in  den  dnrch  4)  ausgedruckten  VerhXltnisBen  getheilt,  so 
nimmt  die  Längeneinheit  des  Masses  beständig  ab,  mithin  auch  die  Flä- 
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cbeneinheit,  welche  jeneii  Unterschied  darstellt.  —  Eb  neiden  sich  daher 
jene  VerhUltnlsse  einer  festen  Grenze  nähern,  für  welche  der  Unterschied 
beider  Flächen  gleich  NqU  ist. 

Bezeichnen  wir,  nm  diese  Grenze  zn  finden ,  die  Quadratseite  mit  x 
and  ihren  grösseren  Abschnitt  mit  y,  so  soll  (vergl.  d.  Figur)  sein 

x*  =  g{x+y)  oder  —  =  ^Xl' 
y        X 
oder 

9)  ^y  =  il, 

y         a.' 

d.  b.:    Damit   die  ZuBammensetBiiDg  eines  Kecbtecks  ans  den 

Stücken     eines    QnadratE    (Fig.  6)    genan    Tollzogen     werden 

kann,    mnss    die    Qnadratneite    nach    dem    goldenen    Schnitt 

getheilt  sein.  * 

Ans  9)  erhitit  man 


oder 


«    )/5  +  l      .^jL^l'^^ 


mitbin  die  snccessiven  NShemngaverthe  von 
2     9    38   161 


yi—i 


1  ■  4'17"  72  ■" 
j_  _5^  21    89 
2 •  8  ■34'144" 
yZ+1    3    13  55  233 
2         2  ■  8  ■34'144"'' 
d.  h.:   Bezeichnet  man  den  k^'"  N&bernngswerth  von  ^5  mit  n^,  so  ist 
_«*  +  !       aat-i__^w<— 1 
2      '     ojt_i°     2    • 


10) 


Die  eben  angegebei 


Q  Kähemngswertbe  von       ^    enthalten  noch  nicht 


alle  ans  swei  snccessiven  Zahlen  der  Reihe  4)  darstellbaren  Verhältnisse; 
es   fehlt   noch   die  Reibe  ^,  ^,   ...,    oder   allgemeiner   das   VerhXltniss 

— —.     Nnn  ist  aber  nach  3)  as*  +  i  =  "st- i  +  "jti  also 


*  Ueber  den  Znaamtnenhang  der  Beihe  4)  mit  dem  VerhältiuHge  des  goldenen 
Schnitt«»  B.  u.  A.  Zeisin^,  Neue  Lehre  von  den  ProportioneD  des  menschlichen 
EOipers  eta.,  Leipzig  1854. 


E]emere  UiUheiliiDg«n. 

"3*+!  "S*-!    ,   ,            2        ,   i    ,        i_    ,„, 

au  au                Hk  +  l 
oder 

11)  °at+i^«t+3 

03*  «i  +  1  ' 

7.  Independente  BeBtlmmang  der  Glieder  dej  Reihe  4). 
Die  Anwendung  der  Formel  3)  erforderte,  nm  ein  Glied  der  Reihe  4)  zn 
finden,  die  Kenntniss  der  beiden  vorbeigeb enden  Glieder,  Die  Formeln 
10)  nnd  11)  gestatten  die  Berechnung  eines  Gliedes,  wenn  nur  das  un- 
mittelbaiw  Torbergeben  de  bekannt  ist.  Es  ist  sogleich  zu  fiberseben,  daes 
diese  Formeln  auch  zur  independeoten  Bestimmung  eines  Gliedes  der 
Reibe  4)  dienen  können.  Diese  Aufgabe  soll  im  Folgenden  gelSst 
werden. 

Ftibrt  man  statt  des  Näberungsbrucbes  »t  seinen  ZSbler  iiDd  Nenner 
ein ,  und  setzt 

12)  n,=i^, 

ao  geben  die  Formeln  10)  und  11)  Aber  in 

_pt+qt     osk-1  _pk--n     ai*+i  _^Pk  +  9gk 

291     '        n,t  pk^9k' 

Die  zweite  dieser  Formeln  lautet,  wenn  man  k  +  1  für  le  setzt: 

"st+s  2?i+i 

Nun  haben  nach  dem  Bildungsgesetz  der  Reihe  4]  keine  zwei  auf- 
einanderfolgenden Glieder  derselben  einen  gemeinsamen  Factor;  also  sind 

die  linken  Seiten  der  letzten  Formeln  irredncible  Brfiche.     Femer  ist  — 

als  Nlherungsbruch  irreducibel,  folglich  auch  - 

nicht  gleichzeitig  ungerade  sind,  auch  —= .    Mitbin  folgt  aus  der  ersten 

der  Formeln  13) 

14)  ogt=P*  +  ?i, 

15)  flsi_i  =  2j*; 
femer  ans  der  dritten 

16)  osi+i  =  p*  +  3?*.' 

In  den  drei  Formeln  14)  — 16)  ist  nun  die  independente  Bestimmung  der 
Glieder  der  Reibe  4)  vollständig  eotballen. 

Ausserdem  folgt  noch  durch  Vergleicbnng  der  dritten  und  vierten 
Formel  13) 

^V  P*+i  — ?*  +  i=P*  +  3?*.  ^"'^'^   ^  ^ .7>-v 

Setat  man  endlich  in  15)  ft  +  1   fflr  h  und  wendet  3)  *"'  »"/^ÄtiTVERSITY  ' 


Kleinere  Mitteilungen. 


18)  ?k+i=Pi+2?*. 

Und  eliminirt  man  9*4.1  zwischen  17)  nnd  18),  ao  folgt 

19)  Pk-n  =  ipt  +  ^gk. 

Durch  die  Formeln  18)  and  19)  ist  das  Bildnngsgesetz  der  zur  Bestim* 
mung  der  Glieder  der  Reihe  4)  nSthigen  Nähemu gsbrflche  in  kürzester 
W^e  ansgedrttckt. 

8.    Setzt   mau    die  Reihe   4)    nach    links   fort,    bo  erhält  man   der 
Reihe  nach 

ff_i,  o_i,  a_j,  a_i,  a_(,  o-e.  ■■- 
=  0,       1,      -1,    2,     -3,     5,     .... 
Demnach  ist,  venu  n  positiv  nnd   >1  ist, 

20)  ».. =  (-!)"..._,. 

Indem  man  die  durch  20)  gegebene  Bedentung  der  negativen  Indices 
festhBlt,  findet  sich  neiter 


21) 


\      2     J  ~  2 

_(!^)-„(_.,/-.+3.-.--,/5-; 

im  November  1878.  V.  Si 


D,j.,.db,GoogIc 


üntennohong  der  Bewegung  ähnlich -Terftnderlicher 
Systeme. 

Von 
Dr.  L.  Geisbnheimeb, 

BtrgiohnldtiMtai  in  Tirnowlta. 

Hieiza  Tof.  II  Fig.  t— B. 


Die  Bewegung  eines  ithnlicli - TeiSaderlicben  Systeme  ward«  in  den 
letzten  Jabren  in  Terscttiedenen  Abbandlangen  von  Bnrmflster*  nnd 
Oronard**  nntersncbt.  Die  BnrmeBter'Gcben  Arbeiten  zeicbn«a  sieb 
durch  die  elegante  Anwendung  der  Methoden  der  neneien  Geometrie  anf 
die  bebandelten  Probleme  ans,  wäbrend  Orouard's  AufsKtze  nicht  nnr 
die  Gesetze  eines  stetig  bewegten  TeTKnderlicben  Systems,  sondern  ancb 
diejenigen  tiber  den  Zusammenbang  dreier  discreten  Lagen  eines  solchen 
Systems  zn  ermitteln  snchen.  Diese  verschiedenen  DoteAcchnngen  haben 
nicht  nnr  ein  theoretisches  Interesse,  indem  sie  eine  Reibe  nicht  nnwiob- 
tigar  Sitze  für  ähnliche  ebene  Systeme  liefern,  sondern  können  ancb  fttr 
rein  praktische  Probleme  von  Vortbeil  nerden. 

Die  vorliegende  Arbeit  will  die  von  Bnrmester  and  Oronard  ver< 
Sffentlichten  Resultate  weiter  ffibren;  insbesoodere  wird  die  Krlimmnag 
der  zu  beliebigen  bewegten  Gnrven  gehörigen  Enveloppen  einer  ein- 
gebenden Betrachtung  unterworfen,  die  bekannte  Savary'sche  Formel 
auf   Shnlicb -veränderliche  Systeme  erweitert  nnd  für  den   ErUmmungs- 

*  Burmester,  Eiuetuatiach - geometriecbe  Theorie  der  Bewegong-  der  afEn- 
vertnderlicben,  Umlich-rerBsderlicheD  and  starren  räamlichen  oder  ebeaen  Systeme. 
Zeitschrift  f.  Math.  u.  PhjB.  1B78,  Bd.  XXIII  8. 108.  Ferner:  Ueber  den  Beecbleuni- 
gnnglEOstand  äbnUcb  verändeilicher  und  starrer  ebener  S^teme.  Civiliiigenieur, 
Bd.  XSIV. 

*■  Orottard,  L'Itutitut,  Journal  vnivergel,  1869S.8ij  1870  S.!7,84,I21,  ITl. 
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rftdina  der  HttUbahn  eine  einfache  znBammenhSDgende  Congtrnction  ent> 
wickelt  werden.  Ferner  wird  aaf  die  Herleitnng  derjenigen  Gesetze, 
welche  für  getrennte  Lagen  Kbnlicher  Systeme  gelten,  Rücksicht  genom- 
men. Die  Ableitung  der  Reenltate  wird  hanptsSchlich  mit  Hilfe  der  nene* 
ren  Geometrie  erfolgen.  Dieselben  stellen  zam  Tbeil  bereite  bekannte 
oder  neue  Gesetze  für  die  Bewegung  eines  stetig  bewegten  Xhnlich-Ter- 
ünderlichen  Systems  dar,  zam  T heil  zeigen  dieselben,  daes  mehrere,  bis- 
her nur  fUr  die  unendlich  nahen  Lagen  Khnlicber  Systeme  bekannte 
Gesetze  für  beliebige  discrete  Lagen  ihre  Oeltnng  beibehalten. 


Aus  der  momentanen  Lage  eines  stetig  bewegten,  übnlicb-Terkoder- 
licben  Systems  greifen  wir  (Fig.  1)  eine  geradlinige  Pnnktreihe  A  B 
heraus;  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A  und  B  seien  bezüglich  v 
und  IV-  Wird  dem  System  eine  Geschwindigkeit  —  ■>  ertheilt,  gelangt^ 
zur  Ruhe  und  B  erhält  die  in  Besag  anf  A  relative  Geschwindigkeit  r. 
Ans  der  Grundeigenschaft  eines  Shnlich-veründerlicben  Systems,  dasa  die 
Grenze  des  Verhältnisses  zwischen  der  Drehung  und  der  linearen  Äen- 
derun^  einer  Geraden  fUr  alle  Geraden  des  Systems  einen  eonstanteo 
Werth  habe,  folgt,  dass  r  and  AB  ein  nnr  durch  die  Natar  der  betrach- 
teten Bewegung  bestimmtes  VerhAltniss  nnd  eheneo  einen  constanten 
Winkel  bilden.  Die  Form  des  ans  AB  und  r  gebildeten  Dreiecks  ist 
also  von  der  Lage  des  Panktes  B  anabbSugig. 

Der  conatante,  von  r  und  AB  gebildete  Winkel  beisse  der  momen- 
tane Gescbwindigkeitswinkel  des  Systems  nnd  werde  im  Verlaufe 
dieser  UnterBnchnng  mit  ip  bezeichnet. 

Aus  Fig.  I  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Endpunkte  der  Geschwin- 
digkeiten einer  Geraden  AB  abermals  in  einer  Geraden  liegen,  welche 
mit  AB  einen  constanten  Winkel  bildet     Hierans  folgt: 

1)  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System* 
punkte  einer  Phase  S  eines  in  einer  festen  Ebene  beliebig 
bewegten  abnlich-TerHDderlichea  Systems  bilden  ein  mit  S 
Ähnliches  System.* 

Wird  die  Geschwindigkeit  w  des  beliebig  gewählten  Punktes  B  in 
■wei  Componenten  BH^  und  £7,  parallel  lar  Geraden  AB  und  zur  Rich- 


•  Ver^.  Bvrmeiter,  ZeitKhrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  XXUI  S.  111.  Wir 
werden  nach  der  am  angefllhrten  Orte  von  Burmester  gebrauchten  Beseichnnng 
das  System  der  Endpunkte  dar  Geachwindigkeiten  als  „Geschwindigkeitsj  ~ 
einführau. 
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toDg  von  r  E«rlft^,  so  E«igt  sicli  BE^  ale  die  schiefe  Parallel projeetion 
▼OB  V  coDBtaiit.  Bezeichnen  wir  die  Componente  B  B^,  entaprechend  der 
bei  starren  Byatemen  ftblichen  Benennung,  eis  Oleitangsgesehwin- 
digkeit  der  Geraden  AB,  so  erhalten  wir  die  Sätze: 

2)  DieGleitnngBgeschwiodigkeit  ist  fflr  alle  Punkte  ISnga 
einer  Geraden  AB  eonstant;  die  Endpunkte  der  unter  dem 
Geschwiudigkeitswinkel  wirkenden  Componenten  bilden 
eine  Gerade,  welche  mit  AB  einen  unTerKnderliebei)  Winkel 
bildet. 

Der  Punkt  M,  in  welchem  die  letzterwähnte  Gerade  AB  schneidet, 
besitzt  nnr  die  Glettuogsgesch windigkeit  MN.  In  diesem  Punkte,  wie  in 
B  tragen  wir  den  Geschwindigkeitswinkel  qo  nach  entgegengesetzter  Rich- 
tung, wie  in  B,  an  »  und  MN\  die  nenen  Schenkel  mögen  sich  in  P 
schneiden.     Aus  der  Aehnlicbkeit  der  Dreiecke  PBJi  und  leBE^  folgt; 

PM:BB^  =  MB:BJ^. 
BHy  ict  constant,  ebenso  das  Verhältniss  MB:  BJi,  daher  P  ein  fester 
Punkt;  und  da  sich  aus  der  Aehnlicbkeit  der  ebengenannten  Dreiecke 
auch  die  Proportionalität  von  PB  und  n>,  welche  den  constanten  Oe- 
sebwindigkeits Winkel  einscbliessen ,  ergiebt,  folgt,  dass  PderAehnlich- 
keitspol  des  Systems  AB  und  der  zugehörigen  GeschwiD- 
digkeitsphase  ist. 

Ohne  hier  näher  auf  die -Gesetze  affin -Tcränderlicher  Systeme  ein- 
angeben,  bemerken  wir,  dass  die  bisher  entwickelten  Salze  fHr  diese 
Systeme  ihre  Geltnog  beibehalten,  wenn  das  System  in  eine  einzige  Ge- 
rade ansartet.  Daher  bleibt  für  affine  Systeme  spe<üell  die  im  Vorstehen- 
den entwickelte  Construction  zur  Bestimmung  des  Punktes  M  einer  Ge- 
raden, dessen  Geschwindigkeit  in  diese  Gerade  ftllt,  bestehen.  Diese 
Bemerkung  kann  dienlich  sein,  wenn  die  Enreloppe  einer  affin  •Teräo  der - 
liehen  Geraden  aufgesucht  werden  soll;  denn  lU  ist  der  Berfibrnngspunkt 
der  Geraden  mit  ihrer  Enveloppe. 

Da  bei  der  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  die  Ge- 
scbwindigkeiteu  zweier  Punkte  beliebig  gewählt  werden  können,  gelten 
die  vorherigen  Entwickelungen  für  beliebige  ähnliche  Systeme.  Findet 
eine  unendlich  kleine  Bewegung  des  ähnlich-verBnderlichen  Systems  um 
den  Oeichwindigkeitspol  P  statt,  rttcken  also  die  beiden  Layn  unend- 
lieb  nahe  aneinander,  so  erhallen  wir  in  den  Verbindungslinien  der  homo- 
logen Punkte  die  von  diesen  Punkten  beschriebenen  Wege.  Bezeichnen 
wir  die  Bichtungsändemug  (Drehung)  des  Systems  mit  9,  die  Entfer- 
nung PB  eines  Punktes  B  vom  Pole  mit  r,  den  beBchriebenen  Bogen 
mit  t,  ao  folgt 

dt  =  —, —  d&  oder  v  =  — — .a,  (~'fi,tit]n 
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venu  m  die  momentane  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  bedenteL 
Wird  der  unendlich  kleine  Weg  dt  in  zwei  Componenten  zerlegt,  von 
welchen  die  eine  in  -Richtung  deg  Badina  vector,  die  andere  senkrecht 
zn  demselben  wirkt,  so  findet  sich  als  momentane  Aendernsg  der  XrSageni- 
einbeit  des  Systems 

3)  .COiq>^  —  COlgqi.dO, 

Fflr  starre  Systeme,  bei  welchen  die  Dimensionen  nnverlndert  blrä- 
ben,  ist  tp  constant,  gleich  90°. 


§2. 

Ein  Shnlich -retSsdetliches  System  S  sei  in  drei  Terschiedenen  dis- 
creten  Lagen  S^,  Sj  nnd  Sg  verzeichnet  (Fig.  2).  Det  Aebnücbkeitspol 
zwischen  S^  nnd  Sj  sei  />,,,  zwischen  Sg  nnd  S,  P^.  Dnrch  die  beiden 
genannten  t*ole  ^,,  nnd  P^  werde  ein  Kreis  k^  gtiiegt;  den  Punkten 
dieses  Kreises  im  System  8,  entsprechen  kreisförmige  ähuliebe  Punkt* 
reihen  A'j  nad  kg  in  S,  nnd  Sg.  Die  Kreise  k^  nnd  k^  schneiden  sich  in 
Pif,  die  Kreise  k^  nnd  A,  in  P^^^  die  zweiten  Schnittpunkte  dieser  Kreise 
seien  bezflglicfa  5,,  und  S^,  Aus  der  Theorie  ähnlicher  Figuren  folgt, 
dass  die  Verbin dangslinien  zweier  homologen  Funkte  dieser  Kreise  be- 
züglich duTcli  S^f  und  S^  geben  müssen;  sind  also  Q,,  Q^  und  Q^  die 
Lagen  einea  Punktes  ß  in  S^,  Sg  und  8g,  naeB  Q^Oi  iaicb  S^^,  0,0,  dnrch 
S^  gehen.  Demnach  ist  fttr  alle  Pnnkte  des  Kreises  Ar,  der  Winkel,  den 
diese  Punkte  mit  den  Lagen  in  Sj  nnd  Sg  bilden,  constant,  und  die  Yer- 
bindungslinien  der  Lagen  in  S^  und  Sj  mit  der  Lage  in  Sj  gehen  durch 
feste  Funkte  des  Kreises  k^.  Den  fttr  jeden  Kreis  über  ^„  nnd  P^  con- 
stauten  Winkel  180  — ^010,0,  =  t  nennen  wir  den  Contingenzwinkel  des 
Punktes  Q. 

Dem  Pole  P,,  entspreche  in  Sg  der  Punkt  P\f,  dem  Pole  /*^  in  8^ 
der  Funkt  /"jg-  Ans  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass  die  Schnitt- 
punkte S^g  und  Sg,  in  den  Verbindnngsstrecken  P^P*^  und  Pi^f^n,  also 
in  festen  geraden  Linien,  weiter  rücken,  wenn  sich  k^  Sndert. 

Werden  in  0,  und  0,  an  die  Linien  S^^Q^  and  S^^Q^  feste  Winkel 
fi^  und  ^g  angetragen,  so  schneiden  die  nenen  Schenkel  dieser  Winkel 
die  Krei^  k^  nnd  Ag  in  festen  Punkten;  nnd  da  diese  nenen  Schenkel 
seibat  einen  conatanten,  durch  (i,,  fn.^  und  den  Contingenzwinkel  t  ge- 
gebenen Winkel  bilden,  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  der  neuen  Schen- 
kel wieder  anf  einer  durch  diese  festen  Pnnkte  laufenden  Kreislinie  liegen. 

Kie  Mitten  der  Linien  dCi  »od  0,0,  bilden  ebenfalls  ein  zu  S, 
fibnliches  System;  werden  also  in  den  Mitten  dieser  Verbindungsgeraden 
Senkrechte  errichtet,  so  lie^t  deren  Schnittpunkt  nach  der  eben  geführ- 
ten Betrachtung  auf  einem  Kreise  m.     Dieser  Schnittpunkt  ist  aber  der 
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Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  OiO^Q^  onucfarLebeDen  Kreises.  Die  in  den 
Uitten  der  Dreiecksseiten  QiQ^  und  Q^Qf  errichteten  Senkrechten  schnei- 
den flieh  in  festen  Punkten   G^  nnd  6,. 

Wir  sind  demnach  zn  folgenden  Sätzen  gefttbrt: 

4)  Der  Contingenzvinkel  aller  Punkte  eines  durch  die 
Pole  /*,,  und  P^  gelegten  Kreises  ist  constant.  Die  Verbin- 
dungslinien der  Punkte  dieses  Kreises  mit  den  homologen 
gehen  durch  feste  Punkte  dieses  Kreises.  Die  festen  Punkte 
rflcken   auf  geraden,   durch   die  Pole  laufenden  Linien  fort. 

5)  Die  KrammuDgamittelpunkte  Jf  aller  Kreise,  welche 
den  drei,  einem  Kreise  fc^  angehörigen  Punkten  £>,,£>,,£),  um- 
schrieben sind,  bilden  eine  Kreislinie  m. 

Aus  der  ConstmctioQ  des  Kreises  m  folgt,  dass  das  System  seiner 
Punkte  demjenigen  der  Punkte  in  den  Kreisen  A,,  A,  oder  k^  ähnlich  ist. 

Unsere  Figur  zeigt  drei  eigen thttml ich e,  ähnlich  •  verwandte  Kreis- 
bilsehel.'  Die  Orundpnnkte  des  Büschels  in  S,  sind  P^^  und  /"u, 
die  des  Büschels  in  8,  sind  P„  und  P„,  und  die  des  Büschels  in  8, 
Pjj  und  i**,»-  Die  Punkte  C,  nnd  G,  rücken  anf  zwei  festen  Linien  fort, 
nSmlich  auf  den  in  der  Mitte  von  P^P^^  und  PiiP\%  zu  diesen  Linien 
errichteten  Senkrechten  fjj  nnd  t^.  Ans  den  Etgeosehaften  der  Kreis- 
bOschel  folgt,  dass  die  Punkte  G,  nnd  G,  auf  diesen  Geraden  ähnliche 
Punktreihen  bilden. 

Der  Kreis  der  Mittelpunkte,  m,  geht  nur,  wenn  das  System  ein 
sUrres  ist,  durch  die  Pole  />j,  und  P^.*  Fällt  £>,  in  />,„  so  rttckt  der 
Mittelpunkt  M  in  den  zweiten  Schnittpunkt  der  Geraden  l^^  mit  m;  für 
andere  Kreise  m  rückt  der  zu  P^^  gehörige  Mittelpunkt  anf  der  Geraden 
^  fort.  Das  Entsprechende  findet  statt,  wenn  Q  nach  P^  rückt.  Während 
also  im  Allgemeinen  jedem  Punkte  Q^  im  System  S^  nur  ein  Mittelpunkt 
entspricht,    entsprechen    den  Punkten  /*,,   und  jPj,    bezüglich   die  Linien 

Wird  der  Radius  des  Kreises  A,  unendlich,  artet  also  dieser  Kreis 
in  eine  durch  P^^  und  P^  gelegte  Gerade  g^  aus,  geht  k^  in  die  Gerade 
^ii^n  — J^i-  *»->•»  ^'ö  Gerade  /»„/*,,  =ff,  über.  Femer  gehen  die 
8tralilenbtlschel5,,(^,...}  und  S^ig(£>3..)  in  Parallelstrablenbäschel  über, 
daher  auch  die  StrablenbUscbel  der  in  der  Mitte  von  0%  Qi  und  Q^  Q^ 
errichteten  Senkrechten.  Da  diese  letzten  ParallelHtrablenbüschel  die  nn- 
endlich  ferne  Gerade  gemein  haben,  folgt  als  Ort  der  Mittelpunkte  eine 
Gerade  m„. 


*  Tergl.  Bittershaus,  Kinenatisoh-^ometrische  Theorie  der  Beichlenoi- 
gting  fQr  die  ebene  Bewegung,  Civilingeniear,  XXIT.  Bd.  1.  Heft,  wo  rioli  eine 
Biuüiobe  Untenochaug  für  starre  Systeme  findet 
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6)  Det  OeiAdea  PuPa  entspricht  eine  Oeiftde  m,  «Is  Ort 
der  Mittelpnnkte. 

Die  Gerade  m„  ist  leicht  za  finden ,  indem  man  die  in  m^  fallenden 
Hittelpnnkte  fttr  /*„  nnd  P„  aufsucht.  Man  siehe  ans  P^^  eine  Parallele 
an  (,(  bis  znm  Schnitt  mit  1^,  femer  ans  P^  üne  Parallele  m  1^  bis 
znm  Schnitt  mit  <„;  so  ist  die  VerbiadungsUnie  der  Schnittpunkte  die 
Gerade  m^, 

Bücken  die  drei  Lagen  S,,  S,  nnd  S^  unendlich  nahe  zusammen, 
so  fallen  auch  die  Pole  i*,j  und  P^  unendlich  nahe.  '„  nnd  r^  fallen 
in  eine  Gerade,  Benkrecht  znr  Bsschlennigung  des  Poles  P,,  oder  P^i 
5,(  nnd  S^  liegen  in  der  Beschleunigungsricbtung  des  Pole«.  Bei 
diesem  Uebergange  znr  Grenze  geben,  wie  ohne  Weiteres  klar  ist,  die 
bisher  entwickelten  SStze  in  solche  über  die  Krttmmuugs  mittel  punkte  der 
von  den  Punkten  eines  stetig  bewegten,  Shnlich -TerKnderlichen  87stems 
beschriebenen  Trajectorien  Über.  Da  jedoch  diese  Sätze  in  den  späteren 
Abschnitten  in  einer  tlbersichtlioherea  und  aneftthrlicherea  Weise  ent- 
wickelt werden,  sparen  wir  die  Formnlimng  dieser  Sätze  über  die 
Krümmungen  der  Trajectorien  bis  dahin. 

Die  Geraden  P,iS^  und  /'n^ii  schneiden  eich  (Fig.  2)  in  einem 
Punkte  £.  Tritt  an  die  Stelle  des  Kreises  A,  der  durch  die  Punkte  P^,, 
Pff  nnd  A*  gelegte  Kreis  r>,,  so  fallen  für  diesen  die  Schnittpunkte  5^, 
nnd  Sj,  mit  S  zusammen,  der  zum  Kreise  rc,  gehörige  Con tin gen z winke! 
ist  also  Null,  die  Punkte  der  Systeme  Sj  nnd  S,,  welche  einem  in  der 
Kreislinie  w^  liegenden  entsprechen,  fallen  also  mit  diesem  in  eine  durch 
i"  gehende  Gerade.  Femer  lehrt  eine  sehr  einfache  geometrische  Be- 
trachtung, dasa  der  zum  Kreise  k^  gehörige  Contängenzwinkel  gleich  dem 
Winkel  ist,  unter  welchem  eich  die  Kreise  k^  und  w^  schneiden.  Hier- 
nach ist  Wg  auch  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte  des  Systems ' 
S,,  für  welche  der  Contingenzwinkel  sein  Zeichen  ändert. 

Kreis  iVj  wird  der  Wendekreis  des  Systems  S,  genannt.  Wir  ge- 
langen zur  Aufstellung  folgender  Sätze:* 

7)  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  im  Systems,,  welche 
mit  ihren  entsprechenden  in  S,  und  S,  in  einer  Geraden  lie- 
gen, ist  ein  durch  die  Pole  P^  und  P„  gehender  Kreis. 

8)  Die  Geraden,  welche  drei  homologe  Funkte  enthalten, 
schneiden  sich  in  einem' Punkte  di.eses  Kreises. 

9)  Der  zu  einer  Kreislinie  fr,  gehörige  Contingenzwinkel 
ist  gleich  dem  Schnittwiukel  dieses  Kreises  mit  dem  Wende- 
kreise. 

Der  dem  Wendekreise  n>g  entsprechende  Kreis  m  der  KrOmmungs- 
mittelpnnkte  degenerirt  in  die  uoeudlich  ferne  Gerade.     Dem  Wende» 


*  Durch  Burmester  nnd  Gronardauigestellt  VergL  die  ang«fiUuten Octe. 
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kreise   w,   gehSren   in  S^  und  Sj  euUp rechende  Kteiee  m^   und  Wg  an, 
welche  beide  durch  £  geben. 

§3. 

Eine  entsprechende  Reihe  von  Sätzen  lässt  sich  fUr  die  dnrch  drei 
homologe  gerade  Linien  gebildeten  Dreiecke  entwickeln.     (Fig.  3.) 

Die  durch  den  festen  Punkt  Q^  gebende  Gerade.  9,  des  Systems  Sg 
werde  von  den  homologen  Geraden  p,  und  p,  in  den  Punkten  JII  nnd  N 
geschnitten.  Aus  dem  Pole  P,^  fSUen  wir  auf  die  Geraden  £(^  und  g^  die 
einander  entsprechenden  Senkrechten  A|  nnd  A^;  die  Fnsspnnkte  seien 
Ä,  und  Ä,.  Da  LR^P^^B^  unverÄnderlich,  folgt,  dass  R^M  zu  /»ijflg 
proportional  ist;  und  da  die  Punkte  Aj  in  einem  über  Pi^Q^  als  Dnrch- 
measer  geschlagenen  Kreise  liegen ,  fallen  auch  die  Schnittpunkte  M  aller 
dnrch  den  Punkt  Q^  lanfenden  Geraden  io  einen  durch  P^^  und  Q  geben- 
den Kreis.  Die  Funkte  P,j,  S^,  M  nnd  B^  bilden  ein  Kreisviereck,  and 
daher  ist  LP^^MQ  constant  gleich  q»^,,  wo  9>it  den  Winkel  bedentet, 
welchen  die  Verbindangelinie  zweief  entsprechenden  Funkte  (A,  und  A,) 
mit  dem  Badins  vector  des  Punktes  in  Sj  bildet. 

In  gleicher  Weise  ergieht  sich,  dass  die  Schnittpunkte  N  aller  durch 
Q^  laufenden  Linien  g^  mit  den  homologen  Linien  des  dritten  Systems  9, 
anf  einem  durch  P^  und  Q^  gehenden  Kreise  liegen.  Um  den  Mittelpunkt 
eines  Kreises  zn  erhalten ,  welcher  das  aus  g^ ,  g^  nnd  g^  gebildete  Dreieck 
berührt,  sind  die  bei  M  und  N  von  diesen  Linien  gebildeten  constauten 
Winkel  zu  halbiren;  diese  Halbimngslinien  gehen  demnach  durch  feste 
Funkte  der  eben  betrachteten  Kreise  der  Schnittpunkte,  schneiden  sich 
also  wieder  in  den  Punkten  eines  Kreises. 

10)  Die  Schnittpunkte  M  der  durch  einen  festen  Funkt  Q 
gehenden  Geraden  p,  mit  ihrer  homologen  pj  bilden  einen 
dnrch  den  Pol  und  den  festen  Punkt  Q^  gehenden  Kreis. 

11)  Die  vier  Mittelpq,nkte  derjenigen  Kreise,  welche  die 
drei  homologen  Lagen  der  durch  einen  festen  Funkt  {ff) 
gehenden  Geraden  berühren,  bilden  vier  Kreise,  Bückt  Q 
ins  Unendliche,  gehen  dfese  vier  Kreise  in  gerade  Linien 
über. 

Der  erste  dieser  SXtze  konnte  anch  dnrch  die  Bemerkung  erhalten 
werden,  dass  die  Geraden  p,  nnd  ^^  gleichlanfend-fthnlicfae  Strahlbüschel 
bilden.  Ans  der  Couatmction  für  den  letzten  Kreis  der  Berührungsmit- 
telpnnkte  folgt,  dass  das  System  seiner  Funkte  dem  der  Schnittpunkte 
M  oder  N  ähnlich  ist.  Im  Folgenden  werde  der  zu  Q  gehörige  Kreis  der 
Schnittpunkte  zwischen  g^  und  p,  mit  Sf,  der  der  ungehörigen  BerUhrnngs- 
mlttelpnnkte  mit  K^  bezeichnet. 

Soll  der  Kreis  der  Schnittpunkte  von  g^  und  p,,  Kg,  nicht  nur  durch 
deu  Pol  /*„,  sondern  auch  dnrch  den  Fol  P„  gehen,  sollen  also  die  Funkte 
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^11  >  ^ta>  ^i  °°^  ^  ">"  KreiBTtereck  bilden,  mnse  Punkt  Q^  anf  einer 
durch  den  Fol  P„  laufenden  festen  Geraden  liogeo,  welche  mit  der  Linie 
P^P^  den  Winkel  tp^^  bildet.  EntjspTechend  findet  sich,  dass,  venn  der 
Kreis  der  Schnittpunkte  von  g^  und  g^  dnrcb  P^  gehen  soll,  Punkt  Q^ 
eich  anf  einer  durch  P^  laufenden  festen  Geraden,  welche  mit  P^^u 
den  Winkel  <pg^  bildet,  befindet.  Wird  demnach  durch  den  Schnitt  S^ 
dieser  beiden  festen  Geraden  durch  P|,  und  P^  ein  Kreis  gelegt  {*),  so 
entbKlt  dieser  Kreis  die  Schnittpunkte  der  durch  S^  laufenden  Linien  g^ 
mit  p,  und  g^;  die  durch  den  Punkt  5,  gehenden  Linien  des  Systems  S^ 
schneiden  sich  also  mit  den  homologen  in  den  Systemen  Sj  und  8,  in 
einem  einzigen,  auf  k  gelegenen  Paakte. 

Da  homologe  Geraden  couataute  Winkel  bilden,  schneiden  die  zu  g 
homologen  Geraden  g^  und  g^  den  Kreis  x  in  festen  Punkten  5,  und  S^, 
welche  als  Schnittpunkte  homologer  Linien  zu  S^  homolog  sind;  und  da 
die  Geraden  S^P^f  und  S^P^^  homolog  sind,  folgt,  dass  auch  der  dritte 
Aehnlichkeitspol  der^rei  Systeme,  i*,,,  auf  der  Kreislinie  *  liegt. 

Wir  haben  hiermit  die  folgenden,  eueist  Ton  Oronard  *  aufgeatell- 
;en  SStse  erhalten: 

12)  Durch  drei  homologe  Lagen  eines  beliebigen  Punktes 
aesen  sich  stets  drei  homologe  Gerade  legen,  welche  sich  in 
linem  einzigen  Punkte  schneiden.  Der  geometrische  Ort 
lieses  Schnittpunktes  ist  die  durch  die  drei  Aebnlicbkeits- 
lole  der  Systeme  8,,  Sg  and  S^  gelegte  Kreislinie;  die  zwei- 
en Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  dieser  Kteielinie  sind 
este,  sich  entsprechende  Punkte. 

Die  Schnittpunkte  zweier  homologen  Parall eh trahlenb tisch el  bilden, 
wie  man  durch  Specialisirnng  des  Satzes  10]  oder  auch  leicht  direct 
findet,  eine  durch  den  Aehnlichkeitspol  laufende  Gerade.  Construirt  man 
demnach  zu  drei,  sich  auf  x  schneidenden  Geraden  drei  beliebige,  aber 
lomologe  Parallelen  (Fig.  3),  so  liegen  die  Schnittpunkte  dieser  Paral- 
elen  mit  den  entsprechenden  Aebniichkeits polen  auf  Geraden,  welche 
sich  in  einem  Punkte  des  Kreises  k  sctAeiden.  Dies  liefert  folgenden, 
von  Gronard  fUr  seine  Untersuch ungen  über  homologe  Geraden  ftia 
Anagangapunkt  aufgestellten  Satz: 

13]  Werden  die  Ecken  eines  durch  drei  beliebige  homo- 
loge Gerade  gebildeten  Dreiecks  mit  den  entsprechenden 
Aehnlichkeitspolen  der  Systeme  verbunden,  so  schneiden 
sich  diese  Verbindungslinien  in  einemPnnkte  des  dnrch  die 
Aehnlichkeitspole  gelegten  Kreises. 

Wir  nennen  den  durch  die  drei  Aehnlichkeitspole  gelegten  Kreis  x 
den  fifickkebrkreis  der  Systeme  {Cercte  des  rebrouisemenU)\*  die  Recht- 

•  L'ItuMut,  1870  &  87. 
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ferti^ng  dieser  Bezeichnnng  wird  sieb  im  Laufe  unserer  Uatersiichang 
ergeben.  Dieser  Kreis  bat  für  die  Betracbtnng  der  von  einem  khnlicb- 
verSnderlich^n  System  ToltfUbrten  Bewegungen  gleicbe  Wicbtigkeit,  wie 
der  Wendekreis. 

Der  Rückkehrtreis  x  geht  durch  die  drei  Äehnt ich keitspole  /*,, ,  P„ 
nnd  i',,;  der  Wendekreis  durch  die  Punkte  /^jg,  P^^  nnd  deu,  dem  dritten 
Pole  Pgi  in  8|  entsprechenden  Punkte  /^,i .  Bei  Btarren  Systemen  liegen 
/*„  nnd  /*g]  symmetrisch  zur  Geraden  PuPa-     Hieraus  folgt: 

14)  In  Btarien  Systemen  sind  der  Wendekreis  nnd  BScb- 
kehrkreis  zur  Verbindungslinie  zweier  Pole  symmetrisch. 

EQerans  ergiebt  sich  nach  einem  bekannten  Satze  Aber  die  Lage  des  . 
Höben  Schnittpunkt  es  eines  Dreiecks  zum  umschriebenen  Kreise  desselben 
die  Folgerung: 

15)  In  starren  Systemen  schneiden  sich  alle  Geraden, 
welche  drei  homologe  Punkte  enthalten,  im  HObenschnitt- 
punkte  des  ans  den  drei  Polen  der  Systeme  gebildeten 
Dreiecks. 

Sficken  die  drei  Lagen  Sj,  Sj  nnd  S,  nnendlich  nahe  zosammen,  so 
gehen  die  Sätze  in  solche  tiber  die  Krflmmungen  der  von  den  Geraden 
eines  stetig  bewegten,  Xbniich -verSuderlichen  Systems  beschriebenen  En- 
yeloppen  aber.     Die  Formulimng  dieser  Sätze  wird  später  erfolgen. 

Das  ans  drei  homologen  Strahlen  der  Punkte  Qi,  0^,  C,  gebildete 
Dreieck  bildet  also  mit  den  Verbindungslinien  seiner  Ecken  je  mit  P,,, 
i'ij,  fjj,  welche  sich  alle  drei  in  einem  Punkte  ü  des  Rückkehrkreises 
schneiden,  ein  der  Form  nach  unTeränderliches  System.     Hieraus  folgt: 

16)  Die  Seiten,  und  daher  auch  die  Radien  des  Bertthrungs- 
kreises  sind  der  Verbindnngsstrecke  einer  Ecke  {IH)  mit  die- 
sem Punkte   U  proportional. 

Die  Strecke  MP^^V  und  der  nach  M  gehende  Radius  des  Berflh- 
rungskreises  bilden  also  ein  in  den  Winkeln  unwandelbares 
Dreieck,  dessen  dritte  Seite  demnach  durch  einen  festen  Punkt  H  des 
Rttckkehrkreises  geht.    Hieraus  folgt: 

17)  Alle  Kreise  K„  gehen  durch  H* 

Construiren  wir  zu  drei  Punkten  Q  des  Systems  S  die  zugehörigen 
Kreise  K„,  so  sind  diese  mit  den  eDtsprechendea  Kreisen  K^  ähnlich. 
Schneiden  sich  aber  drei  Kreise  (^„)  in  einem  Punkte  {B),  so  lassen 
steh  nach  einem  bekannten  pl an i metrischen  Satze  beliebig  riele  Dreiecke 
eonstmiren,  deren  Seiten  durch  die  zweiten  Schnittpunkte  der  Kreise 
gehen,  deren  Ecken  auf  den  Kreislinien  liegen  und  welche  alle  zum 
Dreieck  der  Kr eismittelp unkte  Hhnlicb  sind.     Demnach  ist  das  Dreieck 

*  TergL  Burmeater,  Einematjich- geometrische  Untersuchungen  etc.,  Zeit- 
schnft  fflr  Mathematik  nnd  Physik,  Bd.  XIX  S.  16Gflgff. 
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Koa  den  Mittelpankten  der  Km  zam  Dreieck  der  Systempunkte  Q  fthnlich; 
nnd  da,  wie  aich  leicbt  ktib  der  Constani  tob  9),j  etpebt,  «aeh  das 
System  der  Mittelpunkte  der  Kruse  &g  sn  dem  der  Pnnkte  Q  Slmlich 
ist,  folgt: 

18)  Die  Mittelpunkte   der  Kreise  K,  nnd  f„  bilden  ein  zu 
5j  ähnliches  System. 

Die  drei  bomolo|en  Strahlen  ^yQi,  S^Q^,  S^Q^  schneiden  sich  in 
einem  Pnnkte  T  des  Rtickkehrkreises ,  welcher  mit  dem  ■agehörigen 
Mittelpunkte  des  Berflhrangskreises  Ensammenmit,  also  sowohl  dem  Kreise 
A*^,  wie  i'n  angehört.  Dieser  Pnnkt  ist  also  der  zweite,  sich  selbst  ent- 
sprechende Schnittpunkt  der  beiden  Kreise.  Sollen  die  beiden  Schnitt- 
punkte dei  Kreise  Ifg  nnd  i^«  in  F  zusammenfallen,  so  muss  das  Dreieck 
Pij0,  K  Gonstante  Wink'el  enthalten,  nämlich  in  P^^  den  festen  Winkel, 
welchen  der  nach  einer  Dreiecksspitze  M  gezogene  Radius  des  Bertth- 
rnngskreises  mit  der  Dreiecksseite  ffi  bildet,  and  in  V  den  Winkel  <Pig. 
Demnach  muss  Q^  in  einer  snm  Bfickkehrkreise  Xbnlicben,  durch  Pj^ 
gehenden  Kreislinie  liegen. 

19)  Diejenigen  Pnnkte  Q,  deren  entsprechende  Kreise  jP, 
und  A*.)  einander  berUhren,  liegen  auf  einem  Kreise. 

Betrachten  wir,  was  nach  dem  Vorstehenden  erlaubt  ist,  den  festen 
Pnnkt  B  als  Grenze  der  Kreise  £„,  so  folgt,  da  für  diesen  GrenzkrÜB 
V  mit  3  znsammenfXllt,  dass  B  der  Ort  der  Mittelpunkte  für  sSmmtlicbe 
Strahlen  eines  Strablbdscbela  ist,  dessen  Scbeitelpankt  heztlglich  in /TS,, 
BS,,  BSg  liegt. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  sKmmtlichen  Entwi ekeln n gen 
dieses  Abschnittes  nngeSudert  bleiben,  wenn  wir  statt  der  Mittelpunkte 
derjenigen  Kreise,  welche  das  ans  drei  entsprechenden  Geraden  p^,  g^, 
9,  gebildete  Dreieck  berühren,  irgendwelche  in  diesen  Dreiecken  Sbolich 
gelegene  Punkte  betrachten. 

§4. 

Die  geometrische  Differenz  der  Verbindungsstrecken  eines  Punktes 
Qf  in  Sg  mit  den  homologen  Lagen  Oi  und  Cg  werde  im  Folgenden  als 
„Beschleunigung  des  Punktes  Q,"  eingeführt. 

Da  Sj  nnd  Sg  zum  System  8,  Ähnlich,  ergeben  sich  die  Coordinaten 
der  Punkte  Q,  und  Q^  in  einem  beliebigen  Coordinaten  System  als  lineare 
Functionen  der  Coordinaten  des  Punktes  Q^ ;  ergänzen  wir  demnach 
Dreieck  C,  £>j0,  zum  Parallelogramm,  so  stellen  sich  auch  die  Cooidina- 
ten  des  vierten  Eckpunktes  desselben  als  lineare  AnsdrScke  derjenigen 
des  Punktes  Q^  dar.  Das  System  der  Endpunkte  der  Bescblennigungen 
ist  also  zn  Sg  affin. 

Das  bisher  Gesagte  gilt  allgemein  flir  affin -verSnderli che  Systeme; 
es  ist  jedoch  leicht  nachzuweisen,  dass  fflr  fthnlich •veränderiiche  Systeme 
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die  eben  nachgewiesene  Verwandtschaft  der  Affinität  in  die  der  Aehn- 
lichkeit  flbergelit.  Wir  bezeichnen  zu  dem  Zwecke  (Fig.  4)  den  Badins 
T«ctor  PtaQi  nüt  Tj,  P^Q^  mit  r,;  femer  bezeichnen  wir  die  ßr&sse  der 
coDBtanten  Verbältniese  '  *  nnd  ^  '  bezüglich  mit  c,  nnd  Cj .  Weiter 
ist  in  Fig.  4  die  Strecke  —  ^,  p,  mit  v  benannt  worden.  Die  Gerade 
/'„Pjj  werde  nach  dem  VeihSltniss  Cjic,  harmonisch  getheilt  nnd  über 
die  Tfa«Ipnnkte  ein  Halbkreis  I  geschlagen;  derselbe  schneidet  den 
Wendekreis  iv^  orthogonal.  Für  einen  der  Schnittpunkte  beider  Kreise 
haben  die  Verbindnagsstrecken  mit  den  homologen  Punkten  in  S,  nnd 
S3  entgegengesetzte,  für  den  andern  gleiche  Richtung;  fUr  den  ersteren 
mit  P^  bezeichneten  ist  die  Beschlennignng  also  Nnll.  Für  das  Kreis- 
viereck  PitP^Py/Qt  fi^S'^^^  sich,  die  festen  Strecken  Pj^Pv  *"*'^  ^ss^'v 
mit  f]  and  s^  bezeichnend, 

P'iiPxt  ■  Pl-Ot  =  '■»«,  —  »"i  *s 
oder,  wie  sich  dnrch  leichte  Umformung  ergeht. 

Für  die  auf  dem  Wendekreise  gelegenen  Pnnkte  ist  OjOj—  OjO,  die  Be- 
schlennignng. Da  ferner  die  Richtung  dieser  Beschlennignug ,  mit  der 
der  Verbindnngsstrecken  zusammenfallend,  mit  der  Geraden  P^Q^  einen 
Constanten  Winkel  bildet,  ergiebt  sich,  doss  der  beliebige  Strahl  PifQ^ 
TOD  Sj  mit  dem  entsprechenden  Strahl  im  Systeme  der  Beschleunignngs- 
«ndpnnkte  einen  unvecSnderlichen  Winkel  bildet;  nnd  dies  ist  nur  mög- 
lich, wenn  dos  System  der  Endpunkte  der  Beschleunigung  dem  System 
6,  Kbnlich  ist. 

Nennen  wir  mit  Burmeeter  das  System  der  Endpunkte  der  Be- 
schleunigungen die  Beschlennigungsphase,  so  erholten  wir  folgen* 
des  Resultat: 

21)  -  Die  Beschlennigungsphase  bildet  ein  zum   System  S, 
der  Funkte  ähnliches  System. 

Der  vorgefahrte  Beweis  bleibt  giltig,  wenn  wir  die  Be- 
«chlennignngen  aller  Punkte  nach  einem  bestimmten  Ver- 
b&ltniss  vergrössern. 

Punkt  P^,  dessen  Beschleunigung  Null  ist  und  den  Aehnlichkeite- 
{lol  dee  Systems  S,  und  der  Beschlennigungsphase  bildet,  beisst  der 
Beschlennigungspol  des  Systems  Sj.  Aus  Fig.  4  und  Gleichung  20) 
«rgeben  sich  die  zur  Bestimmung  der  Beschleunigungsphase  oöthigen 
CoDStnnten, 

Legt  man  durch  den  Beschleunigungspol  und  einen  der  Geschwin- 
digkeitspole  (etwa  P,,)  Kreise,  so  geben  für  alle  auf  dieser  Kreislinie 
liegende  Punkte  Q^   die  Verbindungsstrecken   mit   dem   entspreeliMden 
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Pnnkt«  (C[)  darcb  einen  festen  Fnnkt;  ebenso  gehen  die  Beachtenni- 
gangen  für  alle  Punkte  dieser  Kreislinie  dnroh  einen  festen  Pankt  des 
Kreises.  Aendeit  sieb  dieser  Kreis,  so  rücken  die  beiden  Schnittpunkte 
anf  zwei  festen,  dnrch  die  nicht  entsprechenden  Pole  gelten  Geraden 
fort.  Diese  beiden  Geraden  sehneiden  sich  auf  dem  Wendekreise  und 
hieraus  folgt : 

22]  Fac  alle  Punkte  eines  dnrch  den  Beschlennigangspol 
und  einen  Geschwindigkeitspol  gelegten  Kreises  bildet  die 
Verbindangsstrecke  der  homologen  Punktlagen  mit  der  Be- 
schlenuignug  einen  constanten  Winkel,  welcher  gleich  dem 
Schnittwinkel  dieses  Kreises  mit  dem  Wendekreise  ist     [Vgl. 

S  2,  9)).  

Für  den  über  die  Theilpnnkte  von  P^Pti  gelegten  Kreis  l  halbirt 
die  Beschlennignng  den  Winkel  der  gleichen  Verbind nngsstrecken  vun 
Qf  mit  Q^  and  (>,.  Für  den  Radios  ^  dieses  Kreises  findet  sich,  l\tfn 
mit  u  bezeichnend, 

Werden  im  Vorstehenden  die  Beschlennigungen  der  Punkte  im  reci- 
proken  Verhllltniss  der  fSr  P^^  and  P^  als  gleich  angenommenen  Be- 
wegnngsdaner  sar  Zeiteinheit  vergr&ssert  und  lässt  man  die  Lagen  8^, 
S(  and  S}  anendlich  nahe  rücken,  so  erhSU  man  statt  der  im  Vorigen 
geometrisch  deflairten  Beschleunigung  die  Darstellung  der  in  der  Mecha- 
nik gebrKucblichen  Grösse  der  Beschleanigung.  Die  entwickelten  Sätze 
bleiben  völlig  angefindert;  nur  fallen  die  beiden  Gescbwindigkeitspole 
P,j  und  P^  and  ebenso  die  beiden  Systeme  von  Kreisen  durch  je  einen 
Gescbwindigkeitspoi  und  den  Beschlennigangspol  in  ein  Kreisbßschel 
susammen.  Für  die  Punkte  eines  jeden  Kreises  in  diesem  Büschel  iat 
der  Winkel  zwischen  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  constant,  und 
zwar  gleich  dem  Schnittwinkel  dieses  Kreises  mit  dem  Wendekreise;  und 
da  bei  dem  Uebei^ange  snr  Grenze  der  den  Wendekreis  orthogonal 
schneidende  Kreis  l  ebenfalls  durch  den  Pol  der  Geschwindigkeiten  geht, 
folgt,  dass  Kreis  I  der  geometrische  Ort  derjenigen  Paukte  ist,  fQr  welche 
Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  senkrecht  zueinander  stehen.  Dieser 
Kreis  /  führt  den  Namen  Lothkreis;  derselbe  iat  also  der  Ort  aller 
Punkte,  für  welche  die  Tangentialbeschleunigung  verschwindet,  wie  der 
Wendekreis  der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte,  für  welche  die  Nor- 
malbeschleunignng  gleich  Null  ist. 

Für  den  Bad  ins  p  des  Lothkreises  e^ebt  sich  nach  23),  wenn  wir 

limPj^P^  mit   du,    also    die  Geschwindigkeit,    mit  welcher  der   Pol    der 

du 
Geschwindigkeit  fortschreitet  (die  Wechselgeschwindigkeit),  mit  — 

bezeichnen , 
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24) 


Ferner  ergiebt  Bich  ans  Fig.  4  der  Winkel  S,  welchen  di«  Verbio- 
dangslinie  des  Beechlennignngspols  mit  dem  OescLwindigkeitapol  und  die 
Poltangente  bilden, 


wo  »  der  vom  Wendekreise  tiber  du  gefasste  Feripberiewinkel, 
rfc 

26)  ,o^,  =  i£  =  _^.a)^, 

wenn  S)i  der  Durchmesser  de«  Wendekreisee.     [Vergl.  §  5,  32).] 

Hieraus   ergiebt  sich   der  Beschlennigangswinkel  if,  d.  h.  der  con- 

stante  Winkel,   welchen  die  Beschtennigang  eines  Punktes  mit  dem  ans 

dem  Beschlennignngspol  lanfenden  Radina  rector  bildet, 
26)  *  =  gi  —  Ä. 

Endlich  qrgiebt  sich  aus  20)  fllr  das  noTeiÜnderliche  VerhSItniss  der 

Beechlennignng  znm  Radins  vector  ans  dem  Beschlennignngspol,  die  Be- 

achlennignng  mit  p  bezeichnend, 

27)  p=j-'iP:;:s,. 

t  bedeutet  hier  die  Entfernung  von  Geschwindigkeits  •  und  Beschlenni- 
gnngspol. 

Durch  die  Gleichungen  24) — 27)  ist  das  System  der  BBSchleunl- 
gnngsphase  bestimmt. 

In  der  Entwickelnng  der  vorstehenden  Sätze  ist  nur  vorausgesetzt 
worden,  daas  8,,  S|  und  8g  ähnliche  Systeme  seien.  Und  da  das  System 
der  Beschien nigungsphase,  mögen  die  genannten  Lagen  discret  oder  un- 
endlich nahe  sein,  dem  System  der  Punkte  wieder  ähnlich  wird,  lassen 
sich  die  vorstehenden  Erörterungen  unverändert  auf  zwei  getrennte  oder 
unendlich  nahe  Beschleunigungsphasen  anwenden,  deren  Ergebniss  die 
entsprechenden  Sätze  für  die  Beschleunignngen  dritter  Ordnnng  u.  s.  w. 
sind.  In  dieser  Weise  fortrahrend,  gelangen  wir  zur  Anrstellnug  der 
folgenden,  sowohl  fäc  getrennte,  wie  ftir  unendlich  nahe  Lagen 
geltenden  Gesetze:* 


*  FOr  beliebige  Lagen  eines  starren  SjBtems  von  Rittersha 
unendlich  nahen  Lagen  eines  ähnlich -veränderlichen  Sjstetns  von  Gro 
gewiesea    Tergl.  die  angefahrten  Orte. 
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28)  Die  Endpunkte  für  die  Beschlennignngen  beliebiger 
Ordnung  der  Fankte  eines  ihnlieh-verKnderlicben  Systems 
S  bilden  ein  zn  S  Kbnliches  System. 

Aas  diesem  allgemeinen  Satze  ei^ebt  sich: 

29)  Der  geometrische  Ort  aller  Pnnkte,  tut  welche  die 
fieschlennigangen  sweier  gleicher  oder  verschiedener  Ord- 
nungen einen  bestimmten  Winkel  bilden,  ist  ein  Kreis  durch 
die  Pole  dieser  BeschleuDigungen.  Der  Scbnittwinkel  zweier 
derartiger,  durch  die  beiden  gleichen  Pole  gebenden  Kreise 
ist  gleich  der  Differeni  der  bu  diesen  Kreisen  geh£rigeD, 
Ton  den  BeBchleunigniigen  gebildeten  Winkel. 

§5. 

Im  Folgenden  soll  die  Krttmmnng  der  dnreh  einen  Punkt  des  äbn> 
lieh -TerKaderliehen  Systems  beschriebenen  Trajecteri«  bestimmt  werden. 
(Fig.  2.) 

Ein  Punkt  Q  des  Shnlich-vertfndeilicben  Systems  habe  in  drei  anf* 
einand  erfolgen  den  Zeitmomenten  die  Lagen  0,,  Qg,  Q^  angenommen.  Die 
Oeschwindigkeitepole  tnr  UeberfUhrung  von  £>,  nach  &,,  und  tod  Q^  nach 
Qf  seien  wieder  /'^  nnd  P„,  die  sngebfirigen  Drehungen  #,,  nnd  9^. 
Femer  werde  Z.P,|£),&|  mit  Vj,,  i- PnQ%Qt  mit  qE>|(  beseicbnet.  Die  Badii 
▼ectores  t\%Ox  und  /'^Pj  seien  r,  and  r,. 

Die  Terbindungslinien  Q^Q^  and  Q^Q^  gehen  in  der  Qrentlage  in 
eine  Gerade  über,  welche  mit  dem  Radios  vector  des  Punktes  Q^  den 
momentanen  Oescbwindigkeitswinkel  bildet  und  die  Tangente  der  von 
diesem  Punkte  beschriebenen  Trajectorie  ist.  Nennen  wir  diesen  mo- 
mentanen GeschwiudigkeitBwinkel  qi,  so  eigiebt  sieb  (%r  das  Grensvet' 
hältnisB  der  linearen  Aeodemag  des  Systems  —roigtp.d^,  wenn  rf9  die 
aDgehfirige  unendlich  kleine  Drehung,  also  die  Grense  der  aufeinander- 
folgenden  Drehungen  9,,  and  9^  bedeutet. 

Hiernach  folgt  ans  Dreieck  P,,  ^,  0,  bis  aaf  Grössen  höherer  Ordnung 

cofgP,,Q,0,  =  -^ — ^-^ — - 

oder 

colg  />„  ßj  £>,  =  (,  -i»  -  cotg  ?.„  .  -^r^. 

Ftlr  unendlich  kleine  Drehungen  ist  LPj^OiQi  bis  auf  unendlich  kleine 
Orfissen  gleich  ISO— 9„;  es  sei 


""^ ''m  Ol  Öl  =  -  "f?  Vi.  -  ;^r;- . 

»"Vis  ^-  T 

r.c.zoöbX'OOgiC 
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«1 ""  Vi»-  2  • 

Wird  LP^Q^Qg  gleich  v^u  +  fi  gesetzt,    ergiebt  slcli  durch  eine  entspre- 
chende Bechnnng 

f  j  =  —  sin*  g>„  (i  +  colg'  ?)„)  öjj . 
Hierftns  folgt  ftir  die  Gröaae  des  ron  QiO»  und  &,(>,  gebildeten  Contin- 
genavinkela  dz,  wenn  die  Grenze  ftir  L  /'u&g/'js  mit  du  beeeichnet  win), 

rfT=  ISO- rfx -(/./>„  f),p,-i-Z./'„£>*pB), 
und  da  sich,  statt  #,,  nnd  #^  das  Differential  d#  einfahrend, 

L  PnQtQx  +  LP„O^Q^  =  180  +  {<Pa-Vit)  -  dö 
ergieht,  folgt 

30)  dt  =  d»—dip  —  d». 

d%  ist  fär  alle  Punkte  in  der  Peripherie  eines  die  Poltaugente  P^^  P^  im 
Pol  berührenden  Kreises  constant.     Demnach  folgt: 

31)  Fflr  alle  Punkte  einer  die  Poltangente  im  Pol  berüh- 
renden Kreislinie  ist  der  Contiogenzwinkel  der  beschriebe- 
nen Trajectorie  constant. 

Der  Sats  gilt  auch  für  discrete  Lagen;  vergl.  §  2,  4. 

Diejenige  Kreislinie,  für  welche  der  Contingenswinkel  ve  rech  windet, 
bildet  den  Wendekreis  des  Systems.     Für  diesen -ist  also 

dx'=dQ  —  dip. 
Wird  die  Fortschrei tusg  des  Geschwindigkeitspoles,    ^ig/'ggi    mit  du  be- 
zeichnet, folgt  für  den  Durchmesser  des  Wendekreises 

32)  ®i = 


Für  die  Punkte  der  Poltangente  wird  rfx  =  0,  daher  dx  =  d&  —  dip^ 

Die    zur  Trajectorie    des    Punktes  Q^    errichtete  Normale   bildet  mit 

dem  Radius  veetor  dieses  Punktes  einen  Constanten  Winkel,  nämlich  das 

Complement  des  Geschwindigkeits winkeis.     Der  Krümmungsradius  p  der 

Trajectorie  wird* 

33)  -  = ~ . 

'  "      d9—dq>~dii. 

Da  d»t=i— — .d&,  also  ds  mit  r  proportional  ist,  folgt,  dass  die  Krüm- 

mangsmittel punkte  für  die  Trajectorien,  welche  die  Punkte  eines  die 
Poltangente  im  Pol  berührenden  Kreises  beschreiben,  ein  zu  diesen 
Punkten  ähnliches  System  bilden.  Einer  dieser  Kreise  degenerirt  in  die 
Poltaogente  P„Pa-  ** 

*  In  ähnlicher  Form  zuerst  von  Grouard  aufgestellt.     Verffl,  L'InslittU, 
1869  S.8i. 

••  Von  Burmeiter  gefimdea.    Veisl.    ßvilingenienr,  XllV.  Bd.  8.  Heft.    • 
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34)  Die  SyBtempnnkte  einer  PhAse,  welche  auf  einer  die 
Foltangente  im  Pol  berührenden  EreiBlinie  liegen,  beschrei- 
ben momentan  Bahne  lern  ente,  deren  Erfimmnngsmittelpankte 
sich  anf  einem  dnrch  den  Geschwindigkeitspol  gehenden 
Kreise  befinden. 

35)  Den  Syatempnnkten  der  Poltangente  entspricht  im 
System  der  Krttmmnngsmtttelpnnkte  eine  durch  den  Pol 
gehende  Gerade. 

Diese  Besaitete  sind  specielle  Fülle  der  in  §  2,  5)  nnd  6)  fOr  die- 
crete  I^agen  gefnndenen  Sfttse. 

Bildet  der  Badina  rector  r  eines  beliebigen  Punktes  mit  der  Poltaa- 
gente  den  Winkel  u,  so  folgt 


Diesen  Werth  in  Gleichung  33)  einsetEend,  eigiebt  sich 

1  ''''  ''"    «B  „ 


Statt  (f  fahren  wir  in  diese  Qleichnng  eine  nene  Variable  ein,  welche 
sich  durch  die  Proportion  bestimmt 

Gleichnng  33)  nimmt  dann  die  Gestalt  an 


a+^)'' 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichang  stellt  einen  constanten  Werth,  nSm- 
lieh  das  Beciproke  für  den  in  32)  bestimmten  Durchmesser  des  Wende- 
kreises dar,  Gleichung  36)  hat  genan  die  Form  der  für  starre 
Systeme  giltigen  Sarary'scheu  Formel;  sie  stellt  die  Ans- 
dehnnng  dieser  Formel  auf  Sholich  -  ver&nderliche  Sy- 
steme dar. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  eine  einfache  Methode  ftlr  die 
Bestimmung  der  Ktfimmung  einer  beliebigen  Trajectorie.  Haben  wir  in 
einer  der  hier  für  starre  Systeme  als  bekannt  vorausgesetzten  Weisen  R 
geEUcht,  wenn  r  und  der  Wendekreis  des  Kbolich-verHuderlichen  Systems 
gegeben  war,  so  bilden  g  und  (A-(-r)  ein  in  seinen  Winkeln  von  der 
Lage  des  Punktes  Q  nnabhfingiges  Dreieck, 

In  Fig.  5  ist  der  Geschwindigkeitspol  mit  P,  der  Endpunkt  von  Jt 
mit  V,  Ton  f  mit  M,  der  zweite  Schnittpunkt  von  r  nnd  dem  Wende- 
kreise n>  mit  /  bezeichnet.     In  dem  letztgenannten  Punkte  tntgen  wir  an 
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JQ  den  coneUnteu  Winkel  QMV  an,   so  dua  AQJBe»AQMV  wird; 
es  findet  also  die  Pioportion  statt 

QJ:QB=OM:0r. 
Nach  der  Savary'sohen  Formel  ist 

PQ^  =  OJ.Qr, 
dahei 

37)  r«  =  e.pß. 

Da  LQJB  coDBtant,  schneidet  BJ  den  Wendekteis  in  einem  festen 
Fnnkte  {H).  p  ISsst  sich  demnach,  falls  dieser  Pnnkt  H  gegeben,  als 
diitte  Proportionale  ta  r  and  QB  constmiTeD. 

Ana  dem  Vorstefaenden  ergiebt  sich  anch  eine  Lösniig  der  Aufgabe, 
die  Bahnelemente  f9t  die  Trajectorie  eines  beliebigen  vierten  Punktes  in 
einem  ähnlich -veränderlichen  Stetem  zn  bestimmen,  wenn  diese  Elemente 
ftlr  drei  Fnnkte  gegeben  sind.  Der  momentane  Pol  der  Geschwindigkeit 
ergiebt  sich  BunSchst  in  bekannter  Weise  durch  die  Bedingung,  dass  von 
ihm  ans  die  drei  gegebeneu  Babntangenten  unter  gleichem  Winkel  er- 
scheinen. Ist  P  gefunden,  so  ergeben  sich  mit  Hilfe  von  37)  die  drei 
Punkte  B  und  wir  suchen  denjenigen  Pankt  H,  von  welchem  ans  gesehen 
die  drei  Strecken  Q  B  '\a  B  mit  den  Sehstrahlen  gleiche  Winkel  bilden. 
Dieser  Punkt  S  liegt  im  Wendekreise;  die  Verbindungslinie  von  E  mit 
B  schneidet  den  entsprechenden  Radius  vector  ebenfalls  in  Punkten  dieses 
Kreises.  Die  Umkebmng  des  letzten  Theiles  unserer  Construction  liefert 
zu  einem  beliebigen  vierten  Punkte  den  Ertlmmungsradius. 

Aus  Formel  37)  ergiebt  sich  übrigens ,  dass  Q  B  eine  zur  Beachlen-^ 
nignng  des  Punktes  C  proportionale  GrSsse  darstellt. 

Die  den  Funkteo  des  Wendekreises  entsprechenden  KrUmmungsmit- 
telpnnkte  fallen  unendlich  weit;  dieselben  bilden  die  unendlich  fernen 
Pnnkte  eines  StrablblischelB,  dessen  Mittelpunkt  auf  dem  Wendekreise 
liegt.  Ebenso  entsprecbeo  den  unendlich  entfernten  Punkten  des  ähnlich- 
veränderlichen  Systems  im  Allgemeinen  KrUmmungs  mittel  punkte,  welche 
die  unendlich  entfernten  Punkte  eines  Btrahlbtlschels  bilden ,  dessen  Hit-, 
telpunkt  traf  einem  Kreise  liegt,  welcher  in  Bezug  anf  die  Poltangente 
snm  Wendekreise  symmetrisch  ist. 

S6. 
Hit  dem  ähnlich -veränderlichen  System  8  bewege  sich  (Fig.  5)  eine 
Cnrve  &,  deren  Dimension  and  Lage  sich  also  nach  den  Gesetzen  der 
Bewegung  von  S  ändere.  Die  aufeinanderfolgenden  Lagen,  welche  C 
einnimmt,  werden  von  einer  Enveloppe  umhflilt,  deren  Elemente  sieb,  wie 
wir  nachweisen  werden,  in  jedem  Augenblicke  durch  die  Elemente  b»- 
stimmen,  welche  zum  berührten  Pnnkte  der  eingehullten  Curve  gehören. 

ZdtMbiUt  t  Hmtkmatlk  ■.  Itiftlk  XXIT,  3.  10 
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Wir  irerden  zvnichst  Beigen,  Anaa  in  jedem  beliebig  TeiSnderlichen 
System  die  Enreloppe  einer  Carve  C  mit  der  Enveloppe  der  Babnen, 
welche  die  Pankte  von  C  beacbreibeD,  suflammenfKllt. 

Einem  Pnnkte  u,  to  der  festen  Ebene  entspreche  in  jeder  Lage  des 
veTÜnderlichen ,  bewegten  Systems  ein  Punkt  xy  derart,  dass 

x  =  F[u,it>,  t),  p  =  G{u,w,(), 
wo  (  ein  die  LagenSndemng  des  Systems  bestimmender  Parameter  sei. 
Einer  beliebigen  Carve  9(u,ni)  =  0  entspricht  in  jedem  Augenblicke  eine 
Cnrre  in  dem  sieb  ändernden  System  der  xy,  de.'ca  Gleichnng  implicite 
durch  die  vorstehenden  Ausdrücke  fUr  x  und  y  dnTgestellt  wird.  Um  die 
Einhüllende  dieser  sieb  ändernden  Curve  su  finden ,  sind  die  Gleichungen 
partiell  nach  dem  Parameter  (  zu  differentüren ;  x  und  {/  sind  also  als 
constante,  u  und  tv  als  variable  Grössen  su  behandeln.  Die  abgeleiteten 
Gleichungen  lauten 

du  ow 

Diese  drei  Gleichungen  liefern  durch  die  Elimination  der  Differentiale 
eine  neue  Gleichung  zwischen  u,  «>,  f,  welche  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  fHr  x  und  y  und  tp{u,}t>)  =  (i  die  Gleichung  der  Enveloppe 
Bwischeu  x,  y  finden  iKsst. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  stellen  jedoch  auch  die  Enveloppe  der 
von  einem  beliebigen  Punkte  uw  der  C  beschriebenen  Cnire  dar.  Die 
von  sSmrotlicheu  Punkten  der  Linie  <p{u,n>)  =  Q  beschriebenen  Cnrven 
tiilden  eine  Curvenschaar,  deren  Enveloppe  sich  also  durch  genau  die- 
selbe Rechnung  ergebt,   wie  vorhin  ausgeführt  wurde.     Demnach  folgt: 

38)  Die  Enveloppe  einer  gleicheeitig  bewegten  und  ge- 
änderten Curve  ist  auch  die  Enveloppe  der  Bahnen,  welche 
die  Punkte  einer  eingehüllten  Curve  beschreiben.  Der  Be- 
rtlhrungspunkt  und  die  Tangente  swischen  der  Enveloppe 
and  einer  Lage  der  veränderlichen,  sich  bewegenden  Curve 
fällt  mit  dem  B'erührongapunkte  und  derTangente  ^BrBahn 
dieses  Berübrnngspnnktes  zusammen. 

Indem  dieser  allgemeine  Satz  auf  das  ähnlich -veränderliche  System 
angewendet  wird,  ergiebt  sich: 

39)  Eine  KhnHch-TeränderHcbe  Curve  wird  in  irgend  einer 
Phase  von  ihrer  Enveloppe  in  Funkten  berührt,  deren  Tan- 
genlen  mit  den  zugehörigen,  ans  dem  Geschwindigkeitspol 
gezogenen  Badii  vectores  den  momentanen  Gescbwindig- 
keitswinkel  bilden. 

Hiernach  läast  sich  dieser  Berührungspunkt,  wenn  die  bewegte  Curve 
eine  Gerade,  in  sehr  einfacher  Weise  oonstruiren.    Die  Auffindung  diasea 
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B«rabmi]gspDiiktes,  welcher  aar  Oleitnngsgesohwindigkeit  besitet,   kftnn 
ftoeb  BAch  der  in  §  I  hergelaitetea^^eise  erfolgen, 

Specielle  Folgen  von  39)  bilden  die  Sätze: 
40]     Die  Betfihrnngspnnkte  eines  Systems  concentriscber 
Kreise    mit   ihren    Elnveloppen    bilden   in  jeder   Fhmse   einen 
durch   den   momentanen   Gescbwindigkeitepot  nnd  den  Mit* 
telpnnkt  des  Systems  laufenden  Kreis. 

41)  Die  Berührnngspnnkte  der  Strahlen  eines  Strabl- 
bflschels  mit  ihren  Enveloppen  bilden  in  jeder  Phase  einen 
durch  den  momentanen  Geschwindigkeitspol  nnd  den  Mittel- 
punkt dee  Bttschels  lanfenden  Kreis.  Die  Bertthrnngspunkte 
paralleler  Geraden  bilden  eine  durch  den  momentanen  Ge- 
schwindigkeitspol laufende  Gerade. 

Satz  41)  Ist  ein  epecieller  Fall  des  in  §  3,  10)  für  drei  diecrete 
Lagen  entwickelten  Satzes. 

Wird  in  einem  Shnlicb-Toritnderlichen  System  der  Gesehwindigkeits- 
winkel  momentan  gleich  Null,  findet  also  momentan  nnr  Gleitnng,  keine 
Drehung  Statt,  so  f&llt  der  Her iibrnngsp unkt  einer  beliebigen  krummen 
Linie  mit  ihrer  Enveloppe  in  den  Bertthmngspnnkt  der  an  die  betref- 
fende Fbase  dieser  Curve  vom  Geschwindigkeitspol  gelegten  Tangente. 
Der  Berfihmnggpnnkt  einer  beliebigen  Geraden  fKllt  ins  Unendliche;  die 
Geraden  des  ähnlich-veränderlichen  Systems  gehen  also 
alle  bei  denselben  Phasen  in  die  Asymptoten  ihrer  Enve- 
loppen  aber. 

Wir  wenden  uns  anr  Bestimmnng  des  KrAmmungsmittelpunktes  der 
Enveloppe,  Da  zur  Aufsuchung  desselben  nur  Ableitungen  zweiter  Ord- 
nung Difthig  werden,  dürfen  wir  die  eingehüllte  und  einhüllende  Carve 
daich  die  KrUmmnngskreise  ihres  Berührungspunktes  ersetzen.  Es  be- 
deute in  Fig.  5  0^  diesen  Berttbiungspnnkt,  0,  den  Kr  ümmnngs  mittel - 
puukt  der  ähnlich -veränderlichen  Gurre,  ferner  r  nnd  r,  die  bezüglichen 
Radii  vectores  dieser  Punkte,  a  und  a,  deren  Neigungen  gegen  die  Pol- 
tangente. Wir  setzen  weiter  den  Kiümmnngsradius  der  eingehüllten 
Curre  Q^O^  gleich  qc- 

Nach  einer  unendlich  kleinen  fortschreitenden  Drehung  gelangt  0, 
im  Krflmmnngskreise  der  von  0^  beschriebenen  Curve  nach  0,.  Dem 
Krflmmungskreise  k^  in  Sj  entspricht  in  S,  ein  ähnlicher  Kreis  k^ ,  dessen 
Uittelpnnkt  0^  ist.  Die  Aehnlichkeitspuakte  dieser  beiden  Kreise  A,  nnd 
Ag  werden  erhalten,  indem  man  die  Centrale  0^0^  nach  dem  Verbältniss 
der  Radien  theilt  und  verlängert.  In  der  Grenzlage  fällt  also  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  nach  0,,  der  äussere  in  die  Tangente  von  0,,  welche 
mit  dem  Badins  vector  r  den  Geschwindigkeits winket  91  bildet.  Die  bei- 
den Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise  liegen  mit  ihrem  Sitnationspnnkte 
{Pc=P^)  stets  in  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  in  die  Centrale  fällt. 
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E>  ist  Z.  jiQ,P„  =  LJO,P„=^ip,  wo  J  den  Schnitt  der  Tangente  in  0, 
mit  der  Tangente  in  Q  bedeutet.  9eraiu  folgt,  daas  P„,  0,,  Q,,  A  in 
einem  Kreise  liegen;  nnd  da  LO^Q^As^iR,  fSUt  der  Uittelpnnkt  dieses 
Kreises  in  O^A.  Demnach  ist  A  der  Kauere  Aehnlichkeitspnnkt  der  nn- 
endlich  nahen  Kreise  k^  nnd  Ar,,  AQ^  eine  gemein schaftUche  Tangente 
der  beiden  Kreise.  Letzteres  folgt  ahrigens  schon  ans  dem  Begriff  der 
Enveloppe. 

In  gleicher  Weise  aeigt  sich,  dass  bei  Annahme  einer  anendlich 
kleinen  rttckschreit enden  Bewegnng  der  Kreislinie  k^  eine  Kreislinie  k^ 
nm  0,  entspricht;  der  an  A:,  nnd  ^,  gehörige  Kossere  Aehnlichkeitspunkt 
ist  wieder  A. 

Die  Radien  der  Kreislinien  Ar,  und  k^  sind  am  eine  anendlich  kleine 
Grösse,  welche  mit  jp,,  beaeichnet  werden  mag,  veiBchieden;  entapre* 
chend  bilden  die  Badien  von  ky  and  ft,  eine  Differenz  ff^ti-  Der  Krlim- 
mangekreis  der  Enveloppe  ist  die  Grenze  des  A,,  k^  and  k^  tangirenden 
Kreises.  Schlagen  wir  nm  Og  und  0,  mit  den  Differenzen  d^j,  nnd  b^ 
Kreise,  so  mtlssen  die  znm  Krämmangskreise  dnrch  0^  und  0,  concen- 
trisch  geschlagenen  Kreise  die  mit  d^,  nnd  d^,,  geschlagenen  Kreise 
berBhren.  Der  Berährnngspankt  mit  dem  letzten  dieser  beiden  Kreise 
sei  T.  Ersetzt  man  die  Bogen  0,0,  nnd  O^T  durch  ihre  Sehnen,  so 
folgt  fUr  den  anendlicb  kleinen  Winkel  0,0, 7*  bis  anf  nnendlich  kleine 
Grössen 


Z.0,0,r=/Mi^=90-/.£»,0,-* 


Bezeichnet    man   LQ^O^A,    also    den    Winkel,    welchen    der   Krtim- 

mnngsradins  der  eingehüllten  Cnrve  mit  der  fortschreitenden  Oeschwin- 

digküt  dieses  Krümmsagsmittelpanktes  bildet,  allgemein  mit  y,  also  die 

GrSsse  dieses  Winkels  in  den  verschiedenen  Phasen  mit  fi  and  /j ,  ergiebt  sich 

Z.OjO,r=90-y,. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  hei  Annahme  einer  Bewegang  am  den 
benachbarten  Fol  P[^  von  Oj  nach  0, 

Z.O,0,S  =  90-y,. 
Demnach    ist    der   Contingenzwlnkel   der   Enveloppe,    bis   anf  Grössen 
höherer  Ordnung,  nm 

kleiner,  als  der  znr  Bahn  des  Punktes  O^  gehörige  ContingenzwiokeL 
Nennen  wir  letzteren  wieder  dr,  folgt  fUr  den  Contingenzwinkel  der  En- 
veloppe dT—dy,  für  das  Bogen differential  der  Enveloppe  0,0,.  nn/ 
=  ds, ,  jiny. 

Zar  Bestimmang  des  Winkels  y  dient  die  dem  Dreieck  OfO^P  ent- 
nommene Gleichang 

^^  '■»  •  "*»'  =  *•■  •  "*''■  r  c  i:c^ by  CoOqIc 
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In    dieser  Gleichung  sind    bei  BeBtimmang  von  dy   r^,  tp  nnd  y  als  Vft- 
nable,  (,  als  eine  Constante  anznsehen. 

Wird  der  KrUmmnngsmittelpnnkt  der  Enreloppe  mit  Mg,  die  Strecke 
MgO^  mit  B  bezeichnet,  folgt  also 

Aus  42)  folgt  ä^-d^-ä^-äy 

'       r,   $my  smy  r,  '      tinip  '  r, 

daher 

43)  B.tinq>  = : T— —r^ V—^ -. r— I— 

'  r^nny[d9  —  dtp)~ii,3mipdip  —  cos\tt^  —  y).du 

E»  ist 

coj(o,  — y)  =  cosC«  — (90  —  OjPO))  =<m((.,  +  ÖjPÖ)  =  «no, 

Wna.  tfucsr.dic, 

wo  du  der  Winkel,  nnter  welchem  die  unendlich  nahen  Pole  /*,,  nnd  Pjg 

von  (>,  aus  erscheinen.     Daher 

^    ^.^     ^  (ri«ny)'.rf» 

r^tiny{d9  —  d(p)  —  He.sinipdtf  —  T  dK 

Ana  A/'OjOj  folgt 

daber 

44)  '""'"^r(d#-dv-<'«)  — P,.  Jw«9>.d&' 

Für  den  KrUmmangsradios  p  der  vom  Pnnkte  Q^  beschriebenen  Tra- 
jectorie  folgt  nach  §  5,  33)  oder  nach  44) 
r,d» 


"   (d»-dg,-dx)' 
(r,  .  tiny)» 


1 

-; fe  .  stnq> 


Die  GrSsse  —  ist  die  vorhin  betrachtete  Strecke  Q^B,  also 


R  .nn^iB 


QiB 


Die  Ermittelung  von  R  nach  vorstehender  Formel  stellt 
eine  einfache,  zusammenhängende  Construotion  dar. 

Aus  Formel  44)  folgt  noch  ein  allgemeiner  Batz  ttber  die  Krttm- 
mungsinittelpunkte  der  Enveloppen.  FHr  die  Punkte  einer,  die  Poltan- 
gente im  Fol  berührenden  Kreislinie  wird  dx  constant.  Falls  daher  alle 
Dreiecke  PQtO^t  welche  mit  ihrer  Spitze  Q^  in  einer  solchen  Kreislinie 
liegen,  ähnlich  sind,  folgt  aus  Formel  44),  doss  R  und  daher  auch  A  +  Cc 
mit  r  proportional  ist,     Da  femer  L  PQ^O,  constant,  ergiebt  sich: 


lÖO     CnterancbaDg;  der  Bewegung  ähnlich -veränderlich ei  Systeme. 

46)  Bilden  di«  BerUhrnngspnnkte  der  eingehüllten  Cnr- 
ven  mit  ihren  Enveloppen  eine  die  Poltangente  im  Pol  be- 
rührende Kreislinie,  and  sind  die  Krümmnngsradien  der  ein- 
gehüllten Carvenelemente  den  B&dii  vectores  der  Berfih- 
taagspnnkte  proportional,  so  fallen  die  Krümmnngsmittel- 
pnnkte  der  einhüllenden  Cnrven  in  eine  dnrch  den  Ge- 
sehwindigkeitspol  gehende  Kreislinie. 

In  diesem  Falle  bilden  auch  die  Krümmnngsmittelpnnkte  der  ein- 
gehüllten Cnrvenelemente  einen  durch  den  Pol  laurenden  Kreis. 

Für  sUrte  Systeme  folgt,  da  ftir  diese  d<p  =  <i,  y  =  9(i'',  ans  43}  der 
bekannte  Satz,  dass  der  KrfimmiingBmittelpnnkt  der  Enveloppe  znaam- 
menfKUt  mit  dem  Krümmnngsmittelpnnkte  derjenigen  Trajectorie,  welche 
der  momentane  Krflmmungemittelpnnkt  der  eingehüllten  Caive  beBcbreibt 

Der  dnrcb  0^,  p,  nnd  P  gelegte  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  füi 
die  Berühmngsp unkte  aller  nm  0,  gelegten  conoentrischen  Kreise  mit  ihren 
Enveloppen;  der  geometrische  Ort  der  Erümmangsmittelpankte 
der  einbullenden  Curvenelemente  soll  gefunden  werden.  Zn 
diesem  Zwecke  gehen  wir  auf  Formel  43)  zurück.  Ersetzt  man  in  der- 
selben o,  dnrcb  r,  — >-  ,  so  ereiebt  sieb 
^  '  costp  ^ 


wo  J  nnd  B  constante  Grössen  bedeuten,  welche  von  der  Lage  des  ähn- 
lich-verSnderlicben  Systems  und  des  Punktes  Oj  gegen  den  Pol  P  ab- 
hingen.  Wählt  man  die  nach  rückwärts  verlängerte  Bahntangente  des 
Punktes  0^  zur  ^-Axe  eines  rechtwinkligen  Coo rdinaten Systems ,  ergiebt 
sich  flir  die  Gleichung  der  Curve  der  Krümmungsmittel  punkte 


47)  Die  Mittelpunkte  bilden  also  im  Allgemeinen  eine 
Carve  dritter  Ordnung. 

Für  starre  Systeme  degenerirt  diese  Cnrve  in  einen  Pnnkt. 

Die  Formel  43)  erlaubt  eine  specielle  Anwendung  zur  Bestimmung 
des  Krümmungsradius  der  Polonrve.  Nennen  wir  diesen  9),,  den  gleich- 
gerichteten Halbmesser  der  Polbabn  91^,  so  ergebt  sich  nach  der  erwähn- 
ten Formel 

(9fs - MJ Sil V  =  ^^  tiny{d»  —d(p)-%3invd<p  +  du' 

da  (1  =  3^.     Da    femer   für  diesen  speciellen  Fall  L  Q^O^ P •=  y  +  ip  =  0, 

folgt  yi^  —  ^j   und  es  ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Umformungen 
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Dieae  Formel  bildet  eine  ErgSnznng;  zn  der  §  5,  36)  entwickelten  Er- 
weitemng  der  SaTarj'schea  Fonnel  für  Sbnlich -veränderliche  Systeme. 
Dieselbe  kann  demnacb  tncb  gescbrieben  werden 

(i+i)»,._(J--i).(i-^).^. 

Wird  <f9  =  0,  nimmt  diese  Gleicbnng;  die  bei  Anfstellnng  der  Sataij- 
icben  Formel  für  starre  Systeme  gewöhnliche  Gestalt  an. 

Damit  (jqo  =  0,  ist  übrigens  nicht  nöthig,  dass  das  bewegte  System 
ein  starres,  also  9  =  90"  sei;  es  genttgt,  dass  ip  constant  bleibe,  also 
die  linearen  Dimensionen  des  bewegten  Systems  proportional  znt 
Drehung  desselben  wachsen. 

§7. 

Ans  Formel  44) 


ergiebt  sieb  fttr  den  Krttmmnngshalbmesser  e,<=A+fc  der  einhüllenden 
Curro 

r.Qe i<^9  —  rfq)  —  dx) «n v  +  (r,*  sin'y  —-  j',  sin* ip)  .  <£# 

*'■       ''  '■  r  {d&  —  dg>  —  dx)  —  f,.  sin^d^  ' 

El  ist  nach  42) 

r^  iin*y  —  q'b  >in^ifi=^  r^*  —  p*e  =  f^  —  2(i,.r,  »iny. 

Setzt  man  diesen  Wertb  in  die  f&r  q,  gefnndene  Gleichung  ein  und  ISsst 

fi,  nnter  Beibehaltung    der  einmal  gewählten  Richtung,    ins  Unendliche 

tanehmen,  die  eingehüllte  Curve  also  zn  einet  Geraden  werden,  folgt 

r  (d9  —  dq>  —  dM.)  —  2rd9  r      d9  +  dg>  +  d% 

oder,  das  Bogen differential  der  vom  Bertthmngspnnkte  besobtiebenen  Tra- 
jectorie  mit  dt  bezeichnend, 


«)         '.=^;-('+:-:+r;) 


Die  vorstehende  Fonnel  liefert  den  Krfimmnngsradtas  Qt  der  zu  einer 
ßeraden  des  Sbulich-veränderlichen  Systems  gehürigen  Bnveloppe.  Die- 
selbe Iflsst  sich  auch  ohne  Kenntniss  der  allgemeinen  Formel  durch  die 
Betrachtung  dreier  sich  folgender  Lagen  der  eingebauten  Geraden  er- 
mitteln.* 


*  In  der  snletst  erwähnten  Weite  wurde  die  Formel  von  Grouard  her- 
geleitet.   Vergl.  l'InHütU,  1S69  8.  64. 


TTnterBachnng  der  Bewegung  Xbnlicb -TerKndsrlicber  Syrteme. 


^da  l    ,     d»       .     \ 


— .iinu  bedeutet  die  Sebne,  welche  ein  mit  dem  Onrchmesser r— 

geacbUgener  nad  die  Poltangente  im  Pol  berflbtender  Krüi  auf  dem 
RadinB  vector  des  BerUbmngspankteB  abscbneidet.  Diese  Sehne  werde 
mit  e   beieichnet;    Bchlagen  wir  den  Kreis  nach  entgegengesetiter  Bicb- 

tnng  wie  den  Wendekreis  (;t^<I  voiansgesetatj,  so  bildet  sich  in  der 

Fignr  »nf  den  Badins  vector  die  Strecke  r  +  e.    Eb  ist  p,e= — ^ (r  +  e); 

daher  erbBlt  man,  den  nengefnndenen  Kieis  als  Rtickkehrkreis  ein- 
fahrend, den  Setz: 

60)  DieDteiecke,  welche  der  KrUmmangsradins  (0jV,)  der 
En  einer  Geraden  gehörigen  Enveloppe  und  die  von  der  ein- 
gehüllten  Gerades  nnd  dem  zweiten  Schnittpunkte  des 
Bttckkehrkreises  (17)  begrenzte  Strecke  {QO)  des  Badins  vec- 
tor bilden,  sind  einander  Shnlicb. 

Dieser  Satz  erlaubt  eine  sehr  einfache  Coastmction  ffir  den  Rrilm- 
mnngsmittelpnnkt  M,  der  betrachteten  Enreloppe.  Die  dritte  Seite  des 
'  eben  betrachteten  Dreiecks,  nämlich  die  Verbindangslinie  ihres  Kitim- 
mnngsmittelpunktea  Af,  mit  dem  Punkte  ( [7 ) ,  in  welchem  der  Bad  ins  vec- 
toi  den  Btickk ehrkreis  trifft,  achneidet  letzteren  Kreis  in  einem  festen 
Punkte  (fi,). 

Ans  Satz  50)  fliesst  folgender  specielle  Satz: 

51)  Diejenigen  Euveloppen,  welche  die  von  ihnen  ein- 
gehüllten Gerades  in  einem  Punkte  des  BUckkebrkreiaes 
berühren,  bilden  in  diesem  einen  BUckkehrpunkt  ((»,  =  0). 

Diese  Eigenschaft  rechtfertigt  die  Bezeichnung  des  Bttckkehrkreises. 

Die  Berührungspunkte  aller  Strahlen  eines  Bttscbels  bilden  einen 
durch  den  Pol  und  den  Mittelpunkt  des  Büschels  laufenden  Kreis.  Daher 
bilden  auch  die  Krümmungsradien  -der  zugehörigen  Enveloppen  {QM,) 
ein  Strablbttscbel.     Und  da  LQ1H,U  constant  ist,  folgt: 

52)  Die  Krümmnngemittelpnakte  der  Enveloppen  aller 
durch  einen  Funkt  laufenden  Geraden  bilden  eineKreislinie, 
welche  durch  den  festen  Pnnkt  Bi  des  Eückkehrkreises  geht. 
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53)  Die  KrtlmmiingBmittelp unkte  der  Snveloppen  paral- 
leler Goraden  liegen  anf  einer  Geraden,  welche  durch  den 
festen  Pnnkt  B^  des  Rückkehrkreisea  geht. 

Die  Sütze  51)— 53)  sind  die  GrenafKlle  der  in  §  3,  11)  and  17) 
fOr  endliche  Systeme  hergeleiteten  Sätze.  Ans  diesen  ergiebt  sich  anoh, 
dasB  der  Rfickkehrkreis  die  Grenze  des  dnrch  /"u,  /*,,  und  P^  gelegten 
Kreises  ist. 

Der  Krflmmitngsradins  für  die  Trajectoiie,  welche  der  momentane 
Berührangsponkt  einer  Geraden  beschreibt,  ist 


rfö'        dtp     dx' 
"dh^d» 


Da  für  alle  Funkte  einer  die  Poltangeute  im  Pol  berührenden  Kreis- 
linie -r^  oonstant,  folgt  dnrch  Vergleichuug  der  fttr  ff  and  q,  geltendes 
Ansdräcke : 

54)  Die  ErUmmungsradien  der  Enveloppen  «Her  Geraden, 
welche  ihre  Enveloppe  in  der  Peripherie  eines,  die  Poltan- 
gente im  Pol  berührenden  Kreises  tangiren,  haben  zum 
Krümmnngsradias  der  von  diesem  Berührungspunkte  be- 
eehriebenen  Trajectorie  ein  festes  Verhältniss. 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  sich  leicht  flherzengt,  nur  der  Specialfall 
des  in  §  6,  46)  entwickelten  allgemeinen  Satzes  fHr  ffSsca,  Die  zn 
einer  Kreislinie  gehCrigen  Geraden  bilden  ein  Strahlbttschel,  dessen  Mit- 
telpunkt in  den  Schnittpunkt  dieser  Kreislinie  mit  der  Beschleunignngs- 
richtnng  des  Pols  fSllt.  Der  diesem  Strshlbüscbel  entsprechende  Kreis, 
welcher  die  KrHmmnngsmittel punkte  der  zugehörigen  Enveloppen  enthält, 
geht  in  diesem  speciellen  Falle  dnrch  den  Pol.  Fttr  das  constante  Ver- 
hSltniss  der  Krümmungsradien  ergiebt  sich 

Q  \d»^  d»J 

Wird  dK^  —  dip,  folgt  ifi=Q-  Bei  gehöriger  Berücksichtigung  der 
VoTseicben  folgt,  dass  dieser  Über  du  gespannte  Winkel  —dtp  das  arith- 
metische Mittel  der  durch  den  Wendekreis  und  den  Räckkehrkreis  aber 
du  gespannten  Winkel  ist.  Und  da  diese  über  du  liegenden  Winkel  sich 
umgekehrt  wie  die  Durchmesser  der  zugehörigen  Kreislinien  verbalten, 
ergiebt  sich: 

&5)  FQr  die  Punkte  derjenigen,  die  Poltangente  im  Pol 
huftbrenden  Kreislinie,  deren  Durchmesset  das  barmo- 
Diiche  Mittel  zu  den  Durehmessern  des  Wende-  und  Rtlck- 
kehrkreises   bildet,    fallen    der   Krümmungsradius   der  TrarvT 


154    üntersochnng  der  Bewegosg  ihnlich -TerSndeilicher  Systeme. 

jectoiie  and  der  in  dieeem  Funkte  die  erzeagende  Gerade 
berähreadeu  Bareloppe  znaammen." 

Wir  bezeichnen  diesen  Erele  als  den  aasgezeichneten  Kreis  dei 
Bewegnngspbase.  Bei  starren  nnd  denjenigen  Ihnlicb -TerSnderlichen  Sy- 
stemen, für  welche  dcp=0,  fSMi  dieser  Kreis  mit  der  Poltangente  Boeammen. 

Die  Kiflmmungsradien  für  die  Punkte  dieses  Kreises  drücken  sich 
in    ein«   bemerk ensverth    einfachen   Weise   aas.     Es  ergiebt   sich,   da 


+S=». 


d&  '  d9 


*  =  p'=.7s=;; 


d#      sintp' 

Die  Krümm nugsmittelpnnkte  fallen  in  die  im  Pol  zum  Radius  vector 
errichtete  Senkrechte. 

Ebenso  ergiebt  sich  für  die  Krttmmnngsradien  der  Enveloppen  der- 
jenigen Geraden,  welche  ihre  Eaveloppe  in  der  Peripherie  des  Wende- 
kreises berttbten  (tfx  =  d#  — dfp): 

'  d9        ««p 

Ffir  den  KrUmmangsradias  deijenigen  Trajectorie,  welche  ein  Punkt 
des  RUckkehrkieises  beschreibt,  wird  {dx  =  —  d&  —  dip) 

P°*d*  =  *5^- 
Wenn  sich  die  Bewegung  des  Sbulicb -TerKuderlicben  Systems  um- 
kehrt, bleibt  das  System  der  Polen rve  fest,  wahrend  die  Ebene  der  Pol- 
bahn  sieb  nm  den  momentanen  Oeschwiudigkeitspol  drebt  nnd  sich  die 
vom  Pol  gemessenen  Dimensionen  in  umgekehrter  Weise  wie  vothin 
Kndem.  Da  die  momentane  VergrOssernng  der  Lkngeneinbeit  bei  der 
directen  Bewegung  —cotgtp.d9  betrug,  folgt,  dass  bei  Umkehrang  der 
Bewegnng,  durch  welche  die  Systeme  der  Polcurre  und  Folbahn  in  eine, 
einer  früheren  Lage  ähnliche  zurUckgefabrt  werden,  statt  9)  (I8O  —  q>), 
also  statt  dip  —dtp  zu  setzen  ist.  Ferner  ist  statt  du  — du  einzufahren 
[vergl.  auch  §  6,  48),  wo  sich  St^  und  9t,  vertauscben].  Hieraus  ergiebt 
sich  mit  Hilfe  der  fttr  die  Durchmesser  des  Wende-  und  Riickkehrkreisea 
gefundenen  Ausdrflcke: 

56}  Wird  die  Bewegnng  des  Khnlicb-yetänderlicfaen  Sy- 
stems umgekehrt,  so  dass  die  Kbulich-verttudeTliche  Polbahn 
auf  der  fest  bleibenden  Polcurve  rollt,  Tertauschen  sich 
Wende-  und  Rttckkehrkreis;  der  ausgezeichnete  Kreis  bleibt 
ungeHndert. 


*  Die  BigeuBchaften  dieses  speoiellen  Kreises  wurden  duroh  Gronard  erkannt. 
Tergl.  l'ItKUm,  1869  S.  124. 
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Igt  d<f>  =  (i,  sind  Wende-  nnd' RäckkehrkeU  zwei  in  Bezug  anf  die 
Poltangente  symmetrisclie  Kreislinien,  Ftlr  starre  Systeme  ist  dies  ein 
specieller  Fall  des  in  §  3,  14)  entwickelten,  fttr  drei  getrennte  Lagen 
eines  Ifhnlick -verlnderlicben  Systems  giltigen  Satzes, 

§8. 

Nachdem  id  den  vorbei^ ehe nden  Abscbnitten  die  Ansdrtlcke  und 
wichtigsten  Gesetze  fttr  die  Krflmmnngaradien  der  Enveloppen,  welche 
beliebige  Carven  eines  stetig  bewegten,  tthnlich -TerKnderlichen  Systems 
beschreiben,  entwickelt  wurden,  betrachten  wir  noch  einige  projectiviscbe 
Eigenschaften ,  zn  welchen  die  gefundenen  Constmctionen  Anlass  geben. 

Derjenige  Punkt  einer  Geraden,  in  welchem  diese  momentan  ihre 
Httllbahn  berührt,  werde  „Gleitpnnkt"  der  Geraden  genannt.  Die 
Gleitpunkte  eines  Btiahlbflscbels  liegen  auf  einem  dnrch  den  Pol  und 
Beinen  Mittelpunkt  gehenden  Kreise,  welcher  mit  K^,  während  der  von  den 
zngebSrigea  Krämmnngsmittel punkten  der  Hüllbabnen  gebildete  Kreis  mit 
Ka.  bezeichnet  werde.  Ein  die  Poltangente  im  Pol  berfibrender  Kreis 
beiflie  S^t,  der  ähnliche  doroh  P  gehende  Kreis,  welcher  die  Krttmmnnge- 
miitelpnnkte  der  Trajfttorien  entbHlt,  welche  seine  Punkte  beBchreiben, 
A*..     Femer  werde  das  System  der  bewegten  Punkte  mit  £  bezeichnet. 

Zunächst  folgt  durch  eine  Betrachtung,  wie  sie  schon  in  §  3  dnrch- 
gefUhrt  wurde: 

57)     Die  Mittelpunkte  der  Kreise  E^  und  K.,  bilden  ein  zum 
System  der  bewegten  Punkte  Shnlicbes  System. 

Eine  durch  den  Pol  gezogene  Gerade,  welche  mit  der  Poltangente 
den  Geschwindigkeits Winkel  g>  bildet,  scbaeide  den  Wendekreis  in  AT, 
.  den  Bttckkebrkreis  in  S.  Der  Gleitpnnkt  jeder  dnrch  S  gebenden  Ge- 
raden füllt  mit  dem  zugebCrigen  Krtimmnngamittelp unkte  der  von  dieser 
beBcbriebenen  Hflllbahn  in  dem  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  mit 
dem  Bfickkebrkreise  zusammen.  Der  sich  selbst  entsprechende  Schnitt- 
punkt Z  der  zwei  zum  Punkte  Q  gehörigen  Kreise  K^  und  Km  liegt  daher 
auf  dem  Kückkehrkreise  in  der  Geraden  QS.  Sollen  sich  diese  Kreise 
berühren,  also  ihre  Schnittpunkte  zusammenfallen,  mnss  sich  0  wieder 
auf  einem  Kreise  befinden,  dessen  Punktsystem  dem  des  Rttckkehrkreises 
ähnlich  ist,  (Vergl.  §  3.)  Dieser  Kreis  lässt  sich  jedoch  im  Falle  der 
Bietigen  Bewegung  näher  bestimmen.  Die  Punkte  Q,  Z  und  P  müssen 
nämlich  ein  Dreieck  bilden ,  dessen  Winkel  bei  Z  gleich  ip,  bezfigücb 
(I8O—9),  bei  P  ein  rechter  ist.  Da  also  Dreieck  PQZ  bei  P  einen 
rechten  Winkel  enthält,  folgt,  dass  der  Mittelpunkt  ron  A',  in  die  Ge- 
rade QZ  fällt.  Diese  Gerade  muss  demnach  auch  den  Mittelpunkt  toq 
i*«  enthalten  und,  als  Verbindungslinie  von  Q  mit  Z,  durch  S  gehen. 
Das  Letztere  ergiebt  sieb  übrigens  auch  daraus,  dass  LOZP=l80  —  ip 
ist;   weiter  folgt  hieraus,   dass  die  an  den  Berübntngspnnkt  der  Rreite 
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Ef  und  K_  gelegten  Tangenten  ein  Strahlbttacbel  bilden,  dessen  Uittel- 
pnnkt  der  Gegenpnnkt  von  5  auf  dem  Bttckkehrkreise  ist. 

Da  also  in  diesem  Falle  sieb  aaf  jedei  dnrcb  S  gebenden  Geraden 
drei  homologe  Pnnkte  der  drei  besprocbenen  ähnlichen  Systeme  finden, 
folgt: 

58)  Der  Kreis  derjenigen  Funkte  in  £,  deren  cngebSrige 
Kreise  Km  nnd  K^  einander  berilbren,  ist  der  Wendekreis  der 
drei  Xbniicben  Systeme,  welcbe  £  nnd  die  Mittelpunkte  von 
iff  und  Kn  bilden;  nnd  Punkt  S  ist  der  TrSger  derjenigen 
Geraden,  welcbe  drei  homologe  Punkte  dieser  Systeme 
enthalten. 

Befindet  sieb  der  Mittelpunkt  eines  Strablbtlscbels  auf  der  Geraden 
SPIf,  so  berührt  der  Kreis  der  Gleitpunkte  E,  die  Poltangente,  und  die 
Normale  der  Ton  einem  Strahl  beschriebenen  Enveloppe  fällt  mit  der 
Normalen  der  vom  Gleitpunkte  dieses  Strahls  beschriebeneu  Trajectorie 
zusammen.  Der  Kreis  K,,  welcher  in  diesem  Falle  auch  als  Kt  bezeich- 
net werden  kann,  ist  also  sowohl  dem  durch  P  gehenden  Kreise  Em 
welcher  die  Krttmmangsmittelpnnkte  der  Enveloppen  ,  wie  zum  Kreise  IC,^ 
welcher  die  KrUmmungsmittelp unkte  der  Trajectorien  enthSlt,  äbnlicli, 
und  diese  beiden  Krttmmnngsmittelpunkte  fallen  mit  dem  bewegten  Punkte 
in  eine  Gerade.     Hieraus  folgt: 

Der  Hittelpunkt  eines  jeden,  die  Poltangente  im  Pol  bertlbrenden 
Kreises  Et  f^lH  mit  den  Mittelpunkten  der  Kreise  Kn  und  K„  in  eine 
Gerade,  welche  mit  der  Poltangente  den  Geschwindigkeitswinkel  tp  bildet. 

Das  VerhSltnisa  zwischen  den  Entfernungen  der  Mittelpunkte  von 
Km    und   Kg    vom    Mittelpunkte    des  Kreises  K|   ist   nach    §  7    gleich 

/dq>      d*V 
1  — ( -7^-J--T-  1  .     Wird  £t  zum  auagezeicbneten  Kreise,   fallen  K^  und 

E«  xnaammeui 

Die  Hittelpunkte  der  den  Ereisen  jFi  entsprechenden  Kreise  K^ 
fallen  nach  §  7  in  eine  Gerade,  welche  den  Mittelpunkt  des  Rttckkebr- 
kreises  enthUt. 

Nach  §  5  ist  ftir  die  Trajectorien,  welcbe  die  auf  £*(  befindliehen 
Pnnkte  beschreiben, 


d9      d») 

erbindungslinii 

:  Senkrechten 

/dqi  ,  d«\  , 


FOr  den  Winkel  ft,  welchen  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  Ton 
Kg  nnd  P  mit  der  zur  Foltangente  Senkrechten  bildet,  findet  sieb 
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und  da  ;7^^~n~>  ^^  ^  ^o  DuTcbmesser  von  £'t  bezeichnet,  folgt 

Ans  der  Form  dieser  Oleichnng  folgt: 

59)  Die  Oeraden,  welche  P  mit  den  Mittelpunkten  von  i", 
-verbinden,  bilden  ein  StTshlbflscbel,  welches  znr  Reihe  der 
Mittelpnnkte  von  i^t  projectivisch  ist. 

Speciell  finden  wir,  dass  entspricht: 
dem  Mittelpnakte  des  Wendekreises  die  Linie  SPK\ 
dem    n&endlich    fernen  Punkte  eine  Senkrechte  zn    derjenigen  Geraden« 

welche   die  KrlimninngsmittelpnDkte    derjenigen  Tngectoriea   enthXlt, 

die  Punkte  der  Poltangente  beschreiben; 
dem  an sgezei ebneten  Kreise  die  Poltangente; 
dem  Pole  P  die  Senkrechte  aar  Poltangente. 

Die  Mittelpunkte  der  Kreise  Mg  bilden  nach  dem  gefundenen  Satze 
die  Schnittcurve  zweier  projectivischen  Strahl enbUschel,  nltmlich  des  eben 
entwickelten  und  eines  durch  die  Mittelpunkte  der  KreiEe  Kt  bestimmten 
Psrallelstrableubflschels ,  dessen  Strahlen  parallel  zu  SPK  laufen.  Da 
nir  den  Mittelpunkt  des  Wendekreises  und  ftlr  ein  unendlich  grosses  D 
der  Mittelpunkt  von  A*,  unendlich  weit  fillt,  finden  wir; 

60)  Der  geometrische  Ort  fttr  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
h'o  ist  eine  Hyperbel,  welche  im  Pol  normal  zur  Poltan- 
gente steht 

Die  Asymptoten  dieser  Hyperbel  sind  nach  dem  Vorstehenden  be- 
stimmt. Der  zweite  Schnittpunkt  dieser  Hyperbel  mit  der  Poltangente 
ist  der  Hittelpunkt  desjenigen  Kreises  K„  oder  if^,  welcher  dem  aus- 
geaeichneten  Kreise  entspricht.  Dnrch  diese  Hyperbel  ist  die  Bewegnng 
de«  fibnlich-vetSnderlichen  Syatema  völlig  bestimmt,  und  die  verschiede- 
nen Aufgaben,  welche  dnrch  verschiedene  Angaben  znr  Bestimmung  eines 
solchen  gestellt  werden,  sind  mit  der  Construction  der  eben  gefttndenen 
Hyperbel  gelGst. 

Ist  das  betrachtete  System  ein  starres,  also  die  Bewegnng  beständig 
eine  drehende  (91  =  90"})  ftH^  diese  Hyperbel  mit  der  Senkrechten  zur 
Poltangente  zusammen. 

Wild  ip  momentan  gleich  Null,  also  die  Bewegnng  augenblicklich 
eine  rein  gleitende,  so  treten  die  in  den  letzten  Abschnitten  entwickelten 
Formeln  ftlr  die  Krümmungsradien  in  der  Form  0 .  od  auf.  Um  diese 
Dnbestimmtbeit  zu  heben,  kann  man  die  in  §  1  erwBhnte  lineare  Ver- 
Snderung  des  Systems  dl=i  —  colgip.d&  statt  d&  iu  die  Formeln  ein- 
führen. 


1Ö8     Untersocliatig  der  Bewegung  etc.     Von  Dr.  L.  Geisehhuheh. 

Ist  <p  beständig  gleicb  Nnll,  die  Bewegung  also  eine  beatSndig  glei- 
tende, so  fallen  die  beschriebenen  Tftjectorien  momentan  in  die  angeli9ri- 
gen  VerbindnngsBtTBhlen  mit  dem  Pol.  Fttr  den  Krümmungstadiiu  einei 
Trajectorie  flibXlt  man 

derselbe  wird  also  für  eine  bestimmte  Lage  des  LeitstTahls  dem  Quadrat 

desselben    propoitional.      Der   Rnckkebr-,    der   Wende-   and    det    ane- 

geEeicbnete  Kreis  rednciren  sieb  in  diesem  speciellen  Falle  anf  die  Pol  ' 

tangente.     Die  Hyperbel,  welche  die  Mittelpunkte  der  Kreise  K,  entbilt, 

geht  in  eine  Parabel  Über,  deren  Axe  die  Foltangente  bildet  und  dereo 

du 
Parameter  ^-^rr  ist. 
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Die  InTOlation  auf  einer  Banmcorre  dritter  Ordnung 
und  der  daraus  entstehende  Complex. 


Von 

Dr.  Weileb 

In  Zflileh-Hoteingini. 


Die  Punkte  einer  Rsamcnrre  dritter  Ordnung  C^  lassen  sich  zn  In- 
solationen grnppirea.  Legt  man  nSmlicb  durch  eine  ihrer  Secanten  ein 
involntoriaches  Kbenenbfischel ,  so  schneiden  dessen  Ebenenpaare  die  C^ 
in  Pnnktepaaren  einer  Involution.  Umgekehrt  erzeugt  jede  Involntion 
aof   der  C{  mit  jeder  ihrer  Secanten  ein  involatorisches  EbenenbUachel. 

Die  C^  wird  ana  irgend  einen)  Kanmpnnkte  anfeine  beliebige  Ebene 
als  Curve  C^  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  D  projicirt.  Die  Bilder 
der  InTolstionspaare  "ü,  %[';  S,  !S'  etc.  auf  der  C^*  sind  Paare  A,  Jl\ 
B,  ff  etc.  einer  Involution  anf  der  C^.  Die  Verbindnngsstrahlen  dieser 
letzteren  Paare  mit  ß  bilden  ein  mvolntorisches  Strahlhliachel. 

In  den  Paaren  ^,  9'  etc.  anf  der  C^  siebe  man  an  sie  die  Tan- 
genten a,  a'  etc.  Diese  bilden  die  developpable  Flüche  D^*  der  C{  und 
sind  ebenfalls  in  Involution.  Eine  beliebige  Ebene  schneidet  D^  in  einer 
Ourve  C^  dritter  Classe  mit  Doppel tangente  d.  Ihre  Punkte  sind  zu 
Paaren  gmppiit,  desgleichen  die  Tangenten.  Die  Pnnktepaare  sind  die 
Schnitte  mit  a,  a'  und  die  Tangenten  paare  die  Schnitte  mit  den  Schmie- 
gungsebenen  A,  A'  der  C^  (in  %,  91'),  Auf  d  entsteht  durch  die  Tan- 
gentenpaare eine  Involution. 

Nun  lassen  sieb  a,  a';  i,  V  etc.  als  Directricen  von  linearen 
Congrnenzen  auffassen.  Solcher  Congmenzen  sind  einfach  unendlich 
viele;  ihre  Gesammtbeit  ist  ein  Complex  und  dieser  soll  hier  nSher 
nntersncht  werden. 

Der  so  definirte  Complex  ist  redncibel,  denn  ^r  jede  der  beiden 
sieb  selbst  entsprechenden  Tangenten   fuJg  erh&lt  man  alle  sie  schnei- 


*  Die  Doppelpunkte  der  Involution  «erden  mit  gt ,  gi  beseiobaett 
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denden  Geraden  des  Raamea  an  Stelle  einer  linearen  Congrueni.  Diese 
beiden  speciellea   linearen  Complexe  werden   in  Znknnft  ansgeschieden. 

Der  CompUxkegel  des  Banmpnnktea  P  hat  in  einer  Ebene  E  eine 
Leitcnrve,  die  anf  folgende  Weise  bestimmt  wird.  Ans  P  wird  die  C^ 
anf  E  als  C^*  projicirt,  deren  Pnnkte  lo  der  Involution  J,  A;  B,  A*  etc. 
gmppirt  sind.  Die  Tangenten  a,  a;  b,  b'  etc.  in  diesen  Pnnkten  sind 
die  Bilder  Ten  a,  a'  etc.  Die  Gerade  von  P  nacb  dem  Schnittpankte 
aa  ist  eine  Complexgerade ,  d.  h.:  Der  Ort  des  Schnittpunktes 
entsprechender  Tangentenpaare  derCj*  ist  die  Leiten rre  des 
ComplexkegelB.  —  Da  sich  wieder  swei  Tangenten  ^,,  f^  selbst  ent- 
sprechen, so  gehören  diese  (einfach  zählend)  snm  Ort,  sie  sind  nacb 
Ansechlnss  der  linearen  Complexe  ebenfalls  anszaschliessen. 

Sei  nnn  g  irgend  eine  Gerade  in  E.  Sie  wird  von  a,  »  in  d^,  ^' 
geschnitten.  So  oft  in  ihr  zwei  derartige  Pnnkte  Ensammenfallen ,  trifft 
g  die  Leitcnrve.  Nnn  gehen  aber  von  i4*  vier  Tangenten  o,,  tfj,  a,,  a^ 
an  die  C^  nnd  es  treffen  die  ihnen  entsprechenden  a'|,  it\,  a',,  ä ^  die 
Linid  g  in  A^,  A^\  A^,  A^.  Ebenso  gebOren  zu  gegebenem  ^'  vier 
Punkte  j/,*,  A^,  A^,  A^.  In  g  stehen  somit  die  Pnnkte  A*,  ^'  in 
[4, 4]-dentiger  Besiehnng.  Somit  kommt  es  achtmal  vor,  dass  zwei  ent- 
sprechende Punkte  ansaromen fallen.  Der  Ort  des  Fnoktes  aä  scheint 
nun  von  der  achten  Ordnung  «u  sein,  nach  Ausschluss  von  (y,  {^  nocli 
von  der  sechsten.  Infolge  des  vertan schharen  Entsprechens  bei  der  In- 
volution wird  nun  der  Ort  zweimal  beschrieben,  wenn  die  als  a  auf- 
gefasste  Tangente  die  C^  in  ihrer  Bewegung  ganz  einbflilt.  (Die 
Pnnkte  an',  6b'  fallen  zusammen,  sobald  a  =  6'  ist.)  Es  entsteht  somit 
als  Leitcnrve  des  Complexkegels  eine  Cnrve  dritter  Ord- 
nung Cg*. 

Der  Punkt  aä  kann  nnn  auf  die  C,*  selbst  fallen.  Vom  Punkte  A 
der  Cg*  geben  an  sie  noch  zwei  Tangenten  a, ,  o,,  deren  entsprechende 
die  C,*  in  ^i,  -*",  berühren  und  ausserdem  in  A^,  A^  schneiden.  Da 
nun  die  Beeiebung  der  Punkte  A,  J*'  eine  [2,  2]-deutige  ist,  so  tritt  das 
Zusammenfallen  viermal  ein.  Schneiden  sich  aber  zwei  entsprechende 
Tangenten  anf  C^,  so  fallen  daselbst  A  mit  A^*',  A^'  und  ^*'  mit  A^ ,  A^ 
zusammen,  d.  h,:  in  nnserer  ZXhlung  erhält  man  jeden  solchen  Punkt 
vierfach.  So  ergiebt  sich  nnr  ein  Schnittpunkt  von  C^  mit  C,*. 
Zwei  weitere  sind  F^,  F^  selbst,  wie  die  geometrische  Anschauung  er- 
giebt. 

So  oft  eine  Tangente  a  von  der  entsprechenden  ä  in  ihrem  BerQh- 
mngspunkte  A  getroffen  wird,  berührt  daselbst  die  C,*  die  C^.  Beaeich« 
net  man  im  Allgemeinen  den  Schnittpunkt  von  ä  mit  C,*  mit  d*^  so  soll 
A  mit  <f*  zusammenfallen.  A,  A*  sind  in  [1, 2]-deutiger  Beziehung, 
fallen  also  dreimal  zusammen,  wobei  jeder  Pnukt  einfach  zfthlead  er- 
soheint     Die  C^  und  C^  berühren  sich  dreimal. 
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Die  Tangenten  im  Doppelptinkte  D  Ton  C^  ergeben  keine  beson- 
deren Punkte  TOD  C,*,  dagegen  wird  C^  Toa  den  Inflexionitangenten  der 
C^  berührt  (nnd  getrennt  davon  geaclinitten). 

HKtte  C,*  einen  Doppelpnnkt,  so  mtlesten  die  vier  tob  ihm  an 
Cg*  gehenden  Tangenten  zwei  Involntionspaare  bilden.  Sei  diesmal  A 
der  Punkt  aä  von  C^.  Von  ibm  gehen  an  C^  noch  die  Tangenten  «,, 
a,  mit  A^y  A^  als  Bertthmngspnnkten.  ^,  auf  C^  entspreche  A^.  Bs 
wird  verlangt,  dass  A,^  mit  ^^  Eusamman falle.  Zn  ^j  gehSren  nur  ein 
A^i  "ii  aber  Ewei  Punkte  A^  (die  Schnittpunkte  von  a^  mit  C^,  ansgenom- 
men  a^^^.  Ebenso  gehflren  zn  A^  Ewei  Pnnkte  Ä,  Die  Beziebnng  A^Ä^ 
ist  somit  [2,  2]-dentig,  d.  h.  es  findet  viennal  Zusammenfallen  statt.  Fttt 
den  Fall,  dass  C,*  einen  Doppelpnnkt  besitzt,  kaun  jede  von  ihm  aus- 
gehende Tangente  der  C^  als  o,  anfgefasst  werden,  er  fUhrt  aaf  vier- 
maliges Zusammenfallen  von  A^A^.  C^  hat  nnr  einen  Doppelpnnkt. 
Eine  Spitze  wtlrde  sie  nnr  dann  enthalten,  wenn  die  Involution  ai^  C,* 
in  Bezng  auf  ibre  Singolaritflten  specialisirt  wXre,  worauf  apSter  ein- 
gegangen wird. 

Indem  wir  in  den  Banm  zurückkehren,  dürfen  wir  den  Satz  aas- 
sprechen: Der  Complexkegel  des  Panktes  F  ist  von  der  drit- 
ten Ordnnng,  er  besitzt  stets  eine  Doppelerzeugesde,  schnei- 
det nnd  bertlhrt  die  £^3' je  dreimal.  Der  Complex  ist  dritter 
Ordnung  nnd  besitzt  g,,  |$j  zu  einfachen  Ansnahmepunk- 
ten.  Die  Scfamiegangsebenen  von  C^  berühren  die  Complex 
kegel  aus  den  in  ihnen  liegenden  Punkten  je  einfach. 

Die  Complezcnrve  in  irgend  einer  Ebene  ist  dritter  Classe,  vier- 
ter Ordnung,  hat  eine  Doppeltangente  und  drei  Spitzen.  Die  Schmie- 
gnngsebenen  <&, ,  <Dj  der  C^  in  §,,  gj  schneiden  die  Ebene  stets  in  Com- 
pleigeraden,  sie  sind  Ausnalimeebenen.  Die  Schnittpunkte  der  C{  mit 
der  Ebene  liegen  auf  der  Complexcurre. 

Da  der  Bang  der  C^  glücb  vier  ist,  so  sind  drei-  oder  mehrfache 
Complexgerade  nicht  denkbar.  Eine  solche  müsste  nibnlich  mehr  wie 
zwei  entsprechende  Tangentenpaare  der  C^  treffen. 

Jeder  Complexkegel   besitzt  16  besondere  Erzeugende,  vor  Allem 
,    eine  doppelte,     um  Einiges  Aber  die  von  ihnen  gebildeten  Congmenzen 
so  erfahren,  lasse  man  P  in  besondere  Lagen  rücken.     Genau  das  Duale 
gilt  jeweilen  für  die  Complexcnrve  nnd  deren  Ebene. 

Sei  P  in  der  Geraden  3i5j,  so  projicirt  sich  die  C{  als  (7j*,  deren 
Doppelpunkt  die  Vereinigung  von  F, ,  F^  ist.  Die  jetzt  entstehende  C,* 
(Leitcnrre  des  Complexkegels)  ist  aber  C^  seibat.  Seien  nHmlicb  Oi,  n, 
die  vom  Pnnkte  A  der  C^  an  sie  gezogenen  Tangenten,  j4, ,  A^  ihre  Be- 
rahrnngspunkte ,  so  sind  t>Ä^,  t>A^  vertanscfahar  entsprechend,  also  ein 
Invotutionspaar.     Die  Doppelstrablen  dieser  Involution  sind  die  Tangen- 
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t«n  der  C^  in  D,*  Diese  Inrolntion  Btimint  mit  der  Torigen  tiberein, 
womit  die  Behanptnng,  duB  C^^C^,  enrieaen  ist.  —  Hieraus  ei^dtt 
sieb  nun:  Für  jeden  Pnnkt  der  VerbindangBÜnie  der  Invola- 
tionadoppelpuukte  §Fii  %%  t^^f  ^t  '^^  *^^'  Kegel  nach  der  C^' 
BelbBt  der  Complezkegel. 

Die  Congmens  erster  Ordnung  dritter  Classe  der  Treffgeradeii  von 
Cf  nnd  ihrer  Secante  $,  g,  gebitrt  dem  Complex  an.  Für  den  Complex- 
kegel  aas  P  folgt  daran«:  Die  drei  Strablec  des  Complexkegels, 
welcbe  die  0/ treffen,  liegeu  stetB  in  einer  Ebene  nnd  da- 
her die  sechs  paarweise  benachbarten  Erxengenden  des 
Kegels,  welche  ebenfalls  die  C^  treffen,  auf  einem  Kegel 
zweiten  Grades." 

Seien  91,  9,  £,  S*die  Schnitte  von  £  mit  C^  nnd  ihrer  Secante 
SiS>)  so  geht  die  zu  £  gehSrige  Complexcnrre  durch  %,  @,  S.  Von 
ihnen  gehen  an  die  Complescnrve  die  Tangenten  '&%,  9S>  ^S'  ^<*'> 
denen  z&  bemerken  ist,  dass  sie  sich  im  selben  Fnnkta  begegnen. 

Die  duale  Uebersetznng  des  Vorigen  ergiebt:  Die  Congraens  der 
Geraden,  welche  die  Linie  <P,  tPj  treffen  nnd  angleich  die  developpable 
FIKche  der  C^  berfibren,  gehört  znm  Complex.  Weil  <Pi<l^  Doppeltan- 
gente  der  Developpabeln  ist,  so  ist  diese  Congmenz  dritter  Ordnniig 
erster  Classe  (wobei  von  den  Complexgeraden  in  den  Ausnahmeebenen 
0  abgesehen  wird).  —  Wir  fanden  oben,  dass  der  Complexkegel  des 
Punktes  P  die  drei  von  ihm  ausgebenden  Schroiegungsebenen  A,  B,  C 
der  C{  sowohl  berühre,  als  schneide.  Nach  dem  eben  Gesagten  ge- 
schieht das  Schneiden  nach  drei  Erzeugenden,  die  aus  den  Ebenen  A, 
B,  C  durch  die  von  P  nach  O^^^  gehende  Ebene  angeschnitten  wer* 
den:  Die  drei  Erzeugenden  des  Compleikegels,  die  einzeln 
in  den  von  P  an  C^  gebenden  Scbmiegnngsebenen  sich  be> 
finden,  liegen  stets  in  einer  Ebene.  (Die  Schnittpunkte  von  C^ 
mit  den  Inflezionstangenten  von  C^  liegen  in  einer  Geraden.) 

Sei  E  die  Ebene  einer  Complexcnrve ,  so  schneidet  sie  ans  der  De. 
veloppabeln  D^',  die  zor  C^  gehört,  eine  C^*,  welche  die  Complezcnrve 
in  drei  Punkten  (mit  einem  Kegelschnitte)  berObrt.  Die  ttbrigen  drei 
einzelnen  gemeinsamen  Tangenten  von  C^  nnd  der  Complexcnrve  gehen 
dnrch  einen  Punkt;  zwei  von  ihnen  sind  in  den  Ans  nahmeebenen. 

Jeder  Complexkegel  nnd  jede  Complexcnrve  enthalten  eine  Doppel- 
erseugende.     Der  Complex  hat  somit  eine  Congmenz  ersten  Grades  von 


■  Sind  z.  B.  Ji,  Jt,  J,  die  Inflexionsstdlen  einer  C/,  t,*,  t,*,  V/  die  von 
ihnen  an  C,*  gehenden  Tangenten,  J)*,  Jt*,  Jt*  deren  BerQhmngspnnbte,  so  sind 
DJi,  DJt*  drei  Paare  der  Involntion,  deren  Doppelatrahlen  die  Tangenten  im 
üoppelpnnkte  der  0,*  sind. 

**  Vergl.  B»linon,  Analft.  Geometrie  d.  hOh.  ebenen  duren,  dentscb  von 
Fiedler,  1878,  Art  Sl. 
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doppehcB  Linien.  Zn  ihr  gebSren  insbesondere  die  Oeraden  ^i3i  and 
<Pj4>,,  «naserdam  die  je  unendlich  vielen  9%',  AA',  Von  den  letsteren. 
bildet  jede  Gruppe  eine  Regelschaftr  zweiter  Ordnung,  beiden  sind  fj,  f 
gemein.  Du  VorhandeDiein  einer  solchen  Begelschur  zeigt  schon, 
dus  die  Congnenz  ersten  Grades  irreduoibel  ist. 

Die  eine  Erzengnng  einer  FlXche  zweiten  Gradee  besteht  aus  den 
Linien  9.  =  31%'-  Seien  /,•  '■' die  Strahlen  zweiter  Erzeugung  derselben 
Fliehe,  die  von  %,  91'  ausgehen.  Alsdann  kommen  nnter  den  g^  vor  fj 
und  f,  als  Tangenten  der  C^'  in  @, ,  Si-  ^^^  Ut  '•*  bilden  eine  Involu- 
tion, deren  Doppelstrahlen  /],  /j  dnrch  g,,  g,  gehen.  Das  windschiefe 
Vierseit  f,,  fg,  Ij,  l^  ist  beiden  Regelfl8cben  SSL',  AA'  angehörig.  Die 
Seiten  f,,  f^,  aowie  die,  das  genannte  Vierseit  zum  Tetraeder  ergSnsien- 
den  Bunten  SiSai  ^i^i  sind  doppelte  Complexgerade,  somit  l^  und  l^ 
die  Directricen  der  Congrnena  der  Complexdoppelgeraden. 
Hierbei  kann  l^  leicht  gefunden  werden  als  die  Linie  in  0,  von  g,  nach 
dem  Punkte  «P^f,  etc. 

Befindet  sich  P  auf  der  Developpabeln  D/  der  C/,  so  zermit  der 
Complezkegel.  Die  Projection  von  der  C/  aus  P  ist  nnnmebr  eine  Carre 
dritten  Grades  C,'  mit  der  Spitze  S.  Sie  ist  TrSger  einer  Involntion  mit 
den  Doppelpunkten  Fj,  F^.  Diese  Involution  gilt  ebenso  gut  für  die 
Strahlen  um  £,  hierbei  entspreche  i/  der  Spitzen tangente  a,  o'  treffe  Cg' 
in  S'.  Die  C,*  zernUlt  nun  in  die  Tangente  t  der  C^'  in  Punkt  Sf  und 
Mnen  Kegelschnitt,  der  die  C,'  in  zwei  Punkten  berührt,  in  Fj,  Ff 
schneidet  nnd  der  durch  den  Schnittpankt  von  ii<=>  mit  s'  geht.  Hierbei 
begegnen  sieh  t  und  F,  Fj  auf  der  C^.  Andererseits  berttfart  die  In- 
fiezionstangente  i  der  C^'  die  C,*  und  schneidet  sie  ausserdem  ifli  Punkte 
t'i.  Die  Bweite  Tangente  von  diesem  Funkte  an  den  Kegelschnitt  (der 
mit  t  die  C^*  bildet)  hat  ihren  Berti hrnngsp unkt  auf  der  Tangente  t 
(welche  zwei  vereinigte  Inflenionetangeuten  reprisentirt).  Dnrch  Zusam- 
menrflcken  der  In flexion Stangenten  der  Cg*  mit  ihren  Berührungspunkten 
kann  man  sich  das  Auftreten  eines  weiteren  Knotens  in  C^  leicht  deut- 
lich machen.  Aus  diesem  Verhalten  der  zerfallenen  C,*  ergiebt  sich  z.  B, 
der  Satz:  „Eine  Curve  dritten  Gradee  mit  der  Spitze  S,  der 
Spitzentangente  t  enthalte  die  Punkte  F],Fj.  Ist  0  der  vierte 
harmonische  Strahl  für  s  in  Bezug  auf  SF,,  SF,,  so  trifft  er 
die  Cf*  in  einem  Punkte,  dessen  Tangeute  nach  dem  dritten 
Scbaittpunkte  vonF,F,roit  derC,*  geht."  Der  duale  Satz  bezieht 
sich  auf  dieselbe  Curve. 

P  li^e,  wie  vorhin,  auf  der  Developpabeln  D/  in  der  Tangente  a 
der  C/.  Alsdann  zerfallt  der  Complezkegel  in  die  Ebene  Pn'  und 
einen  Kegel  zweiten  Grades.  Es  sind  zwei  Doppelerzeugende  am  Com- 
plezkegel vorbanden.  Die  eine  ist  die  Transversale  zu  I, ,  ^ ,  die 
andere  ist  nteh   dem  Vorigen   die  Schnittlinie  der  Scbmiegungsebene  A 

U* 
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länge  a  mit  der  Ebene  Pa'.  um  die  Gesammtbeit  dieser  leteteren  Linien 
^n  erhalten,  schneiden  wir  alle  Scfamiegnngsebenen  mit  den  Tangenten 
der  Cg'  in  den  zn  den  Oscnlationspnnkten  entap  rechen  den  PnnktoD.  Der 
entstehende  Schnittpnnkt  Aa'  ist  der  Scheitel,  A  die  Ebene  eines  Bü- 
schels derartiger  Geraden.  Der  Ort  des  Scheitels  ist  nun  eine  Banm- 
cnrve  dritter  Ordnung  Cj'*,  die  aof  der  Regelfiäche  AA' gelegen  ist 
und  dnrch  ^j,  §j  gebt.     (Der  Beweis  des  Dnalen  folgt.) 

Die  so  entstehende  Congmenz  bat  C^*  als  Brenncnrve,  Dj'  als 
BrennflKche  nnd  ist  ohne  Zweifel  dritten  Grades.  (Von  P  gehen  an  C,'' 
drei  Scbmiegnngsebenen ;  in  jeder  hat  man  ein  Büschel,  von  denen  jede« 
einen  Strahl  nach  P  sendet.  Andererseits  trifft  E  den  Ort  C^""*  des  Btt- 
schelscheitels  ebenfalls  dreimal,  enthält  somit  auch  drei  von  den  Str^len.) 
—  Für  einen  beliebigen  Complexkegel  liefert  diese  Con- 
grnenz  die  drei  Ersengenden,  in  denen  er  die  tos  seiner 
Spitze  an  C,'  gehenden  Scbmiegnngsebenen  berührt.  Rückt 
der  Scheitel  des  Complexkegels  anf  die  Developpable  D^^  so  liegt  er  in 
'  zwei  benachbarten  Scbmiegnngsebenen  der  Cg''.  Es  vereinigen  sich  dann 
zwei  Geraden  der  Gongrnenz  zu  einer  Doppel  geraden. 

In  der  Folge  mag  der  Complexfcegel  für  einen  Pnnkt  Ä  der  C,' 
selbst  betrachtet  werden.  Znnilchst  gehört  ihm  das  Büschel  ans  %  nach 
^,  gj  an.  Ansserdem  treten  zwei  vereinigte  Büschel  Pa  anf.  (In  %  sol- 
len sich  die  consecntiven  Tangenten  aja^  treffen,  ihnen  entsprechen  Q'io't; 
die  beiden  Büscbel  Pa^,  Pa^  bestehen  ans  Complexgeraden  nnd  sind  in 
der  That  consecntiv.) 

Bilden  wir  anch  hier  die  LeitcnrVe  des  Complexkegels.  An  Stelle 
der  Cg*  tritt  der  Kegelschnitt  ^  mit  seiner  Tangente  a  in  A.  Anf  £*  ist 
die  Involution  mit  den  Doppelpunkten  /", ,  F^,  Dem  J  entspricht  >f  von 
K,  die  Tangente  daselbst  ist  a.  Die  Tangente  a  doppelt  zählend  nebst 
der  Geraden  ^,  F^  bilden  nun  die  C^.  Hierbü  treffen  sich  notbwendiger- 
weise  a  und  a   in  F^F^. 

An  dieser  Stelle  ist  die  dem  Complex  angebSrige  Congmenz  der 
Büschel  So'  zu  betrachten.  Eine  Brenncnrve  von  ihr  ist  Cj''  selbst, 
ausserdem  bilden  die  Ebenen  91  a'  eine  BrenuflXcbe,  die  developpabel 
sein  wird.     Diese  letztere  ist  noch  unbekannt. 

Projicirt  man  C/  von  einem  beliebigen  Baumpunkte,  so  entstehen 
j4  und  a  als  Bilder  von  %  nnd  a'.  Es  wird  verlangt,  dass  a  durch  A 
gebe.  Das  geschieht  aber  nach  S.  160  dreimal:  die  Developpable 
ist  dritter  Classe  D,'*,  —  Im  Bilde  treten  die  Punkte  auf,  in  denen 
C^  und  Cj*  sieb  berühren.  —  Die  Congruenz  dieser  Strabl- 
bUscbel  ^a  ist  dritten  Grades  und  liefert  für  jeden  Com- 
plexkegel  die  drei  Erzeugenden,  in  denen  er  die  C^  berührt. 
Für  die  Complexcnrve  liefert  diese  Congmenz  die  drei  Tangenten  in  den 
Schnittpunkten  A,   B,  C  mit  C^''.     Die   so   entstehenden  sechs  paarweise 
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benachbarten  Elemente  der  Complexenrre  gefahren  nach  Früherem  eben- 
falls einem  Kegelacbnitt  an. 

Wir  fanden,  dass  für  P  auf  Vi^  der  Complexkegel  zwei  doppelte 
Ersengende  enthalte.  P  sei  epeciell  auf  der  Tangente  a,  der  die  Schmie- 
gODgsebene  A  von  C^  zukommt.  Die  beiden  Doppelgeraden  sind  die 
TransTflrsale  aas  P  nach  2j,  ^,  sowie  die  Linie  ans  P  nacb  dem  Punkte 
Aa'  (der  auf  der  C^*  gelegen  ist).  Wurden  beide  sieb  vereinigen,  so 
wtirde  der  Complexkegel  in  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  nehst  einer 
seiner  Tangentialebenen  ausarten.  Fttr  einen  Punkt  auf  o  findet  diese 
Vereinigung  allerdings  statt.  Die  Schnittlinie  AA'  trifft  nämlicb  'n  ^d 
a,  a'.  Fallt  also  P  nacb  2l*  =  aA'  (auf  die  C/»),  so  fällt  die  Transver- 
sale nach  Ij,  l^  mit  der  nach  Aa'  gebenden '  Geraden  zasammen.  Es 
ergiebt  sieb  hlerans:  FUr  jeden  Punkt  der  6^/*,  welche  der  Ort 
des  Schnittpunktes  Aa  ist,  zerfällt  der  Complexkegel  in 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung  und  eine  seiner  Tangential- 
ebenen.* Die  letztere  ist  die  von  diesem  Punkte  aus- 
gehende, nicht  mit  A'  vereinigte  Schmiegungsebene  A  der 
C^.  Die  Strahlen  des  Kegels  nacb  i$|,  3g  t>>id  dem  Oscula- 
tionspunkte  von  A  Hegen  in  einer  Ebene.  —  Auf  jedem  Strahle 
AA'  giebt  es  zwei  solche  Punkte.  Zu  der  von  diesen  AA'  gebildeten 
Regelsehaar  gehören  nun  auch  /j,  l^\  für  diese  fallen  die  genannten 
Punkte  in  S^,  Q,  zusammen,  d.h.:  Die  Directricen  /j,  l^  der  Cou- 
gruenz  der  Compleidoppelgeraden  berühren  C^*  in  g,,  5»-  — 
Die  Scbnittpunkte  der  Geraden  AA'  mit  /,,  \^  liegen  harmo- 
nisch zu  den  Scbnittpnnkten  mit  a,  a'  (den  Scheiteln  der  vorbin 
genaonten  speciellen  Complexkegel).  —  Befindet  sich  die  Spitze  des  Com- 
plexkegels  in  Hf,  selbst,  so  zerlUlt  derselbe  in  zwei  Büschel.  Das  eine 
aählt  doppelt,  seine  Ebene  ist  (I>, .  Die  Ebene  des  andern  ist  Sifi  = 
Die  Transversalen  aus  einem  Doppelpunkte  der  Inv.olntion 
auf  C^  nach  den  entsprechenden  Tangentenpaaren  bilden 
ein  BflBcbel,  dessen  Ebene  einerseits  durch  die  Tangente 
der  C^  in  diesem  Doppelpunkte,  andererseits  durch  den  an- 
dern Doppelpunkt  geht.  Die  Kicbtigkeit  hiervon  einlebt  sich  un- 
mittelbar ans  der  Betrachtung  des  Kegels  zweiter  Ordnung,  der  jetzt  die 
V^  projicirt.  Seine  Erzeugenden  und  Tangentialebenen  sind  in  Involu- 
tion, die  Schnittlinie  zweier  entsprechender  Ebenen  ist  je  eine  der  ge- 
suchten Secanten.     (Vergl.  S,  l64.) 

Der  Complexkegel  vom  Scheitel  P  enthält  sechzehn  besondere 
Erzeugende;  drei  treffen  C^,  ihre  reducible  Congrneuz  drit- 

*  Das  nämliche  Zerfallen  findet  statt,  wenn  der  Scheitel  des  Compleikegels 
in  einet  Ausuahmeebene ,  z.  B.  #, ,  ist.  Es  tritt  das  BfiBChel  in  #]  auf,  der  übrig 
bleibende  Kegel  berfiliTt  länga  der  Verbindnngsliuie  mit  gi  (dem  ÜBcnlatjontpunkte 
von  #1  auf  Cf). 
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ten  Grades  hat  *a  Brennenrven  die  C/  nebst  Ilirer  Secftnte 
SiSfii  >»  drei  weiteren  wird  C^  rom  Complexkegel  berfihrf, 
die  Oongroens  dieser  Geraden  ist  ancli  dritten  Grades,  eine 
BrenncnrTe  ist  C/*  and  die  BreunflKche  die  Developpable 
D/*  (8.  164).  Drei  fernere  Ersengende  liegen  in  den  fiehmie- 
gnngsebenen  ans  P  an  C/\  ihre  Congmens  ist  dritten  Gra- 
des, eine  BrennflKcbe  von  ihr  ist  die  Developpable  D/  von 
C,''  nnd  eine  Brennonrve  die  Doppeltangente  9,0^  von  ihr 
(diese  drei  Ersengenden  sind  stets  in  einer  Ebene).  Weiterbin  sind  - 
drei  Erzeugende,  in  denen  derComplezkegel  dievonPnaeh 
Cf"  mfiglichen  Schmiegangsebenen  bertlhrt;  so  entsteht  die 
Congrneua  dritten  Grades  mit  Cg"^  als  Brenncnrre  nnd  D^* 
ale  BrennfiKche.  Der  Kegel  besitat  eine  Doppelerseagende, 
ihre  Gesammtheit  ist  die  lineare  Oongrneni;  die  eineDirec- 
triz  gebt  Ton  0^  nach  dem  Punkte  ^ifj,  die  andere  von  ^ 
nach  ^|f|.  Endlich  hat  der  Kegel  drei  Inflexionserieu- 
gende;  die  Gesammtheit  dieser  ist  auch  eine  Congruens  und 
liefert  für  die  Oomiilexcnrven  die  Spitsentangenten. 

Dass  die  drei  Eraengenden  des  Complexkegels ,  in  denen  derselbe 
▼on  C,*'  gesehoitteo  wird,  in  Geraden  sind,  ergiebt  tüi  die  ebene  Curve 
(Cj*)  dritter  Ordnung  mit  Knoten  den  8ata:  Besteht  auf  ihr  eine  Invo- 
lution mit  den  Doppelpunkten  F^,  f,,  so  eebneide  man  deren  Verbin- 
dungslinie mit  der  Cnrve;  die  von  diesem  Punkte  an  sie  gehenden  Tan- 
genten bertthren  alsdann  in  entsprechenden  Punkten. 

Die  D/*  ist  gebildet  durch  die  Ebenen  9t  a'-  Indem  man  die  Begel- 
fllohe  SV,  anf  der  T,'  gelegen  ist,  au  Hilfe  nimmt  und  awei  conseen- 
tive  Ebenen  von  D*  ins  Auge  fasst,  findet  man:  Die  Eraengenden  der 
Developpabeln  D*  gehen  durch  die  Cnrvenpnnkte  von  C,'',  liegen  aber 
nicht  in  deren  Schmiegnngsebenen.  (Ebenso  li^en  die  Tangenten  von 
C,'*  in  den  Schmiegnngsebenen  von  C^',  gehen  aber  in  ihnen  nicht  durch 
die  Osoulationsp unkte.)  Liegt  nnn  P  auf  der  D*,  eo  rBcken  awei  Be- 
rOhrnngssteUen  von  C,''  mit  dem  Complexk^^  ansanunea;  ist  P  aber  anf 
der  Klckkehrcarve  von  D*  gelegen,  so  osenlirt  die  C/  den  betreffenden 
Complexkegel  seehspnnktig. 

Noch  sind  drei  von  den  16  besonderen  Einengenden  des  Complex- 
kegels Ineher  nur  vorübergehend  erwihnt  worden.  Es  sind  das  die  In- 
flexionserseugenden.  Li^en  ini  consecutive  Complexgerade  in  einer 
Ebene  nnd  gehen  sie  dnreh  den  nlmli^ea  Punkt,  so  bedingt  daa  au- 
^Mch  eine  InfleuonsateUe  ffer  den  Kegel  nnd  eine  Cuspidalatalle  flli  die 
Complexcnrve.  Die  Gesammtheit  dieser  Linien  ist  eine  Congmena.  Es 
lassen  «ch  awei  FlSchen  angehen,  fttr  deren  Punkte  der  Complexkegel 
eine  Spitae,  d.  i.  die  Vereinigung  von  awei  InflesioneB,  hat.  Diese 
treten  ninlich  auf,  wenn  bei  don  Kegel,  der  ana  Tdie  r,'  projicitt,  die 
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Tangentialebeo«!!  bü  der  Doppeterzengen  den  oder  wenn  zwei  stationäre 
Tangentialebenen  aicli  entsprechen.  In  jedem  Falle  wird  die  Schnittlinie 
der  genannten  Ebenen  znr  Cnspi  dal  erzeugen  den.  Im  ersteren  Falle  liegt 
P  auf  der  Begelfläche  %%%  im  letzteren  auf  der  FISche  AA'.  Die  Tan- 
gentialebenen dieser  Regelflächen  ergeben  für  ihre  Complezcnrvea  genan 
die  dnale  Specialisirnng,  uKmlich  die  Vereinigung  von  zwei  Cnspidal- 
stellen  sn  einer  Inflexion. 

Anf  der  Regelfläche  AA'  befindet  aich  die  Banmcnrre  dritter  Ord- 

.     nnng  C,'*  (Ort  dea  Punktes  Aa').     Ffir  ihre  Punkte  zerfWIt  der  Com- 

plexkegel  in  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,    nebat  einer  seiner  Tangen- 

tialehenen  (S.  165).     Die  Kegelerzenge  nde  in   der  Tangentialebene   ist 

•atle  Vereinigung  aller  drei  Inflexionaaeiten  dea  Complexkegela  anfzufaaeen. 
Irgend    ein  Strahl  AA'  trifit  hierbei  die  C^*  in  den  zwei  Punkten  Aa, 

.A'a.  FfU  alle  anderen  Fnnkte  des  Strahla  aind  von  den  drei  Inflezions- 
seiten  zwei  vereinigt,  die  dritte  davon  getrennL 
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Durchgang  eines  dünnen  Strahlenbündels  durch  ein 
Prisma. 

Von 

Prof.  P.  Zech 

In  StBttgkTL 

Hierzu  Taf.  II  Fig.  «. 

1.  Im  17.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  (S.  353)  habe  ich  Dach  dem 
Vorgänge  von  Möbins  die  Eigenschaften  dttnner  StiaklenbUndel  dnrch 
Betrachtnog  affiner  Systeme  nachgewiesen  nnd  den  Satz  anfgeBtellt:  „Hat 
man  einmal  einen  Lichtstrahl  dnrch  eine  Reihe  von  Mitteln  verfolgt,  so 
wird  es  verhältnuamSssig  einfach  aelii,  zwei  nnendlich  nahe  in  gleicher 
Weise  zu  verfolgen,  nnd  damit  ist  dann  die  Fonn  des  StrahlenbUndeU 
für  jedes  Mittel  sogleich  bestimmt." 

Als  ich  den  Venach  machte,  die  altgemeinen  Kesnltate  znnSchat  für 
ein  einfache«  Bebpiel,  den  Durchgang  eines  dttnnen  StrahlenbOndels 
durch  ein  Fdsma,  zn  verwerthen,  zeigte  sich  eine  Schwierigkeit,  die  vor 
Allem  ans  dem  Wege  gerinmt  werden  mnaste.  Bei  der  Betrachtnng 
affiner  Gebilde  wnrde  voransgesetst,  dass  die  Brennlinien  parallel  «u  den 
Gmndebenen  seien;  Kummer  (in  Crelle's  Jonmal,  57  S,  189)  und 
Helmholtz  (Physiologische  Optik  8. 238)  setzen  voraus,  daas  die  Brenn- 
linien senkrecht  auf  der  Aze  des  Bündels  stehen.  Wenn  man  aber  den 
einfachsten  Fall  der  Bieuhnng  an  einer  ebenen  Fläche  betrachtet  (vergl, 
BeuBch,  Pogg.Ann.,  117  8.241  und  130  S.  4d7),  so  erhSlt  man  schon 
eine  zur  Aze  des  Bflndels  nicht  senkrechte  Breunlinie.* 

Darnach  wKre  zu  vermnthenj  dass  drei  Strahlen  zur  Bestimmung 
der  Brennlinien  eines  dünnen  Strahlen btindels  nicht  genügen ,  weil  auch 
noch    der  Winkel    derselben   mit  der  Axe   zu   bestimmen   Uhrig  bliebe. 


*  Wie  f^lerhaft  aelbat  dieser  einfache  Fall  in  den  LehrbOcheni  der  Physik 
behandelt  wird,  dafBr  igt  ein  lebrreicbeB  Beispiel  der  Anbatz  von  Bauer  in  Pogg. 
Ann.,  163  8.  ISS,  der  eben&lla  anf  einBeitigem  Standpunkte  stehend,  die  viel 
früheren  Arbeiten  von  Beusch  nicht  kannte.  ,  ~  r 
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Anaserdem  konnte  der  Zweifel  Kaftanchen,  ob  die  frBberen  Betroebtan^n 
•llgemeiß  genug  Mien,  um  auch  ffli  den  Fall  von  Brenulinien,  die  schief 
zur  Axa  sind,  Anwendung  zn  finden.  Um  daittber  zn  entscheiden,  ist 
es  nöthig,  das  allgemeinst«  StrahlenbUndel  zu  untersuchen,  das  durch 
seine  Axe  nnd  irgend  zwei  diese  Axe  Bcbneidende  Gerade  als  Brenn- 
linien  bestimmt  ist,  wenn  noch  eine  anendlich  kleine  Cuive  als  Leitlinie 
gegeben  ist,  deren  Uittelpnnkt  auf  der  Aze  liegt.  Die  allgemeine  Be- 
trachtung einer  solchen  RegelflXche  ist  aus  dem  letzten  Capitel  (S.  253flgg.) 
Ton  Steiner's  „Systematische  Bntwickelung  der  Abhängigkeit  n.  b,  w." 
einfach  abzuleiten.  Was  für  den  vorliegenden  Zweck  nöthig  ist,  lässt 
sich  folgendermassen  zusammenfassen: 

2.  Es  seien  eine  Ebene  E  —  Gmndebene  genannt  —  und  zwei 
feste  Gerade  P  und  Q  gegeben.  Zieht  man  dnrch  irgend  einen  Punkt  a  der 
Gmndebene  eine  Gerade,  welche  P  and  Q  schneidet  und  eine  beliebige 
Ebene  If  in  a' trifft,  so  soll  a  der  dem  Punkte  a  in  der  Ebene  JV  entsprechende 
Punkt  beisaen.  Einer  Geraden  m  in  der  Grundebene  wird  dann  im  All- 
gemeinen eine  Carve  m  in  N  entsprechen.  Was  dies  für  eine  Gurre  ist, 
ergiebt  eich  aus  der  Ueberlegung,  dass  die  Geraden,  welche  entspre- 
chende Punkte  verbinden,  auf  einem  einfachen  Hyperboloide  liegen,  weil 
sie  alle  die  drei  Geraden  P,  Q  nnd  tn  schneiden.  Da  aber  das  Hyper- 
boloid eine  Ebene  im  Allgemeinen  in  einem  Kegelschnitte  schneidet,  so 
entspricht  der  Geraden  m  in  £  im  Allgemeinen  ein  Kegelschnitt  m  in  JV. 

Ist  femer  A  ein  Kegelschnitt  in  der  Grundebene  E,  so  ergiebt  sich 
die  eutsprecbende  Curve  k'  in  iV  folgen dennassen.  Einer  Geraden,  welche 
Ic'  schneidet,  entspricht  in  £  ein  Kegelschnitt,  den  Schnittpunkten  der 
Geraden  mit  k'  entsprechen  die  Schnittpunkte  dieses  Kegelschnittes  mit 
dem  Kegelschnitte  k:  da  dies  im  Allgemeinen  vier  sind,  so  wird  die 
Curre  k  von  einer  Geraden  in  vier  Pnnkten  geschnitten,  sie  ist  vom 
vierten  Grade.  Also  ist  auch  die  durch  A,  P  und  Q  bestimmte  Regel- 
fliche  vom  vierten  Grade. 

Wenn  aber  die  Ebene  JV  besondere  Lagen  hat,  entspricht  einer  Ge- 
raden der  Gmndebene  wieder  eine  Gerade  nnd  einem  Kegelschnitte 
wieder  ein  solcher.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  1/  durch  die  Gerade  G  geht, 
welche  die  Schnittpunkte  der  Geraden  F  und  Q  mit  der  Gmndebene 
enth&It.  Da  nKmlich  G  Hantellinie  des  Hyperboloids  ist,  das  m,  P  und 
Q  zn  Leitlinien  hat,  und  da  C  in  ^  liegt,  so  ist  der  Schnitt  des  Hyper- 
boloids mit  N  ein  Paar  Gerade,  von  denen  G  die  eine  ist:  die  andere 
entspricht  der  Geraden  m  in  der  Grundebene,  d.  h.  m  ist  in  diesem 
Falle  eine  Gerade,  nicht  ein  Kegelschnitt,  Es  entspricht  jeder  Geraden 
der  Gmndebene  eine  Gerade  in  der  dnrch  G  gehenden  Ebene. 

f^  wird  also  auch  die  einem  Kegelschnitte  k  der  Gmndebene  ent- 
sprechende Cnrve  k'  in  N  von  einer  Geraden  in  der  Ebene  N  nur  in 
zwei  Punkten  geschnitten,  da  die  entsprechende  Gerade  der  Orundeben^^^ 


170     Dnrcbgaog  eiacs  dttanea  StnfalenbilBdela  ducli  wn  Piüma. 

den  Eecebehnitt  k  auch  nur  in  swei  Paukten  sebneidet.  Die  Cnrre  f 
ist  somit  ebeofels  ein  Kegetschnitt. 

Denkt  man  sich  aIbo  einen  Kegelschnitt  in  der  Grandebene  nnd 
dnrch  jeden  Pnnkt  deaseltieD  eine  Oende,  welche  die  festen  Genden  P 
and  0  schneidet,  so  eriüüt  man  eine  BegalflKche  vierten  Grades,  welche 
alle  Ebenen  dnrcb  G,  d.  fa.  dnreh  die  Verbindungslinie  der  Sohnittpnnkt« 
dar  Geraden  P  ond  Q  mit  der  Gntndabene,  ia  Kegebchnitten  schneidet 
(rergL  Kammer,  Berlioer  Monatsberichte,  1860  9.  469). 

Wenn  man  irgend  Ewei  Ebeoen,  die  durch  G  gehen,  so  aaf  ein- 
ander besieht,  dass  einem  Fankte  der  einen'  derjenige  der  andern  ent> 
spricht,  welcher  mit  dem  ersten  Terbnnden  eine  P  nnd  Q  schaeideBde 
Gerade  giebt,  so  hat  man  iwei  collineare  Systeme.  Für  den  Fall,  dass 
die  Gerade  G  im  UnendHchen  liegt,  werden  die  Systeme  affia  —  der 
früher  betrachtete  Fall. 

3.  Bei  dSanea  Strahleubfindeln  bat  man  es  nor  mit  unendlich  Um- 
nen  Q<i°'>c''i>i^^o  '<■  than,  also  mit  lauter  Ellipsen,  wenn  irgend  ^n 
Schnitt  mit  einer  durch  G  gehenden  Ebene  als  EUlipse  angenommen  wor- 
den ist.  Die  Uittelpunkt«  aller  dieser  Ellipsen  liegen  auf  einer  Geraden, 
die  Axe  des  Strahlenbfindels  beissen  soll.  Da  sich  nSmlich  die  Ellipsen 
in  den  Ebeoen  durch  G  eoUinear  entsprechen,  so  mttssen  auch  die  Pole 
Ton  G  für  die  Ellipsen  entsprechende  Punkte  sein,  also  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  welche  P  und  Q  schneidet.  Da  nun  aber  die  Ellipsen 
anendlich  klein  sind,  die  Gerada  G  ab«!  einen  endlichen  Abstand  von 
ihnen  hat,  so  steht  jeder  solche  Pol  vom  Mittelpunkt  seiner  Ellipse  nur 
um  ein  Kleines  aweiter  Ordnung  ab.  Die  Gerade,  welche  die  Pole  der 
Geraden  G  enthalt,  wird  also  auch  genHbert  dnrch  die  Mittelpunkt«  der 
unendlich  kleinen  Ellipsen  gehen  oder  Axe  des  Btlndels  sein. 

Die  stets  wiederkehrende  Aufgabe  beim  Durchgang  des  Lichtes  durch 
▼erscbiedane  Mittel  ist,  die  Form  des  Strahlenbtlndels  an  bestimmen  nnd 
die  Brennlinien  an  finden,  oder  vielmehr  die  Brennpunkte,  die  Schnitte 
der  Brennlinien  mit  der  Aze  des  Bündels.  Es  bandelt  sieb  ja  blos  nm 
den  Ort  der  gressten  Intensitilt  des  Lichts  auf  dem  Strahl,  ob  die  Brenn- 
linie  schief  oder  senkrecht  auf  dem  Strahl  steht,  ist  gleichgiltig.  Begnügt 
man  sich  mit  den  Brennpunkten,  so  braucht  man  nor  drei  Strahlen  des 
Bündels  zu  kennen,  nm  sie  zu  finden,  man  kann  von  der  Form  des 
Qnerichnittes  vollkommen  abseheu.  Man  kann  als  Richtung  der  Brenn- 
linien eine  gana  beliebige  wählen  und  wird  immer  wieder,  bis  auf  ub- 
endlicb  kleine  GrSsBen  genau,  dieselben  Brennpunkte  finden. 

Um  dies  sn  beweisen,  denken  wir  uns  ein  Strahleabfindel ,  deasen 
Aze  mit  der  Axe  der  Z  eines  schiefwinkligen  Coordinatensystems  ausam- 
menfallen  soll.  Die  eine  Brennlinie  schneide  Z  in  P  und  ^  in  A,  die 
andere  Z  ia  Q  und  f  in  S;  die  Gerade  AB  in  XT  ist  dann  unsere 
Gerade  G.     Der   Strahl,  der  mit  der  Aze  des  Bündels  ausaminenfKlIt, 
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heifise  Hanptatrahl;  li^nd  ein  Nebenstrfthl  ist  bestimmt  durch  die  Sohnitt- 
pnnkte  a  und  b  mit  den  Brennliuieu  PA  aud  QB,  vobei  Po  nnd  Qb  au- 
eudlich  klein  sind;  ein  zweiter  Nebenstrtbl  sei  ebenso  dnroh  a  und  (' 
gegeben.  Es  aoll  ntebgewiesen  werden ,  dass  bei  beliebiger  «ngenomme- 
ner  Biehtnog  eine  Gerade,  welche  die  drei  Strahlen  lagleich  achneidet, 
den  HaaptBtrahl  in  P  oder  Q  oder  einem  diesen  Paukten  unendlich  nahen 
Funkte  trifil.  Ansgeachloseen  bleibt  jede  der  Axe  Z  unendlich  nahe 
liegende  Bichtung. 

Es  sei  M  der  Paitkt,  wo  die  Qerade,  welche  die  drei  Strahlen 
Bchneidet,  den  Hauptstrahl  oder  die  Axe  Z  trifft.  Die  zwei  Ebenen  Mab 
and  Mab'  schneiden  sich  in  jener  Geraden.  Ist  M  in  endlicher  Entfer- 
nung von  P  und  von  Q,  so  schneidet  !S  A  und  M  4^  von  der  Axe  X  vom 
Ursprung  0  aus  unendlich  kleine  Stücke  0«,  nnd  Oa\  ab,  ebenso  Mb 
und  Mb'  auf  der  Axe  Y  die  unendlich  kleinen  StHcke  Ob^  und  06',. 
Die  Sparen  der  Ebenen  Mab  und  Mab'  in  XV  liegen  also  nnendlieh 
nahe  am  Ursprung  0,  also  auch  ihr  Schnittpunkt,  und  somit  wXre  die 
Gerade,  welche  die  Strahlen  schneidet,  unendlich  n'hhe  an  Z.  Nur  wenn 
a,ft,  und  <i',6'j  oder  die  Sparen  jener  Ebene  parallel  sind,  gilt  dieser 
Schluss  nicht.  Dann  ist  die  Gerade,  welche  die  drei  Strahlen  schneidet, 
ebenfalls  parallel  jenen  Spuren  und  daher  der  Ebene  X  7,  und  man  sieht 
durch  directe  Betrachtung,  dass  sie  entweder  dnrch  P  oder  durch  Q  gehen 
mnss.  Denn  bew^  sich  eine  Gerade  parallel  xa  ÄY  auf  den  Leitlinien 
AP  nnd  BQ,  so  kann  sie  die  Aze  Z  nur  da  schneiden,  wo  diese  Leit- 
linien sie  schneiden. 

Liegt  aber  M  anendlich  nahe  an  J*,  dann  sind  Ooj  nnd  Oa'^  end- 
lich, dagegen  06,  and  Ob\  unendlich  klein,  die  Spuren  der  Ebenen  Mab 
and  Mab  in  XY  sind  nahezu  parallel,  die  Gerade,  welche  die  drei 
Strahlen  schneidet,  bildet  also  mit  dem  Haaptstrabl  einen  endlichen 
Winkel,  der  je  nach  der  Lage  von  M  die  verschiedensten  Werthe  haben 
kann.  Ganz  derselbe  Schluss  ergiebt  sich,  wenn  .V  unendlich  nahe  an 
Q  liegt.  Zugleich  ersieht  man,  dass  alle  diese  Gerade  entweder  in  XZ 
oder  in  YZ  liegen,  dass  dies  also  die  Brennebenen  sind. 

Sowie  man  also  fUr  die  Brennlinien  eine  Riohtang  annimmt,  die 
nicht  unendlich  nahe  am  Hauptstrabl  liegt,  erhSlt  man  als  Schnittpunkte 
mit  dem  Hauptstrabl  immer  dieselben  Brennpunkte,  bis  auf  unendlich 
kleine  GrOuen  genau.  Insbesondere  wird  man  bei  jedem  Strahlenbtindel 
die  Brennlinien  senkrecht  zum  Hauptstrabl  annehmen  kennen,  ohne 
deswegen  andere  Brennpunkte  zu  finden. 

4.  Ehe  wir  uns  zu  der  Aufgabe,  ein  StraUenbfindel  bei  seinem 
Durchgang  darch  ein  Prisma  zu.  verfolgen,  wenden  ktfnnen,  stellen  wir 
noch  zwei  Sätze  auf,  die  uns  dabei  behilflich  sind.  Der  erste  rührt  von 
Beasch  her,  gilt  für  die  Brechung  an  einer  Ebene. und  heisat: 
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Wenn  in  der  Einfallsebene  um  den  Einfallapnnkt  ein  Ereis  mit  be- 
liebigem Halbmesser  nnd  ein  zweiter  mit  einem  im  VerhSltniss  des  Breefa- 
nngBverhXltnisses  grösseni  Halbmesser  beschrieben  wird,  so  txiSt  eine 
Parallele  mit  dem  Einfallslotli  darch  den  Schnittpunkt  des  einfallenden 
Strahls  mit  dem  ersten  Kreise  den  «weiten  in  einem  Punkte,  welcher 
auf  dem  gebrochenen  Strahle  liegt* 

Die  Construction  ISsst  sich  nach  Beusch  auch  so  ausdrücken:  Anf 
der  Parallelen  zum  £infallsIoth  durch  einen  Fnnkt  des  ein  falten  den 
Strahls  bestimme  man  einen  Pnnkt,  der  vom  Eipfallspunkt  nmal  so  weit 
entfernt  ist  (n  das  Brechnngsverlifiltniss) ,  als  jener  erste  Funkt,  so  hat 
man  einen  Fnnkt  des  gebrochenen  Strahls. 

Ans  dieser  Construction  folgt  sogleich,  dass  alle  von  einem  Punkte 
anegehenden  Strahlen  nach  der  Brechnng  die  Parallele  durch  den  Pnnkt 
anm  Einfallsloth  schneiden,  dass  also  diese  Parallele  Breonlinie  des  ge- 
brochenen  Bündels  Ist  (die  oben  angeführte  i  zur  Aze  des  Bündels  nicht 
senkrechte). 

Es  IKsst  sich  aber  auch  noch  folgender  Satz  ableiten:  Wenn  von 
einem  Punkte  zwei  unendlich  nahe  Strahlen  ausgehen  und  der  eine  anf 
die  Einfallsebene  des  andern  projicirt  wird,  so  ist  das  Verh&ltniss  des 
Stückes,  welches  der  eine  gebrochene  Strahl  und  die  Projection  des  an- 
dern auf  der  Parallelen  durch  den  Punkt  zum  Einfallsloth  begrenzen,  zn 
dem  Abstand  des  einen  Einfallspnnktes  von  der  Projection  des  andern 
gleich  der  Tangente  des  Brechungswinkels,  mulüplicirt  mit  der  brechen- 
den Kraft  K-l). 

Ist  also  (s.  Fig.  6)  jiO  ein  einfallender  Strahl,  JB  die  Projection' 
eines  zweiten  unendlich  nahen  auf  die  Einfallsebene  AON  des  ersten 
und  sind  PO  der  gebrochene  erste,  BC  die  Projection  des  zweiten  ge* 
brochenen  Strahls,  P  nnd  C  die  Schnitte  der  gebrochenen  Strahlen  mit 
der  Parallelen  durch  A  znm  Einfallsloth  ON,  so  ist 

wobei  ./J  der  Brechungswinkel  POIf  ist. 

Es  ist  nSmlich  nach  dem  Satze  von  Bensch 

PO  =  n.AO  und  Cß  =  n.JB, 

das  letzte   mit   Vernachlässigung   Kleiner    zweiter    Ordnung  (streng    gilt 

es  nur   fUr  den   Strahl  selbst,    nicht   fUr   die  Projection).      Also   ist  der 

Unterschied  von  PO  nnd  CB  das  nfache  des  Unterschieds  von  AO  nnd 


*  Diese  Construddon  giebt  Renscb  inPogg.  Ann.,  117  S.  241,  als  eine  „seit, 
lunger  Zeit"  von  ihm  angewendete,  wie  seinen  SchCIlera  wohlbekannt  ist  Im  fol- 
genden Bande,  118S.462,  giebt  Badau  dieselbe  Construotion,  „die,  wie  er  glaube, 
noch  nicht  bekannt  sei".  Die  Bedaction  sagt  Nichts  dazu  und  neuere  Lehrbüchw 
(z.  B.  Reis)  ignoriren  Benechü  ^ 
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OB,  Da  aber  die  zwei  ersten  und  die  zvei  letaten  Strahlen  unter  sich 
sehr  kleine  Winkel  bilden,  so  ist  der  erste  Unterscbied  die  Samme  der 
Projectionen  tob  PC  und  BO  auf  PO,  der  zweite  die  Projection  von 
PO  auf  AO,  und  somit 

PC.co*|J  +  ÄO.J«n^  =  n.50.nn«  =  ii*.50.»in|S, 
womit  die  obige  Beziehaog  gegeben  ist. 

5.  Wir  verfolgen  non  das  Strahl enbttndel  bei  seinem  Durchgang 
durch  das  Priema.  Der  Hsuptatrahl  gehe  von  A  aus  und  treffe  die  erste 
PrismenflSche  in  0,  nach  der  Brechung  verlasse  er  bei  0*  das  Prisma. 
Dann  ist  0&  der  gebrochene  Strahl  innerhalb  des  Prisma,  und  zieht 
man  in  0  nnd  O  die  Normalen  QN  und  (f  Ji'  der  PrismenäKchen  (nach 
aussen  hin),  so  ist  durch  die  gebrochene  Linie  NOffN'  der  Gang  des 
Haaptstrahlfi  bestimmt.  Die  einzelnen  Strahlen  sind  dnrch  den  Einfalls- 
winkel «  in  der  Einfallsebene  NOO'  und  durch  den  Brechungswinkel  ß 
beim  Eintritt,  durch  den  Brechungswinkel  y  beim  Anstritt  und  den  Aas- 
trittswinkel i  in  der  Anstrittsebene  OffS'  gegeben.  Eis  bestehen  die 
Beziehungen 

sina^'nsinß,     sinisstttiny. 

In  der  Einfallsebene  liegen  AO,  NO  und  0&,  in  de^  Anstrittsebene 
OO",  JV'O*,  ^(Z;  der  Winkel  beider  Ebenen,  die  sich  in  00"  schneiden, 
sei  mit  ip  bezeichnet  iind  werde  so  gewfthlt,  dass  beim  Sehen  in  der 
Richtung  0^0  die  Anstrittsebene  nm  0^0  im  Betrag  des  Winkels  tp  rechu 
gedreht  mit  der  Einfallsebene  zusammenfällt.  Es  besteht  dann  die  Be- 
ziehung 

cosi=!  cos  y  cos  i  —  siny  sind  cos  Ip, 

wo  i  der  brechende  Winkel  des  Prisma  ist. 

Jeder  dem  Hauptstrahl  nnendlicb  nahe  Strahl  beisse  Nebenstrablj 
alle  durch  A  gehenden  Nebenstrahlen  schneiden  (nach  4)  die  Parallele 
JP  durch  A  zum  Einfallsloth ;  P  ist  Brennpunkt  auf  dem  gebrochenen 
Strahl,  und  es  ist 

P0  =  n.A0  =  ti.l, 
wenn  man  mit  I  die  LXnge  des  einfallenden  Hanptätrahls  bezeichnet. 

Znr  Bestimmung  der  Eweiten  Brennlinie  dient  der  zweite  Satz  in 
Nr.  4: 

Schneidet  BC  den  gebrochenen  Strahl  in  Q  und  zieht  man  durch  P  eine 
Parallele  zu  OB  (also  senkrecht  zn  PC),  bis  sie  die  Projection  des  Neben- 
strahls trifCt,  so  ist  deren  Länge  bis  auf  Kleine  zweiter  Ordnung  CP.tgß 
und  es  ergiebt  sich 

OP      qB~CPjgß_  \-r?^^_coi*^ 

00^  OB  ~^      *■         ^J'fP-       coi^ß  i^k>Ot^Ic 
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Da  0  Ton  der  Lage  der  Paukte  B  nnd  C  nnabhKngig  ist,  ao  gehen 
jie  Projectionen  aller  gebrochenen  Neben  strahlen  dnreh  0,  sie  sekneiden 
also  alle  eine  dnich  0  gehende  Senkrechte  znr  Einfallaebene.  Dies« 
Senkrechte  ist  somit  zweite  Brennlitiie  nnd  Q  der  aweite  Brennpnnkt. 

6.  Die  AhstKnde  OP  und  OQ  sollen  künftighin  mit  p  nnd  q  be- 
zeichnet werden.  Ea  giebt  nnr  einen  Fall,  in  welchem  P  nnd  Q  znsam- 
üieufallen,  uKmlich  wenn  tt  =  ^  ist,  d.  h.  bei  senkrechtem  Einfallen, 
wenn  keine  Brechnng  stattfindet.  Dann  hat  man  ein  Bild  des  Pnnktea 
/l,  weil  sich  alle  ron  ihm  ausgehenden  Strahlen  wieder  in  einem  Punkte 
vereinigen.  Das  Bild  ist  ein  scheinbares,  weiter  als  der  Gegenstand  von 
der  Grenaebene  entfernt,  wenn  der  Gegenstand  im  optisch  weniger  dich- 
ten Mittel  liegt.  6o  oft  dagegen  Brechung  stattfindet,  ist  das  Strahlen- 
htindel  nach  der  Brechnng  nicht  mehr  centrisch,  es  giebt  also  anch  kein 
Bild  im  mathematischen  Sinne  des  Wortes- 

Han  lege  anf  den  Boden  eines  mit  Wasser  gefüllten  OefXsaes  eine 
Zeichnung,  welche  ans  zwei  Systemen  sich  rechtwinklig  kreazäBder  Pa- 
rallellinien besteht,  nnd  stelle  «n  für  kleine  Entfernungen  passende« 
Femrobt  (z.  B.  das  eines  Eathetometers)  so  anf,  dass  seine  Axe  in  eine 
dem  «neu  Liniensystem  parallele  Vertikalebene  fKIlt.  Man  sieht  dann 
bei  passender  Stellung  des  Ocnlars  dieses  Liniensy^stem  vollkommen  scharf, 
weil  jeder  Punkt  als  kleine  Linie  in  der  Einfallsebene  (Brennlinie  P) 
arscheint,  also  ausgedehnt  in  der  Richtung  der  sichtbaren  Linien:  das 
Uebereinanderf allen  der  kleinen  Linien  muss  wieder  eine  scharfe  dunkle 
Linie  geben.  Das  andere  Liniensystem  ist  kaum  oder  gar  nicht  zu  Beben, 
weil  die  an  Stelle  der  Pnnkte  tretenden  kleinen  Linien  neben  dnander 
liegen,  also  eine  breite,  nndentlicbe  PISche  statt  der  scharfen  Linie 
geben.  Zieht  man  das  Ocnlar  weiter  herans,  so  verschwindet  das  erste 
System  nnd  das  andere  erscheint,  aber  mit  farbigen  SXumen,  weil  die 
Dbpersion  senkrecht  kq  den  Linien  wirkt.  Es  hat  keihe  Schwierigkeit, 
damit  Messungen  au  verbinden  und  den  Werth  von  p  und  g  an  be- 
stimmen. 

Wenn  ein  cylindrisches  Büschel  einfUlt,  so  bleibt  es  bei  jeder  Brech- 
ung an  einer  ebenen  Fläche  cylindriech,  weil  alle  Strahlen  gleiche  Ein- 
fallswinkel haben  nnd  die  Einfallslotbe  alle  nnter  sich  parallel  sind-  Die 
Brennlinien  fallen  dann  ins  unendliche.  Stellt  man  bei  dem  vorher  be- 
schriebenen Versuche  die  Zeichnung  senkrecht  snr  Strahl enrichtnng  im 
Wasser  und  eine  Linse  in  eine  Entfernung  gleich  ihrer  Brennweite,  die 
Aze  mit  der  Strahlenrichtung  zusammenfallend,  so  sieht  man  beide 
Liniensysteme  durch  ein  anf  Unendlich  gestelltes  Femrohr.  Aber  die 
Linse  muss  im  Wasser  sein,  damit  das  cylindiische  Bfisehel  vor  der 
Brechnng  sich  bilde. 

Wendet  man  bei  einem  Spectroskop  ein  stark  vergrSssemdes  Fem- 
rohr an  und  ist  die  Linse  des  Collimators  nicht  richtig  gestellt  oder  wird 
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Qberhanpt  kein  Collimator  verwendet,  wi«  bei  den  TsBchenapectroskopen 
von  Browning,  bo  sieht  m&n  die  Linien,  welche  das  ganze  Spectrnm 
dntchzieheo  und  von  der  ünvollkommenheit  der  Spalte  herrühren,  deut- 
lich, wAhrend  die  dszn  senkrechten  Frannhofer'achen  Linien  nicht 
dentlieh  sind,  nnd  umgekehrt.  Man  hat  damit  ein  einf|ches  Mittel ,  die 
richtige  Stellung  des  CollimatoTs  zn  controliren. 

7.  Weitere  Aurgabe  ist  nun,  das  austretende  Bündel  zn  bestimmen. 
Dazn  genflgt  es,  den  Gang  zweier  Nebenstrahlen  zn  verfolgen;  wir 
wKblen  zn  diesem  Zwecke  zwei  Nebenstrablen  des  gebrochenen  Hanpt- 
atrabls,  von  denen  der  eine  in  der  Einfallsebene  liegt,  also  durch  den 
Punkt  9  geht,  der  andere  in  einer  zur  Einfallsebene  senkrechten  Ebene, 
der  somit  dnrcb  den  Funkt  P  geht.  Der  erste  schneide  eine  zum  ge- 
brochenen  Haoptstrahl  senkrechte  Ebene  durch  O'  in  einem  Punkte  F, 
der  andere  dieselbe  Ebene  in  dem  Punkte  G, 

Denken  wir  uns  dann  die  Austrittsebene  um  den  Winkel  tp  gedreht, 
bis  sie  mit  der  Einfallsebene  znsanunenfUllt,  so  lassen  sich  in  dieser  ge> 
drehten  Ebene  alle  weiteren  Oonstmctionen  «usf&hren  (s.  Fig.  6).  Die 
Punkte  P  nnd  Q  bleiben,  weil  die  Drehung  um  </0  erfolgt  Die  Punkte 
P  nnd  G  haben  sich  in  der  zu  0^0  senkrechten  Ebene  so  gedreht,  dass 
sie,  wenn  <f  ein  spitzer  Winkel  ist  und  wenn,  was  in  unserem  Belieben 
steht,  der  erste  Nebenstrahl  linke,  der  zweite  oberhalb  vom  gebrochenen 
Hanptstrahl  gewählt  wird,  beide  oberhalb  der  Ebene  der  Figur  liegen. 
Setzt  man  ffP=/  und  0'G  =  g 

und  bezeichnet  man  mit  /*,  und  tfj  die  Projectionen  beider  Punkte  auf 
die  Anstrittsebene,  so  ist 

0'Pi  =  fcosg>  nnd  0'C,  =  ^»in^ 
and  die  Höben  der  Punkte  Ober  der  AustritUebene  sind 
FF^=:ftinq)  und  GG^  =  gcostf. 

Verlängert  man  jetzt  die  Nebenstrablen  QF  nnd  PG,  bis  sie  die 
zweite  Prismenfläche  in  F'  nnd  C'  treffen,  und  sind  f ,  und  ^^  die  Pro- 
jectionen dieser  Funkte  auf  die  Anstrittsebene,  so  ist  mit  Vemacbllisfli' 
gnng  Kleiner  zweiter  Ordnung 

F' F'^s^FF^  =  fsin^  und  G'G^^=  GGi^gcos^ 
und  fenei^ 

0F.= *=/—-?   und    ffGr,= i  =  g — ^, 

'        CQSy  COly  '        COtf  COSf 

Die  durA  F'  nnd  G'  gehenden  und  in  ihnen  aus  dem  Prisma  austreten- 
den Nebenstiablen  schneiden  (nach  4)  die  Parallelen,  die  man  durch  Q  und 
P  mit  dem  Austrittslotfa  O'N'  zieht:  es  geschehe  dies  in  den  Punkten  Q^ 
nnd  Pi.  Der  anstretende  Hanptstrahl  treffe  die  gleidien  Parallelen  in 
Qg  und  P^.  Nach  dem  zwüten  Salze  der  Nummer  4  gelten  folgende 
Oleiefanngen: 
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Hierbei  ist,  weil  Austritt  erfolgt,  du  Brechnn^TerhiUniss  —  statt  n  sn 

nehmen  and  ak  BrecbuogBwinkel  der  Winkel  dea  austretenden  Hanpt- 
etrahls  mit  der  Aoatrittanormale.     Eigentlich  BoUte  die  rechte  Seite  den 

Factor  (~i~l)   enthalten;   da  dieser  negativ  ist,    so  zeigt  er  an,   dsM 

£>j  and  F\  anf  verschiedenen  Seiten  von  p^O'  liegen  nnd  ebenso  P^  nnd 
G\  anf  verschiedenen  Seiten  von  P^O'. 

Da  in  der  Figur  diese  Lage  angenommen  ist,  so  wnrde  der  Factor 
(l jl  gewühlt,    so   das§    die  Gleicbnng  das  Verhältniss  der  absolnten 

Werthe  gieht 

Die  Ewei  Punkte  Pj  nnd  f^,  sind  also  g^eben  durch 

nod   damit   ist   die  Lage  der  anetretenden  Nehenstrahlen  bestimmt,  weil 
zngluch  noch  nach  dem  Satz  von  Keusch 

wenn  mit  L  die  LSnge  des  gebrochenen  Strahls  im  Prisma  bezeichnet  wird. 

8.  Das  austretende  Bündel  ist  durch  den  Hauptstrabl  0'/«£>o  ""^ 
die  zwei  Nebenstrahlen  ffPj  und  F'Qi  bestimmt,  allerdings  nicht  voll- 
ständig, da  bis  jetzt  von  «inem  Querschnitt  des  Bündels  nicht  die  Rede 
war.  Wie  könnten  denselben  beliebig  annehmen,  etwa  in  der  AustritU- 
fl&cbe  um  (f  als  Mittelpunkt;  allein  für  unsere  Zwecke  genagt  es,  nnr 
die  Pnakte  zu  bestimmen,  wo  die  Brennlinien  den  Hauptatrahl  treffen, 
und  die  Ebenen  durch  den  Hanptstrahl,  in  denen  die  Breunlinien  liegen 
(die  Brennebenen).  Zu  diesem  Zwecke  genügt  es  nach  Nr.  3,  die  Lagen 
einer  zur  Aastrittaflttche  parallelen  Geraden  zu  snchen ,  in  welchen  sie 
die  drei  Strablen  schneidet.  Wir  suchen  den  Schnitt  der  Strahlen  mit 
einer  zur  zweiten  PrismenflSche  parallelen  Ebene  in  einer  noch  od- 
bestimmten  Entfernung  und  bestimmen  dann  diese  so,  dsM  die  drei 
Schnitte  in  eine  Gerade  fallen. 

Es  werde  diese  Ebene  vom  Mauptstrahl  in  ^,  von  den  Nabenstrahlen 
in  M  nnd  J  geschnitten ,  deren  Projectionen  auf  die  Austrittsibene  ^i 
nnd  J,  seien.  Da  Qj  und  /*,  in  der  Austrittsebene,  F"  nnd  C' oberhalb 
derselben  liegen,  so  ist  dies  auch  bei  ff  nnd  /  der  Fall,  wenn  j(  a^B>e^ 
halb  des  Prisma  auf  S«te  der  austretenden  Strahlen  li^.  Zieht  man  in 
der  Austrittsebene  durch  Qq  nnd  P^  Parallelen  znr  zweiten  FrismenflSche, 
welche  0'Q^  und  O" P,  schneiden,  so  stehen  diese  Geraden  senkrecbt  auf 
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Q^  0,  nnd  P^  P^  nnd  ibre  LXnge  igt  gleicli  diesen  Strecken ,  wenn  lie  mit 
IgS  mnltiplicirt  werden. 

Zwilchen  den  Geraden  /fQ,,  nnd  ff^Oi  h^t  man  jetzt  drei  Parallelen 
durch  Qg^  ff  nnd  .^;  ebenso  swischen  'f'/'g  und  /j  /*,  die  Parallelen  darch 
P^,  C"  nnd  lt.    Ans  diesen  zwei  Figuren  ergeben  sich  die  Benehnngen 

ffjf 
^ff,  -  O'f,  =  ~  (ffP\  +  Oo  Pi  •  <?  «) . 

A-J,-  (/G^,^~(ffG\  +  P^P,.lge). 

SetBt  man  in   diese  Gleichnngen   die  Werthe  der  Nr.  7,  nimmt  y^ff=c 
and  bedenkt,  daae  /        i  \  *i 

l  +  ("-„T 
ist,  flo  folgt 


cos' 8 


and  weiter  folgt  einfach 

^^'"^'»"•(i+IT-,)'    ■'•'.=»""'('+lfj,)- 

Soll  nun  e  so  gewShlt  werden,  dass  die  drei  Punkte  ff,  X  nnd  F  in 
gerader  Linie  sind,  so  sieht  man  sogleich,  dass  dies  auf  Seite  des  ans* 
tretenden  Strahls  nicht  sein  kann,  weil  hier  immer  H  und  3  anf  dersel- 
ben Seite  der  Austritts  ebene  liegen.  Die  Brennlinion  mflssen  den  ans- 
tretenden  Strahl  in  seiner  RUckrerlängemag  jedenfalls  jenseits  /'„  schnei- 
den nnd  diesseits  Q^,  weil  ff  nnd  i  jenseits  Q^  wieder  anf  derselben  Seite 
der  Anstrittseben«  liegen. 

Die  Bedingung,  dass  B,  if  nnd  J  in  aner  Geraden  liegen,  ist 
/Tg,      _//, 

Jiffi'^    Z^ 

mit  negativem  Zeichen,  weil  die  Punkte  ff  und  /  auf  verschiedenen  Sei- 
ten der  Aastrittsebene  liegen  rnttssen,  Daraus  folgt  nach  Binsetsnng  der 
betreffenden  Werfhe  und  wenn  nach  Potenzen  von  c  geordnet  wird: 

-(-(£+p){£-(-S)Mi»d  =  0, 

aofl   welcher  Gleichung  sogleich  sich  ergiebt,  dass  c  negativ  sein  moBS, 

Bezeichnet  man  die  absoluten  Entfernungen  der  Brennlinien  von  0* 
aas  anf  dem  austretenden  Hauptstrabi  gemessen  mitp'  und  q',  so  ist  nach 
der  vorhergegangenen  Gleichung 

'I    '     i+P/    j      ,     -,    <:ö»»d\      I-f-«/ .-     ,        .    eo»»a\ 


L-^p  L+q  co^i 

ErKMhUfl  t  lUllwnatIt  n.  Pknik  XSIV,  3. 


Pi--±^--ir  ^,-         r. „„„.Google 
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9.  Die  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Ebene  durch  den  ans- 
fretenden  Hanptstrahl  and  den  Pnokt  B  mit  der  Anstrittsebene  bildet,  ist 

,=   "'^   . 

Dio  Tangente  des  nscb  gleicher  Bicbtnng  gezKfalten  Winkels  der  Ebene 
darcb  J  nnd  den  aaatretenden  Hanptstrahl  mit  der  AustritUehene  ebenso: 

A'J^  cosi' 

DrUckt  man  die  Werthe  rechte  in  c  ans  nnd  eliminirt  dann  dieses 
unter  der  Annahme,  dass  beide  (  gleich  seien,  so  erbXlt  man  die  Tan- 
gente des  Winkels  einer  Ebene  dnrcb  den  aastretenden  Hanptstrahl, 
welche  J  nnd  B  zngleicb  entbSIt,  d.  h.  einer  Brennebene. 

Es  ergieht  eich 
-       iL+p/cosi ,  cosy     ,     N  ,  L+g/cosä     ,  cosv  ^      \l     .      n 

"-'l,_fc'"'-J^j"*''-'+^(s;r/'"»''-.— i*")!-'-»' 

worans  fnlgt,  dass  die  Bwei  Brennebenen  senkrecht  anf  einander  stehen. 

10.  Hit  nitre  der  Formeln  in  8  und  9  ist  die  Lage  der  Brenn- 
punkte nnd  Brennebenen  fUr  jeden  durch  das  Prisma  gehenden  Strahl 
bPstimmt,  und  es  tassea  sich  nno  alle  Fragen  nach  der  Form  des  aus- 
tretenden BUndels  beantworten. 

ZunXehst  entsteht  die  Frage,  ob  die  Brennpunkte  zasammen fallen 
ktinnon,  ob  p'  nnd  q'  gleich  werden  kSnncn,  ob  ein  eentrisches  BSndel 
nach  dem  l>urcbgang  dnrch  das  Prisma  noch  centrisch  sein  kann.  Wir 
bilden  mm  Zweck  der  Beantwortung  dieser  Frage  den  Ansdmck 

{p'+9')'~*P'9' 
und  sehen  in,  unter  welchen  UmstXnden  er  verschwindet.     Ordnet  man 
das  Quadrat  von   (p'+S)  nach  Potenaen  von  sinip  und  eostp  und  mol- 
tipUdrt  man  4p'g'  mit  dem  Quadrat  von  {im*tp  +  eo^tp),  so  eri^ebt  sich 

+  3  Sin*<p  roJ*v  t(p— )?)*  '■'»**ä  «n*y  -|-  {l-+p){l  +  q)  (<»»*/  —  cof*Ä)*l. 
l>a  die  drei  Glieder  alle  pesitiv  sind,  so   mnss  —  wenn  (p'— f')  ver- 
schwinden toll  —  jedes  einaelDe  Glied  Null  sein. 

Ist  keiner  der  einaelnon  Bnchstabenwertbe  Null,  so  folgt 
cosi  =  ciay  und  p'^g 
und  daher  auch 

was   dem   senkrechten  Durchgang   dnrch   eine    planparallel« 
Platt«  entspricht. 

.Wire  aber  L=Q,  so  bXtte  man  entweder 
ycsO  nnd  petu'y^qntt'S 
and  daher 


r.-,:cJbyC00gIC 
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c.os*S     eos^u 

cos^Y      cos*(3' 

d.  h.  Durchgang  in  einer  znr  brecbenden  Kante  senkrechten 

Bbene  mit  dem  Minimum  der  Ablenkung  dicht  an  der  Kante; 

oder 

V  =  90  n-ai  pcos^S  —  gcos'y  =  Q, 
also 

cos'ß  cos'y  s=  cos'aeos^S, 
was  anmöglich  ist,  weil  ß  und  y  zugleich  grösser  oder  kleiner  als  o  nnd 
8  sind; 

oder  endlich:  j)  =  g,  also  normaler  Einfall,  nni  coty^cosd,  also 
normale.r  Anatiitt,  folglich  wieder  senkrechter  Durchgang  dnrch  eine  plan* 
parallele  Platte. 

Andere  Lösungen  sind  nicht  möglich:  nimmt  man  also  den  be- 
flondern  Fall  aus,  dass  das  Prisma  zur  planparallelen  Platte 
wird,  so  können  hei  einem  durch  ein  Prisma  gehenden  Strab- 
lenbtindel  die  Brennpnakto  des  austretenden  Bündels  nur 
zusammenfallen,  wenn  der  Hanptstrahl  unter  dem  Minimum 
der  Ablenkung  dicht  an  der  brechenden  Kante  durchgeht. 
(Helmboltz,  Pbye.  Optik,  8.243.) 

11.  Wenn  man  die  Abhängigkeit  von  (p—g)  blos  von  dem  Winkel 
ip  der  Einfalls-  nnd  Anstritts ebene  betrachtet,  so  siebt  man  leicht,  dass 
{p'—g')  Minimnm  oder  Maximum  wird,  je  nachdem  (/>'+?')  es  ist,  da 
p'q'  unabhängig  von  tp  ist.  Ep  wird  aber  (p'+g')  Minimum  oder  Maxi- 
mnm,  wenn 

(g—p){.co$'j  —  cos*8)smippos<p^0, 
also  gi  =  0  oder  ^  =  90*  ist. 

Im  ersten  Falle  geht  der  Hauptstrahl  senkrecht  zur  brechenden  Kante 
durch ,  wir  haben  den  gewöhnlich  allein  betrachteten  Fall.    Da  die  zweite 
Ableitung  positiv  ist,  so  ist  (9— p)  ein  Minimum;  es  folgt 
,       ,        L+q  cos'ä      L+p 
■        t9-p)  =  -^,,^^--- 

und  daher  nach  dem  Werthe  von  p'g' 

d.  b.  die  Brennpunkte  des  austretenden  Hanptstrahls  ergeben  sich  aus 
denen  des  gebrochenen,  wie  diese  ans  dem  Mittelpunkte  des  einfallen- 
den Bündels,  ein  Satz,  den  Keusch  bei  seinen  Betrachtungen  angewen- 
det hat,  am  die  eben  gegebenen  Werthe  zu  finden. 

Im  zweiten  Falle  (^9  =  90°)  stehen  Einfalls-  und  Anstrittsebene  senk- 
recht auf  einander,  der  Abstand  der  Brennlinien  ist  ein  Maximum. 


...  u  CooqIc 
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Z.   üebflT  die  KrämmsiigBUnien  einer  slgebraüolieiL  Tlftobe. 

Im  ,rJoumdl  de  MalhAnaHques ,  tromime  S^rie  1876,  t.  II"  hat  Herr 
Lagnerre  auf  S.  145 — 156  nntei  dem  Titel:  „Sw  vne  tvrface  de  gua- 
iriime  üatse  ßont  on  peut  ddlerminer  les  lignet  de  courbw6"  durch  rein  geo- 
metrische BetTachtnngeD  die  KrfimmQDgslinien  einer  gleicb  n&her  m  d&- 
finirenden  FlXche  beMimmt.  Bei  einer  anNlytischen  Bebandlnng  ei^b 
sich,  dasB  die  von  Herrn  Lagnerre  betrachtete  Fliehe  als  Enveloppe 
einer  FlKche  zweiten  Grades  erscheint,  femer,  dass  die  Differentialgleich- 
ung zweiten  Grades,  von  deren  Integration  die  Beetimmnng  der  Krfim- 
mnngslinien  abbSngt,  sich  leicht  in  das  Frodnct  zweier  Factoren  ersten 
Grades  anf lösen  IXsst.  Ans  dem  Umstände,  dass  die  analTtischen  Ent- 
wickelangen  sich  weit  einfacher  darchftthren  lassen,  wie  es  znerat  den 
Anschein  hat,  möchte  eine  Mittheiinng  der  folgenden  Unteranchnngen 
gerecht  fertigt  sein. 

DieFlKche,  nm  deren  Unteranchnng  ea  sich  hier  handelt,  lifsat  aicfa 
anf  nachstehende  Weise  als'  Ort  eines  Punktes  definiren. 

In  einer  der  gemeinschaftlichen  Hanptebenen  zweier  confoealen  Fli- 
ehen zweiten  Grades  werde  eine  Gerade  L  angenommen.  Darch  L  lege 
man  an  jede  der  beiden  confoealeD  FlXcfaen  eine  berührende  Ebene,  es 
seien  P  nnd  P'  die  Contactpnnkte.  Man  kann  dann  dnrcb  die  Gerade 
L  eine  Ebene  legen,  welche  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  der 
beiden  Punkte  P  nnd  P^  steht.  Ist  P  der  Schnittpnnkt  der  bemerkten 
Ebene  mit  der  Verbindnngalinie  fP',  so  beschreibt  der  Pnnkt  P  eine 
Fläche  S,  wenn  die  Gerade  L  alle  müglioben  Lagen  in  der  gemeinschaft- 
lichen Hanptebene  annimmt. 

Es  soll  znerst  nachgewiesen  werden,  dass  die  FlSche  S  Enveloppe 
einer  Schaar  von  concentrischen  Uittelpunktsflächen  zweiten  Grades  ist, 
deren  Hanptaxen  gleiche  Richtungen  haben. 

Die  Gleichungen  der  beiden  confocalen  FUchen  seien 

Ist  nun  {x,  y,  z')  ein  Pnnkt  der  ersten,  {x'\  g",  t")  ein  Punkt  der  zwei- 
ten FlSohe,  s»  finden  die  Gleichungen  statt 
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Die  Gleichnngen  der  berfihrenden  Ebenen   zn   d«n  beiden  FlXcben 
in  den  Punkten  (x, y\  z)  und  (a:", y",  z")  sind  nun 

S^'        yy'        Zz    _^         Kx"  .    7y"   .    Zz"_. 

Soll  der  Durchschnitt  dieser  beiden  Ebenen  in  der -IT- Ebene  liegen  und 
die  Gerade  bilden,  welche  darch  die  Gleichnngen 

3)  pA+?J'=l,     Z  =  0 
flntbftiten  ist,  so  erhält  man  die  folgenden  Belatiooen: 

.,  ä'  jt'  x'  y" 

4)  ;rr^='''    671^-^5       ^Hä'"''    fi^"'''* 

Setzt  nun  hieraus  die  Werthe  von  x,  y',  x'\  y"  in  die  Gleichungen  2), 
BO  sind  t'  und  t"  auf  folgende  Art  bestimmt: 

S)-i^=l-(«-.)p'-(4-.)j>,    lA-l-C— «P'-(l— «»'• 

Gegebenen  Wertfaen  von  p  und  g  entsprechen  nach  4)  und  5)  be- 
stimmte Punkte  der  beiden  confocalen  Flächen. 

Die  Glfichung  einer  beliebigen  Ebene,   welche   die  Gerade  3)  ent- 
hält, ist 

6)  pJ  +  9r+rZ=l. 

Eis  stehe  nun  diese  Ebene  senkrecht  auf  der  Verbiudnagslinie  der  Punkte 
(x, p*,  t)  and  (a:",  y",  z") ,  deren  Gleichungen 

x"-x'      s'—jf'      x'-  z 
sind.     Es  ergiebt  sieb  dann  die  Doppelgleicbnng 
*"— a:'     y"—y'     «"— «' 


Infolge  der  Gleichungen  4)  reducirt  sich  diese  Doppel  gleich  ung  auf  fol- 
gende einfache  Gleichung: 

Substitairt  man  hierans  den  Werth  von  r  in  die  Gleichung  6),  so  nimmt 
dieselbe  die  Form 

8)  pjr+yr+^^z=i 

an.  Dieses  ist  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  die  Gerade  3)  enthält 
und  auf  der  Verbindungslinie  der  Paukte  (x\  y\  i*)  und  (x't  y",  <")  senk- 
recht steht. 

Man   bezeichne  durch  (a-,  y,  z)   den  Schnittpnnkt  der  Ebene  6)  mit 
der  Geraden  ä),  d.  fa.  man  aetae  ^  .(K>i^[c 
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9)  4i:5,=  :^ZJL  =  ^i:f,      pa.  +  ?y  +  ^^J  =  l. 

X  —X       y  —y        l  — I  '     '^  '"        n  — (3 

Unter  Zusiehang  der  Oleicbnngen  4)  ergeben  sich  fQr  x,y,z  fol-' 

eende  Wertbe:  . 

1      »  =  p      — ■ — -. ,i- — , 


I  c—a      c—ß 

^  c—a      c—ß 

Znr  Berecbnung  dieser  Wertbe  von  x,  y,  x  sei  bemerkt,  dass  die 
auftretenden  Wertbe  von  p'  und  ^  mittelst  der  Gleichungen  5)  durch 
z'*  und  t"'  ersetzt  worden  sind,  wodarcb  in  den  Wertbeu  von  x,  p,  z 
ein  gemetnecbartlicber  Factor  im  Zabter  und  Nenner  sich  wegbebt.  Sieht 
man  umgekehrt  infolge  der  GiMclinngen  5)  z'  und  z"  als  Functionen 
von  q  und  ^  an ,  so  sind  nach  10)  aacb  x,  y,  z  Functionen  von  p  und  g. 
Die  Elimination  von  p  und  q  zwischen  den  drei  Gleiebnngen  10)  ^ebt 
die  Gleichung  der  zu  Anfang  bemerkten  FUche  S. 

Setzt  man 

11)  ^  =  ^«'. 

so  geben  die  Gleichungen  10) 

Aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  11)  erhält  man 


Die  vorstehenden  Werthe  von  p,  <j,  z  und  z  geben  in  Verbindung  mit 
den  Gleichungen  5)  zwei  Gleichungen  für  (.  Werden  diese  Gleicbungen 
dnrch  (1  —  1)*  dividirt,  so  lassen  sich  dieselben  auf  folgende  Formen 
bringen : 
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„,        l<—ßW       I       (t-W>'       ,  fc-W.' 1 

Das  BeBultat  der  Elimination  von  (  zwischea  dies«n  Oleiclinngon 
fuhrt  auf  die  Gleichung  der  FISofae  S.  Die  Gleichung  12)  mit  l  malti- 
plicirt  und  von  der  Gleichung  13)  abgezogen  giebt 

as*  y»  X*       /  c  —  a\l 

Statt  der  Gleichungen  12)  und  13)  können  auch  die  Gleichungen 
12)  und  14)  genommen  werden.  Die  Oleichnng  12)  folgt  aber  durch 
Differentiation  der  Gleichung  14)  nach  t,  woraus  aicb  unmittelbar  ergiebt, 
dasa  die  Fläche  S  die  Enveloppe  der  FlHche  zweiten  Grades  ist,  welche 
dnrch  die  Gleichung  14)  bestimmt  wird.     Setzt  man 

S  +  or' 

Bo   nimmt  die   Gleichung   14)  folgende  Form  an,    welche  den   VortbeU 
grösserer  Symmetrie  darbietet: 

oder  auch 

Die  Bedingung,  dass  in  Beziehung  auf  s  zwei  Wurzaln  der  Gleich- 
UDg  15)  einander  gleich  sind,  ^ebt  die  Oleichnng  der  Fläche  S. 

Wegen  der  Gleichungen  4)  nnd  5)  sehe  man  a^,  y,  t  etc.  als  Fuuc- 
tiuueo  von  p  und  7  an.     Durch  Differentiation  in  Beziehnug  auf  ;>  folgt 


dp 


Infolge  der  Gleichnngeu  10)  lässt  steh  diese  Oletchuug  einfacher  auf  fol- 
gende Art  schreiben: 

oder 

15)  »(S-.)  +  .''''~'"'  =  0. 

Non  ist  nach  4) 

^— ^^- 
Die  Gleichung  15)  läset  sieh  also  auch  schreiben        r  c  izciJbyLjOOQlc 


_dp       """         dp 
Da  nach  4)  t/'  ond  y"  von  p  nn&bh&ngig  Bind,  aleo 

üt,  8o  kMin  man  die  Gleicbnng  16)  auch  auf  folgende  Art  datstellen : 

Auf  gans  Sbnliche  Art  folgt 

'                              dg            '        dg  dq 

In  die  zweite  Gleichung  9)  substitnire  man  aus  4) 
x'—x" y'— s" 

TodoTCh  die  bemerkte  Gleichung  folgende  Form  annimmt; 

(x'-x")x  +  {s'-s")f+i''-z")t  =  ß-''. 
Wird  die  Toratebeode  Gleichung  in  Beziehung  auf  jede  der  Variabein  p 
und  q  differentiirt,  eo  folgt,  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  17)  und  18), 


19) 


'    (*'-'«''>^+t^'-!'")^  + 


(«'- 


Hit  Rflckaicht  auf  die  zu  Anfang  gegebene  Definition  der  Flüche  S 
folgt  ans  den  Gleichungen  19),  dass  die  Veibindungslinie  der  Punkte  P' 
und  P"  die  Normale  zur  FUche  S  im  Punkte  P  ist.  Die  Differential- 
gleichung  der  Erammnngslinien  der  FlSche  S  Igest  sich  hierdurch  auf 
folgende  Art  schreiben: 

I    x'—  x"         tf'—  y"  z~  z"    I 

20}  dx  djf  dz      U=0. 

\d{x--x")    d{y-s")    d{i^-z'')\ 
Bedeutet  h  eine  Unbestimmte,  so  Iftsst  sich  die  erste  Doppetgleich- 
ung  9)  dnrch 

x  =  x+hix'-x"),    y  =  ff'+A(y'— y").     i  =  2'+ A(t'-  z") 
ersetzen.     £s  ist  dann 

dx  =  dy'+hd{x'—ar)-i^{x'-'x")dh  etc. 
Wegen  dieser  und  zweier  analoger  Relationen  lässt  sich  die  Gleichsng 
20)  anf  folgende  Form  bringen: 

\x  —  x"     y'-~y"    z'— 1"[ 
21)  dx  äy  dx       =0. 

I    dx"         dy"        de"   \ 
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Znr  weiteren  Entwickelung  äieaer  Gleichnng  mnltipücira  mui  die  links 
stehende  Detennin&nte  mit  einer  andern  Determinante  so,  daas  die  Gleich- 
ungen 2),  4)  nnd  5)  sieh  anwenden  lassen.  Als  passender  Hnltiplicator 
erscheint  die  folgende  Determinante: 


M) 


I  — o     b-a     c-a 

x"       y"       g" 

'~|S     ^-P    c-ß 


Die  Gleiehnngen  2)  nnd  4)  geben 

Setzt  man  rechts  nach  6) 
so  folgt 

'''       „_„    +   4_.   +-;=;; — l?=?-jrij'  ■ 

Aehnlicb  e^ebt  sich 

Aas  den  Gleichungen  2}  nnd  4)  findet  man  leicht 

25)   j   afdm'     y'di^     z'dt  d' dm"  y dy"     i"<it"_ 

£e  ist  nach  4) 

-Die  erste  Qleichting  5)  düFereDtUrt  giebt 

— i  =  -  (e-n);  dp  -  (»-«)}  *}. 
Hierdurch  wird  die  Gteiehnng  S6)  einfacher 

27)  £d£    ,;^ 

'  „-ß^b-ß 

Aoetog  ist 

js'du"  _  y'dy" 


M) 


Das  Prodact  der  unter  21)  und  22)  angemerkten  Determinanten  ist 
infolge  der  Gleichungen  23)  bis  28)  durch 

\7^~^^)  D,gi„zedbyG00gIc 
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tbeilbar.     Wird   dieser   Factor  weggelassen,  so   nimmt  die  in  21)   »af- 
gestellte  DifferenUalgleich&ng  der  KrttmmangsIinieD  folgende  Fonn   kd, 
wobei  die  Oleichnngen  23)  big  28)  in  Anvendnng  gebracht  sind: 
I     z  z  0  1 

0         dz       yd»'— pdy'^0. 
I  —  dt"     0'      q  dxf  —  päy"  I 
Diese  Ol  eich  an  g  entwickelt  giebt 

29)  {q dx"—  p  dji")t" dz—  {q das'—  p dy')z' dx"=Q. 

Wird  diese  Gleichung  mit  .  _  , .  _-.  mnitiplicirt,   so  Issseu  sieb   ='* 

□nd  t"*  infolge  der  Oleichnngen  5)  durch  p*  nnd  g*  ausdrücken,  es  sind 
femer  nach  4)  x,  x",  jr',  y"  von  p  und  q  abbän^g.  Die  Oleicbung  29) 
liefert  also  nachstehende  Differentialgleichung  swischen  p  nnd  qx 

-((«-.)S  rf/,-(l.-.)i,  <?][(«-«;, dp  +  (4-?)5rf,J[l-(»-«lp"-(S—)rt  =  0. 
Wird  diese  GleicfanDg  entwickelt,  derftuF  durch  iß  —  a){p'+g')  dividirt, 
HO  nlnunt  die  Differeutielgleichnng  swischen  p  nnd  g  folgende  einfaehe 
Fonn  ui: 

(.-<.)(«-«p,(d/.)«-(6-«)C6-|!)pi(dj)' 
+  [«-'-(«-.)(«-«f'  +  (»-«)(»-««^''P'<9  =  0. 
Diese  Gleichung  mit  4pq  mnitiplicirt,  läset  sich  anf  folgende  Art  dar- 
stellen : 

(«-«)(«-(S)9»(rfpy-(6-B)(ö-,3)p«(rfs»)» 
«•^       +l„-l,-ia-^){a-ß)p>  +  {b~a){h~ß)q»]dp*dq*  =  0. 
Dieser  Differentialgleichung  irird  dnrch  eine  lineare  Relation  zwischen  p^ 
nnd  q*  genügt.     Sind  j7g,  q^  und  r^  Constanten,  so  kann  man  setiea 

31)  /»oP*  +  ?o?*  =  '-o- 
Die  Gleichungen  30)  und  31)  geben  dann 

32)  r4(«-<,)(«-,S)y,-(4-«)(6-|3);,,]  =  («-ft)p„y„. 

Wird  der  Wertb  von  r^  ans  der  vorstehenden  Gleichung  in  die  Gleich- 
ung 3t)  substituirt,  so  findet  folgende  Relation  zwischen  p*  und  9*  statt, 
welche  das  Integral  der  Difforentinlgleicbung  30)  bildet: 

In   der  vorstehenden  Gleichung  kommt  nur  eine  Constante  vor  — , 

•  Po 

in  Beziehung  anf  diese  Constante   ist  die  Gleichung  quadratisch.     8ind 

11  und  V  die  beiden  Werthe  von  — ,  so  folgt  aus  32) 

)  «,,>(e-.)(e-«  =  -p'(l-»)(l.-(>), 

'   l(«  +  .),'(e-.)(a-«  =  »-l.-p>(.-.)(»-«  +  s»(»-.)(6-/I). 

Setzt  man  zur  AhkQrzang  ,  ,   (^^(K>qIc 
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34)  ia-a){a~ß)^A,     (fi-«)(fi-ß)  =  ß, 
so  ergeben  sich  fUr  p*  und  5*  ans  33)  folgende  Werthe: 

35)  ^^       {«-bUuv  -{a-b)B 
""^            '^      {B~4u){^B-Avy     '        iB-Au){B-Avy 

Die  Gleichnng  30)  Ifisst  sich  nnter  Zuziehung  der  Gleicliungen  33) 
wie  folg:t  Bchreiben ; 

{d;.»  +  Hdff»)(dp»  +  pdj»)  =  0 
oder  ftuch 

Diese  Gleichung  redncirt  sich  nach  35)  snf  du .dv^O,  so  dass  also  11 
und  o  die  Argumente  der  KrflmmuagslinieD  sind. 

Die  GleicbuDg  32)  lAsst  folgende  geometrische  Deutung  zu,  welche 
von  HoTTD  Laguerie  herrührt. 

Die  gemeinschaftliche  Hauptebene  —  die  Ebene  der  x,  y  —  der 
beiden  confocalen  Flächen  1)  schneidet  jede  derselben  in  einem  Kegel- 
schnitte.    Die  Gleichungen  dieser  Kegelschnitte  sind : 

Diese  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  vier  Punkten.  Es  ISsst  sich  dann 
die  Gleichung  eines  dritten  Kegelschnitts,  welcher  die  bemerkten  vier 
Schnittpunkte  euthSlt,  auf  die  Form  bringen 

Va-B^*-«  na-ß  b-ßj  \a-ß^b-ß  VVa-o  b~J' 
wo  —  rän  beliebiger  Parameter  ist.  Diese  Qleichang  führt  nach  einigen 
einfachen  Seductionen  auf 

36)  (,..-  +  ,.»l(.-»)-,,(.-.)(.-/))-p„(6-«)(!.-«. 

Soll  der  Kegelschnitt,  bestimmt  durch  diese  Gleichung,  bortlhrt  wer- 
den von  der  Geraden  px  +  gi/^l,  so  ergiebt  sich  die  Bedingnngsgleich- 
nng  32).  Infolge  der  Gleichungen  3)  ist  die  bemerkte  Gerade  identiseh 
mit  der  Geraden  L,  welche  zur  Consttnction  des  Punktes  P  der  FUcbe 
S  dient.  HieraoB  ergiebt  sich  Folgendes.  Die  gemeinscbaflliche  Haupt- 
ebene der  beiden  confocalen  Flächen  schneidet  jede  derselben  in  einem 
Kegelschnitte.  Diese  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  lenkte  gemein, 
durch  welche  sich  beliebig  viele  Kegelschnitte  legen  lassen.  Es  sei  & 
einer  derselben  und  L  eine  Tangente  zu  X.  Jeder  bestimmten  Tangente 
entspricht  ein  Punkt  P  der  Fläche  S,  Bewegt  sich  die  Gerade  Z  so, 
dats  sie  den  Kegelschnitt  K  beständig  berührt,  so  beschreibt  der  Punkt 
P  auf  der  Flüche  S  eine  KrttmmnngstiDie. 

Göttingen.  Prof.  A.  Ennbpiir. 
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XL  Ueber  die  Antahl  der  Theile,  ia  welohe  ein  0«1)iet  k"'  3teb* 
durah  »  0«biete  (k—iy  Stufe  gettaeilt  werden  kann. 

Im  Folgenden  werden  nnr  die  Theile  gesidiU,  welche  aosier  der 
Begrenzniig  oder  einem  Theil  derselben  Nichts  gemein  h&ben.  Ferner 
werden  zwei  unendlich  groise  Theile  tunes  Gebietes,  welche  nm  Unend- 
licheu  EnsammeDhSngen ,  als  ein  geschloisener,  unendlich  grosser  Theil 
des  Gebietes  betrachtet. 
Bedeutet : 
n\k    die  Anzahl  der  geschlossenen  Theile,   in  welche  ein  Gebiet  k^^ 

Btufe  durch  n  Gebiete  (A  — 1)'"  Stufe  getheilt  werden  kann, 
(n|A:)  die  Anzahl  der  endlich  grossen  Theile  eines  Gebietes  A^' State, 
welche  darch  n  Gebiete  (A; — l)*""  Btufe  begrenzt  werden  könaeD, 

so  ist,  wenn  (^)  der  r"  Binomialcoefficient  von  n  ist, 

'■i-C:;)-G:i)+-+("7')+Cr).H*)=C:;). 

Diese  Beziehangen  werden  wir'snnXchst  (üt  Gebiete  swaiter,  dritter  nnd 
vierter  Stnfe  (Gerade,  Ebene,  Baum)  nachweisen  und  hieranf  durch  den 
Uebergang  von   der  *'•"  Stufe  zur  (t  +  l)""  Stufe  allgemein  heweiseo. 

1.  Id  einem  Gebiete  zweiter  Stnfe  (Gerade)  kann  darch  zwei  Ge- 
biete erstet  Stufe  (Punkte)  ein  endlich  grosser  Theil  (Strecke)  begrenzt 
werden,  durch  drei  Punkte  zwei  Strecken  u.  s.  w.,  durch  n  Punkte  n— 1 
Strecken,  da  jeder  weitere  Punkt  eine  Strecke  hinzufügt.     Es  ist  daher 


(.|.)=.-.=("T'> 


Zieht  man   femer  den   einen  anendlich  grossen  Theil  der  Geraden   in 
Betracht,  so  wird 

2.  In  einem  Gebiete  dritter  Stufe  (Ebene)  kann  darch  drei  Gebiete 
zweiter  Stufe  (Gerade)  ein  endlich  grosser  Theil  (Figur  im  engeren  Sinne) 
begrenzt  werden.  In  einer  vierten  Geraden  können  daich  die  drei  ersten 
drei  Paukte  bestimmt  werden,  welche  zwei  Strecken  begrenzen.  Diese 
beiden  Strecken  sind  die  Schlosslinien  zweier  weiteren  Fignten  u.  a,  w. 

In  einer  n""  Geraden  können  durch  die  n— 1  vorigen  n-— 1  Punkte 
bestimmt  werden,  welche  1  —  2  Strecken  begrenzen.  Diese  n— 2  Strecken 
sind  die  Scblnsslinien  von  n  — 2  weiteren  Figuren, 

•  Grassmann.  r  .  ..'.byCoOgle 
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C3|3)  =  l 
(4|3)-(3|3)+2 
(6|3)  =  (4|3)  +  3 


(»|3)  =  (»-l|3)  +  (n-2) 
mithin  /n  _  1  \ 

(«|3)  =  l  +  2  +  3+...  +  (»-2)-(°j'j. 

Zieht  mim  femer  die  nnendlicb  grossen  Figuren  in  Betracht,  so  ent- 
spricht jeder  Strecke,  in  welche  die  unendlich  rerne  Gerade  der  Ehene 
getheiU  werden  kann,  eine  solche  Fignr.  Die  Ansah)  dieser  Strecken 
ist  aber  nach  1 

"i-("7>(7'). 

mitbin  ist 


-i'VHi'H'-o'y 


3.  In  einem  Gebiete  vierter  Stufe  (Raum)  kann  dnrch  vier  Gebiete 
dritter  Stufe  (Ebenen)  ein  endlich  grosser  Theil  (KSrper)  begrenzt  wer- 
den. In  eilier  fUnften  Ebene  können  durch  die  vier  vorigen  vier  Ge- 
rade bestimmt  werden,  welche  nach  2  in  der  fünften  Eigene  (4|3)=i(^)  =  3 
endlich  grosse  Figuren  begrenzen.  Diese  Figuren  sind  ScblnssflScben  von 
drei  weiteren  Körpern  n.  s.  w.     In   einer  n""*  Ebene  können  dnrch  die 

(n  — 2\ 
„     I 

endlich   grosse  Figuren   begrenzen.     Diese  Fignren  sind   Schlnssfiächen 

/n  — 2\ 
von  (     n     I  weiteren  Körpern. 

Es  ist  daher  ,•     nv 

(6|4)  =  (4|4)  +  f7^) 
(6|4)  =  (6|4)  +  ("'-^) 

Cn|4)  =  (»-l|4)  +  ("-') 
mithin 

H^.=("i')+("i')+-+cr)-("7'). 
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Zieht  man  die  nDeodlich  groaseii  RSrper  in  Betracht,  so  entspricht 
jeder  der  nncndlich  grossen  Figuren,  in  welche  die  unendlich  ferne 
Ebene  des  Ksnmes  durch  die  n  Ebenen  getheilt  werden  kann ,  ein  sol- 
cher KSrper.     Die  Ansah!  dieser  Figuren  ist  aber  nach  2 

-i3=(7>("70H-cr)' 

mithin  ist 

n|4  =  C.|4)  +  n|3 

4.    Ans    1,   2    und  3   schliesst   man,    dass  für  ein  Gebiet  k^"  Stafe 

Dass  dieser  Schlnss  richtig  ist,  wird  bewiesen,  indem  man  nach- 
weist, dasB,  wenn  die  Beziehung  fHr  die  k"  8tnfe  "besteht,  sie  aaeh  fQr 
die  (A+l)"  Stnfe  bestehen  moss. 

Gesetzt,  die  Beziehung  hesUinde  fit  ein  Gebiet  k"'  Stufe,  so  gilt 
Folgendes : 

In- einem  Gebiete  (k  +  1)'"  Stufe  kSnnen  durch  n  — 1  Gebiete  k'" 
Stufe  (n  — 1|A:  +  1)  endlich  grosse  llieile  bestimmt  werden. 

Kommt  ein  n*"  Gebiet  k'"  Stufe  hinzu,  so  können  die  n— 1  vorigen 
in  diesem  n— 1  Gebiete  (£  —  1)'"  Stufe  bestimmen,  welche  nach  der  Ad- 

nähme  (n— 1|*)  =  (     ._,    )— (t_|)  endlich  grosse  Theile  des  «""  Ge- 
bietes &'"  Stufe  begrenzen  können. 

Diese  ("  — l|*)  =  UZi  )  "T''«''«  ^"^  "'"  Gebietes  A'«  Stufe  können 
ebenso  viele  endlich  grosse  Theile  des  Gebietes  (k+i)*"  Stufe  begrenzen. 
Es  ist  daher 

(»|<:+l)  =  (n-l|*+l)+(j-j'), 

(t+I|i+l)  =  (   *  n+D+^J-J), 

Ci|i+l)  =  (t-l|*+l)+0=.{t-2|*+l)  +  0  =  ...  =  (l>H+I)  =  0. 
Die  Addition  difsnr  Gleichungen  ergiebt 


Kleinere  Hittheilnngen. 

Zieht  mSD  die  unendlich  grossen  Theile  dea  Gebietes  {k  +  lY"  Stufe 
in  Betracht,  so  entspricht  jedem  der  Theile,  in  welchem  das  unendlich 
ferne  Gebiet  k^"  Stufe  des  Gebietes  (A  +  l)<"  Stufe  getheilt  wird,  ein 
unendlich  grosser  Theil  des  Gebietes  (*+l)'"  Stufe. 

Die  Anzahl  dieser  Theile  ist  aber  nach  der  Annahme: 

«i-G:;)+C:y+-+C7')-(7'). 

mithin  ist 

Damit  ist  nachgewiesen,  dass  die  Beziehung  für  die  (&+1)"  Stufe 
besteht,  wenn  sie  für  die  k"  Stufe  besteht.  Sie  besteht  aber  fllr  die 
zweite,  dritte,  rieite  Stufe,  mitbin  auch  für  jede  Totere  Stufe. 


Aus  den  Eigenschaften  der  Binomialcoefficienten  folgt: 

1.  Ein  Gebiet  ft»«'  Stufe  wird   durch  Ar  Gebiete  (i— !)•"  Stufe  in 
2*— I  Theile  getheilt,  von  denen  einer  endlich  gross  ist. 

2.  Ein  Gebiet  A»~  Stufe  wird  durch  2A  Gebiete  (ft-1)'"  Stufe  in 

1.2**-'='2"-'=4*-'   Theile   getheilt,    von    denen   (  ^ JTi  )    *'"^'''^'' 
gross  sind. 

3.  Ist  r<ft,  so  wird  ein  Gebiet  *'"  Stufe  durch*  r  Gebiete  (A— !)•" 
Stufe  in  2'"'  unendlich  grosse  (geschlossene)  Theil«  getheilt. 


4.  A„  c_;)-(;_i)  folg.: 


n  Gebiete  {*■  —  !)*"  Stufe  können  in  einem  Gebiete  A'"'  Stufe  ebenso 
viele  endlich  grosse  Theile  begrenzen,  als  n  Gebiete  (n  — A)*"  Stufe  in 
einem  Gebiete  {n-k+l)*"  Stufe. 
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Eine  Ebene  (it^S)  kun  demnmeh  durch  6  G«rads  in  16  Thoile 
gfltbrilt  werden,  von  denen  10  endlieh  p^iM  riod. 

Ein  Bnnm  {i'=^4)  kenn  dnrch  10  Ebenen  in  130  Tbeile  gfithmit 
werden,  von  denen  84  endlich  groiB  lind. 

Stuttgart,  Oetober  1878.  Dr.  Lddwio  Pilobim, 
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Üeber  die  Abhängigkeit  der  specifiBchen  WArme  der 
*        Körper  von  der  Temperatur. 


Von 
Prof.  Dr.  W.  C.  WiTTWER 

Id  Bcgcnibnrg. 


Das  Dnlong'sche  Gesetz,  dem  zufolge  die  specifische  WSrme  we- 
nigstens der  analog  znEammen  gesetzten  Körper  den  Mischungsgewichten 
umgekehrt  proportional  sein  soll,  ist  bekanntlich  nicht  genau,  da  die 
Prodncte  ans  specifiecher  Wurme  und  Mischnngege wicht  einander  wofal 
nahe,  aber  nicht  ToUstKndig  gleich  sind.  Ja  sogar  für  einen  nnd  den- 
selhen  Körper  ergeben  sieb  Verschiedenheiten  den  Prodnetes,  je  nachdem 
man  die  bei  niedrigen  oder  die  bei  hohen  Temperaturen  gefundene  speci- 
fiache  Wärme  als  den  einen  der  beiden  Factoren  benätzt.  Es  ist  darnm 
Bcbon  wiederholt  der  Gedanke  aasgesprochen  worden,  dass  die  Gleichheit 
der  Prodncte  w.ohl  hergestellt  werden  könnte,  wenn  f&r  alle  KSrper 
ii^end  eine  allerdings  noch  nnbestimmte  Temperatur  nnd  die  derselben 
entsprechende  specifische  WSrme  als  Misgangspnnkt  benutzt  wflrde.  Ab- 
gesehen dbrigens  davon,  daes  ea,  wenn  fUr  zwei  Körper  eine  solche 
Fnndamentaltemperatur  vorbanden  wäre,  am  Ende  doch  wieder  fraglich 
sein  wtirde,'  ob  diese  Temperatur  für  alle  Körper  gilt,  bleibt  immer  noch 
die  Aufgabe,  eben  der  Abhängigkeit  der  Bpecifischen  Wftrme  von  der 
Temperatur  nachzuspüren,  nnd  es  soll  diese  Aufgabe  den  Gegenstand 
nach  folgen  der  Unterenchnng  bilden. 

Drückt  die  Formel 

1)  ''■=-(5+^  +  ;^  +  -)  =  -« 

das  Gesetz  ans,  nach  welchem  ein  Molecul  eines  amorphen  Körpers  auf 
jede«  andere  wirkt,  so  giebt,  wie  ich  an  einem  andern  Orte  gezeigt 
habe,*  die  Gleichung 

2)  p+  Ar-  «  —  -^  =  0 


•  Diese  Zeitschr.,  Jahrg.  1S7S  3.  39«. 

2«ltaoliiMI  r.  HMbauatlk  B-  Phnlk  XXIV,  A. 
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die  Bedin^ng  an,  unter  welcher  die  Molecnle  unter  sich  im  Gleich- 
gewicbte  sind.  Es  bedeutet  hier  ^  den  Luft-  oder  einen  andern  von  der 
Mnlecnlardistans  r  ansbbänglgen  Drack,  der  die  Atome  einander  näher 
zn  bringen  sncbt;  Ar  ist  der  der  Grösse  r  proportionale  Aetberdmck, 
K  ist  eine  Constante,  L  ist  an  die  Stelle  von 

gesetBt,  nnd  r  drtickt  die  absolnte  Temperatur  ans,  welche  dem  Qua- 
drate der  Geschwindigkeit  V,  mit  welcher  das  schwingende  The ilchen  die 
Oleichgewichtsl^e  jiasBirt,  proportional  ist,  so  dass  man  auch 

eetsen  kann,  wenn  n^  eine  Constante  bedeutet.  An  der  Gleichung  2) 
will  ich  jedoch  noch  die  Aendemog  vornehmen,  dass  ich  die  Constante 

K  durch  -r—   ersetze,  bo  dass  sie  also  heisst 

5)  p  +  Jr-M-^-^^=<S. 

Den  einfachsten  Fall  der  Anwendung  von  5)  bietet  das  sogenannte 
ideelle  Gas.  Dieses  besteht  aus  Djrnamiden  nnd  Aether*  von  der  Dicli- 
tigkeit  des  allgemeinen  Aetbers,  die  gegenseitige  AbstosBung  der  Oyoa- 
midenkeme  wird  dnrch  den  Aetber,  mit  dem  sie  verbunden  sind,  com- 
pensirt,  und  während  bei  den  wirklichen  Oasen  sich  noch  die  von  dar 
allgemeinen  Aethervertheilnng  abweichende  Gmppimng  der  Aethertheil- 
eben  mehr  oder  weniger  bsmerklich  madbt,  ist  bei  dem  ideellen  Gase 
such  diese  verschwunden.     Es  ist  also 

6)  Ar-M<=<i, 

und  die  Gleicbung  6)  ändert  sich,  weil  ß^y  ^^...^ü,  alBo£  =  I,  nnd 

4r 
wenn  gleichseiUg  a  =  ~a^  gesetzt. wird,  um  in 

7)  p^^^^  =  aV\ 

wobei  durch  v  das  Volumen  und  durch  t  die  absolnte  Temperatur  dar- 
gestellt wird.     Bei  Benützung  einer  Thermometerscala  wird 

8)  .  pv  =  %{2n-\-l)  =  aY^, 

wenn  (  die  Temperatur  nach  Celsius,  F,  wie  oben  erwähnt,  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Gleichgewichtslage  bedeutet. 

Die  Formel  8)  ist  die  bekannte  des  Mariotte-Gay-Lussac'schen 
Gesetzes. 

Aendert  sich  i,  so  wird  bei  gleichbleibendem  Volnm 

9)  vJp^K^t=aJ{V*)  =  Ac, 

*  Meine  „HoleoularifeKtze''  8.  65. 
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wenn   ^e   die    zur  Erzieinng  der  Teniperatnrändemng  nöthige  ^^~ 
b«deatet.     Soll   also   die  Temperatur  steigen,   so  rnnsg  das  Qaadrat  der 
Geschwindigkeit  V  waclisen.    BetrSgt  die  Temperaturerhöhung  1",  so  wird 

10}  vJ^p  =  'K  =  aJ^(V^  =  J^c. 

Mnltipliciren  wir  diese  WKrme  oder  den  sie  reprftaentir enden  mechani- 
schen Effect  mit  der  Zahl  der  in  der  Gewichtseinheit  enthaltenen  Mole- 
cnle,  so  bekommen  wir  die  WSrmecapacität  des  Oases,  und  diese  durch 
die  Wärmecapacitfit  des  Wassers  dividirt,  gieht  die  specifische 
WSrme  des  Gases  hei  constantem  Volum. 

Aendert  sich  nicht  der  Druck,  sondern  das  Volumen,  so  mnss  noch 
auf  einen  weiteren  umstand  Rücksicht  genommen  werden.  Wenn  ein 
Theilchen  schwingt,  so  passirt  es  die  Gleichgewichtslage  mit  dem  Sfaii- 
mnm  der  Geschwindigkeit,  nnd  an  dem  Umkehrpunkte  x^  angelangt,  hat 
es  seine  Gesehwindigküt  Tollständig  verloren,  um  sie  infolge  der  Wir- 
kung der  Süsseren  Atome  bis  zur  BUckkehr  in  die  Gleicbgewichlslaga 
ebenso  roUständig  wieder  zu  bekommen.  Nehmen  wir  nun  an,  esj^sei 
das  Theilchen  in  x^  angekommen,  nnd  während  es  im  Begriffe  steht, 
umzukehren,  finde  eine  Ausdehnung  des  Gases,  also  eine  VergrSssernng 
der  Molecnlardi stanz  r  statt!  Diese  Zunahme  von  r  bedingt  eine  Ab- 
nahme der  beschleunigenden  Kraft,  nnd  kommt  das  Theilchen  wieder  in 
der  Ruhelage  an,  so  hat  es  nicht  mehr  die  frühere' Geschwindigkeit, 
sondern   eine  kleinere. 

Diese  Abnahme  Ton  F  hei  einem  Anwachsen  von  r  ist  Übrigens  nicht 
an  x^  gebunden, -sondern  findet  bei  jedem  von  Null  verschiedenen  Werthe 
von  X  statt,  sobald  eine  Ausdehnung  des  Gases  eintritt,  wenn  das  Theil- 
chen sich  dort  befindet.  Ist  letzteres  auf  der  Rückkehr  zur  Ruhelage  in 
X  angekommen,  so  hat  es  die  diesem  Punkte  entsprechende  Geschwin- 
digkeit nnd  würde  nach  nnd  nach  V  erhalten ,  wenn  die  beschleunigende 
Kraft  die  nämliche  geblieben  wäre;  wird  aber  diese  von  x  an  kleiner, 
als  sie  vorher  war,  als  das  Theilchen  auf  dem  Weggangtt  die  nämliche 
Stelle  passirte,  so  erreicht  es  auch  nicht  die  frtlhere  Geschwindigkeit  V, 
Tritt  die  Ausdehnung  ein,  wenn  das  Theilchen  auf  seinem  Weggange 
von  der  Gleichgewichtslage  in  x  angekommen  ist,  so  hat  es  bis  dahin 
einen  entsprechenden  Theil  seiner  Geschwindigkeit  verloren,  nnd  wenn 
nnn  die  Ansdehnnng  eintritt,  so  wird  das  neue  Xq  wohl  etwas  hinaus- 
gerückt, aber  bei  seiner  Btickkehr  in  x  angelangt,  besitzt  das  Theilchen, 
obwohl  es  jetzt  anf  einer  längeren  Strecke  Beschleunigung  der  Bewegung 
erfuhr,  dennoch  nur  die  Geschwindigkeit,  welche  es  bei  dem  Weggänge 
von  X  hatte;  es  ist  gerade  so,  als  sei  es  von  dem  alten  Xf,  und  bei  dem 
ursprünglichen  Volumen  nach  x  gekommen.  Von  da  an  gegen  die  Gleich- 
gewichtslage hin  gewinnt  das  Theilchen  weniger  an  Geschwindigkeit,  als 
es  bei  seinem  vorigen  Weggange  anf  der  nSmlichen  Strecke  verlor.  Weil 
die  Wirkung  für  den  gleichen  Werth  von   x  die  nämliche  ist,   es  mag|C 

18' 
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das  Theilchen  gegen  arg  hin  -  odei  von  x^  weggehen ,  so  kann  man  von 
der  Aendemng  der  Schwingungsamplitnde  Umgang  nehmen  nnd  kann 
sich  denken,  es  sei  die  gesammte  Volamändemng  vor  sich  gegan^n, 
vShrend  das  Theilchen  seinen  Weg  von  dem  Maximum  der  Elongation 
zur  Gleichgewichtslage  machte.  Hat  die  Aasdehnnng  ihr  Ende  erreicht, 
wenn  das  Theilchen  in  der  Ruhelage  angelangt  ist,  so  geht  es  mit  der 
nan  erlangten  Geschwindigkeit  weiter  nnd  schwingt  den  nenen  Verhält- 
nissen entsprechend  fort. 

Ich  miiss  nnn  auf  die  Gleichung  15)  meiner  oben  citirten  Abhand- 
lung „Ueber  die  Aenderung  des  A^r«gatznstandes"  zurückkommen. 
Dieselbe  lautet: 

11)  r*-v*=vx*  +  i,x*, 

wobei 


.(»-2)» 

zu  setzen  ist.  P  bedeutet  hier  wieder  die  Geschwindigkeit  des  Atomes, 
wenn  es  die  Gleichgewichtslage  passirt,  v  ist  seine  Geschwindigkeit  im 
Punkte  X,  In  den  Gleichungen  von  tp  und  ii  bedentet  r  die  Molecnlar- 
distanz,  sSmmtliche  übrige  Grfissen  sind  constant. 

Vernachlässigen    wir  in    11)    das  Glied   ^x*,  .da   —    bei  den  Gasen 

stets  nnr  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  wird  ferner  von  den  Constantcn 
ß,  y,  ...  Umgang  genommen,  denn  das  Verschwinden  derselben  bedingt 
eben  das  ideelle  Gas,  so  wird 

14)  F>-,«=,i«  =  j2^1^;=^»>. 

Aendert  sich  r,  wBhrend  das  schwingende  Theilchen  sich  in  x  be- 
findet, um  dr,  so  zieht  diese  Aenderung  auch  eine  solche  von  qp  und  r* 
nach  sich,  und  es  wird 

15)  a(n  =  »^a„=-''°'"'-"3':.-''^"'"'. 

Die  Aenderung  dr  ist  unabhängig  von  der  jeweiligen  Stellung  und  Be- 
wegung des  Theilchens.  Würde  letzleres  (selbstverständlich  mit  gehSri- 
ger  Quantität  der  trägen  Substanz  versehen)  zwischen  zwei  beweglichen 
Wänden  hin-  und  hergehen,  so  würden  letztere  ebenfalls  schwingen,  nnd 
die  einerseits  verlorAie  Bewegung  mUsste  sich  in  der  andererseits  gewon- 
nenen  wiederfinden.  Bei  dem  Gase  ist  eine  ungezählte  Henge  von  Theil- 
chen da,  die  sich  jeweilig  in  den  verschiedensten  Scbwingungsznständen 
befinden.  Da  wird  Geschwindigkeit  verloren,  dort  wird  sie  gewonnen, 
nifd  das  GeHamrotresultat  ist  dasselbe,  als  hätten  die  Gastbeilchen  eine 
AhstosHung  gewonnen,  die  der  dritten  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt 
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proportional  ist  und  nach  deron  Einfflhrnng  die  Theilchen  aU  ruhend 
beteachtet  werden  können.  Die  Folge  dieser  vergröeeerten  AbstosBung 
ist  eine  Zunahme  der  Moleculardistanz  r,  und  darnm  muHs  auch  dr  in 
15)  alfi  von  dem  jeweiligen  Schwingvngszastande  des  Theilchens  unab- 
hängig betrachtet  werden.  WShrend  der  Zeiteinheit  mag  nun  die  Aen- 
dernng  -^r  der  Molecalardistanz  in  einem  einzigen  oder  in'  mehreren 
Augenblick en  stattfinden. 

Wächst  r  um  j'r,  während  das  Theilchen  sich  in  dem  Umkehrpunkte 
^Tg  befindet,  so  wird 

Findet  in  x",  das  zwischen  %  und  der  Gleichgewichtslage  ist,  die 
Aeodening  //'r  statt,  so  wird 

'So  geht  es  ilir  die  verschiedenen  x  weiter,  und  wenn  an  allen  eine 
Aenderang  von  r  eintritt,  so  wird  statt  ^(r*)+ ^'(^*)  +  ■-■  der  Werth 
^(F^)  gesetzt  werden  mUsseii,  wenn  letzteres  die  Oesammtänderung  von 
F*  bedeutet.  Ist  andererseits  x^ ^r^^qx^Ar,  dann  x''*^'r-=.q'x^ ^r, ,.., 
wo  /,  9",  ...   Constante  bedenten,  so  wird  durch  Addition 

wenn  Q  die  Summe  q-\-q'...  voivtellt. 

Ans  Gleichung  14)  ergiebt  sich,  wenn  berücksichtigt  wird,  dasa  für 
x^^Xq  die  Geschwindigkeit  f^O  ist, 

Setzt  man  diesen  Werth  von  x^  in  I8)  ein,  so  wird. 

20)  ^(r.)  —  '"-"°; '"■"■. 

Aas  7)  kann  nun  statt  V*  sein  Werth  —  eingesetzt  »erden,  und 
wenn  dann  aus  9)  —  statt  ^{V^  genommen  wird,  so  einlebt  sich 


21) 


...-(„-:,. ?£J^', 


-^.5P^.. 


Gleichzeitig    mit    der  Ausdehnung   des   Gases   findet  eine  Wärme- 
abnahme  statt,  welche  mit  dem  Prodncte  aus  der  Volumsunahmo  in  den 
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Druck,  nnter  welchem  das  G&s  steht,  wächst.  Die  verschwundene 
Wärme  ist  der  geleisteten  Arbeit  proportional.* 

Bei  der  Unabhängigkeit  der  Aendemng  der  MolecnlardietaDs  r  -von 
der  Schwingangsphase  des -Theilchens  bleibt  kanm  eine  andere  Anoftlime 
ttbrig,  als  die,  dass  dieselbe  sich  gleichmässig  über  die  ganze  Scliwiag- 
nngszeit  rertheile,  und  es  ist  daher 

22)  ar  =  czfra(, 

wenn  Jr  die  in  der  Zeiteinheit  vor  sich  gehende  Aendemng  von  r,  d  ( 
das  Zeitelement,  c  eine  Constante  vorstellt.  Laut  Gleichung  I8)  meiner 
Abhandlung  „Ueber  die  Veränderung  der  Aggiegatzustaude"  ist  anter 
Nichtberücksichtigung  der  Glieder  untergeordneter  Bedeutnag 

23)  „  =  ^1^-, 

und  nach  21)  der  nämlichen  Abhandlung  die  zu  einer  Viertelsschwiug- 
uDg  uötbige  Zeit 

Wird   nun   der  Werth   von  dr  aus  22)  und  23)  in  15)  eingesetzt, 
so  wird 
26)  .,„.)  4.„(,,-l)(„-2)„-o^..^a» 


und  wenn  man  von  ir  =  0  bis  x^x^  integrirt,  ergiobt  sich 

26,         ^(..)— ■-■(-'»;-^'-^i5i;, 

wobei  d{y*)    als    das   entsprechende  Integral   von  SC")    gouommen  ist. 
Wird  ans  19)  und  26)  x^  eliminirt,  so  ergiebt  sich 

2„         .,.,=_<.-l£^/,,3pL^,. 

Dieser  Werth  von  ^(^')  gilt  für  die  Zeit,  innerhalb  welcher  daa 
Theilchen  eine  Viertelsschwingnng  durchläuft,  und  mnss  daher  zur  Ke- 
ductioD  auf  die  Zeiteinheit  noch  durch  die  Schwingangszeit  dividirt  wer- 
den. Nehmen  wir  nämlich  an,  diese  Zeit  sei  das  eine  Ual  1,  das  an- 
dere Mal  n,  und  eine  Ausdehnung  dauere  n  Einheiten  der  erstereo 
Schwiugungszeit,  so  ist  bei  der  längeren  Schwingnngsz.eit  das  ^(.V*)  ans 


*  In  meiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Art  der  Bewegung,  welche  wir  Wärme 
nennen"  habe  ich  diesen  Satz  in  anderer  Weise  abgeleitet;  ich  glaube  jedoch,  vor- 
stehenden Wog  vorziehen  zu  sollen,  da  in  dem  früheren  Resultate  noch  der  Factor 

r     *    vorkommt,  für  den  sich  nicht  leicht  eine  Deutung  finden  lässt. 
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27)  eiumal,  bei  der  kürzeien  n-taal  zu  nebmcn,  weil  es  üich  ja  für  alle 
«  Schwingungen  wiederholt.  Wird  also  diene  Division  mit  dem  Weitlie 
vuo  (  auB  24)  auBgeftlhrt,  so  ei^ebt  qicb 

28)  J{V)  =  -{«-l)j~.^r, 

welche  Gleicliiing  mit  20)  identiscb  wird,  sobald  mau  -^  =  Q  setzt. 

Ee  ergiebt  sich  ans  dem  Vorstebenden  wohl  ganz  klar,  was  mit  der 
auf  Arbeit  verwendeten  Wärme  geschiebt.  Wenn  die  Atome  einen  Zu- 
scUuss  zu  ihrer  Bewegung  erhalten,  eo  wird  der  von  ihnen  nach  aussen 
ausgeübte  Druck  stärker.  Infolge  davon  findet  eine  Ausdehnung  statt, 
und  die  dadurch  erzielte  Verringerung  der  beschleunigenden  Kraft,  welche 
die  Atome  in  ihre  Gleichgewichtslage  zurücktreibt,  veranlasst,  dass  die 
Theilchen ,  dort  angelangt,  nicht  mehr  die  Geschwindigkeit  besitzen,  die 
sie  bei  dem  Weggange  hatten,  was  ihnen  wieder  eines  Theil  ihrer 
TJTSrme  nimmt. 

Wir  haben  hier  den  bekannten  Satz  von  der  Wärmeäquivalenz  der 
Arbeit,  insoweit  «s  sich  darum  handelt,  daea  an  die  Stelle  der  bei  der 
AuBdehnnng  eines  Gases  verscbwnn denen  Wärme  Arbeit  getreten  ist. 
Dieser  Verlust  von  Wärme  ist  jedoch  nicht  so  fast  an  die  geleistete 
Arbeit,  Bondern  an  die  Ausdehnung  gebunden,  denn  wenn  das  Gasvolu- 
men  infolge  eines  von  der  Arbeitsleistung  des  Gases  ganz  unabhängigen 
Umstandes  wächst,  so  verringert  sich  dessen  Wärme  dennoch.  Es  ergiebt 
sich  dieses  aus  der  Rechnung,  ist  aber  auch  Bache  der  Beobachtung, 
denn  wenn  man  die  Luft  aus  dem  Recipienten  einer  Luftpumpe  entfernt, 
so  sinkt  ihre  Temperatur  bei  jedem  Kolbenhübe,  obwohl  die  von  ihr 
geleistete  Arbeit  Null  ist.  Sei  dem  übrigens,  wie  ihm  wolle,  so  steht 
soviel  fest,  dass  bei  einer  Ausdehnnng  die  Wärme  des  Gases  abnimmt, 
und  wenn  die  Temperatur  desselben  bei  veränderlichem  Volum  erhöht 
werden  soll,  so  mnss  zuerst  der  durch  Ausdehnung  erwachsene  Verltist 
gedeckt  werden,  worauf  wieder  die  Erwärmung  in  der  früheren  Weise 
eintreten  kann. 

Fragt  man  nach  der  speciflschen  Wärme  bei  gleichem  Drucke 
^,c, ,  so  kann  sich  diese  von  der  speciflschen  Wärme  bei  gleichem  Volum 
^,c  (Gleichung  10)  nur  dadurch  unterscheiden,  dass,  um  erstere  zu  er- 
halten, der  letzteren  noch  die  durch  die  VotumänderuDg  verschwundene 
Wärme  zugefügt  werden  muss,  um  gewissermaesen  den  Slalus  quo  anle 
wieder  beizustellen,  und  es  ist  daher 

29)  JiC^=^J^c  +  spJv, 
wenn  s  =  — ^ —  .  C  genommen  wird. 

Die  Gleichung  29)  gilt  nur  für  das  sogenannte  ideelle  Gas,  in  wel- 
ubem  die  Constanten  ß,y,  ■■•  aus  1}  als  Null  betrachtet  werden.    Sobald 
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diese  Annabme  nicht  mehr  geststtet  ist,  tritt  die  Gleichnng  5)  in  ihre 
Kechte,  es  verschwindet  die  Grösse  Ar  —  M  nicht  mehr,  nnd  L  wird 
von  I  verschieden.  Die  Folge  davon  ist,  daas  weder  das  H&riotte'sche, 
noch  das  Gay-Lassac'sche  Gesets  genan  sein  können,  denn  die  Gleich- 
nng 7)  ist  nicht  mehr  richtig.  Von  beiden  Gesetzen  ist  dieses  durch 
Versnche  constatirt.  Bei  dem  Satze  von  der  Wärme äquivalena  der  Arbeit 
geht  es  Übrigens  anch  nicht  anders.  Wird  ein  Schlag  oder  ein  Stoss  anf 
einen  Körper  ansgellht,  so  müssen  Oscillationen  der  Körpeith  ei  leben  die 
Folge  sein,  and  da  diese  Oscillationen  wieder  als  Wärme  wahrgenommen 
werden ,  mnss  der  Schlag  selbstverständlich  eine  entsprechende  Menge 
von  Wärme  nach  sich  ziehen.  Dieses  geht  aber  nur  so  lange,  als  keine 
Volnmäodemngen  dabei  ins  Spiel  kommen.  Werden  in  1)  die  Constan- 
ten  ß,  y,  ...  als  von  Null  verschieden  angenommen,  so  wird  statt  7) 
{p  +  Jr~M)v 


30) 


KS^-Ö 


1+  d-iT  .rrT!-r:fci,+  -- 


Et>  ergiebt  sich  hieraus,  dass  anch  statt  21) 

31)       Je.        (°-''g (.f  +  Ar-M)J, 


V^\»  +  l       Wn-2   »r— "+     •/ 
ZU  setzen  sein  wird ,  und  die  durch  Ausdehnung  verlorene  Wärme  wird 
von  dem  Dichiigkeitszostande  abhängig,   ist  also  der  geleisteten  Arbeit 
nicht  mehr  genan  proportional. 

Die  Ungenaaigkeit  des  Gesetzes  von  der  Wärmeäquivalenz  der  Arbeit 
ist  meines  Wissens  durch  Versucho  nicht  constatirt,  da  alle  Abweich- 
nogeu  der  Versnchsresnltate  von  der  das  Gesetz  als  Ausgangspunkt 
nehmenden  Kechnnng  als  Beobachtungs fehler  betrachtet  werden,  und  wo 
diese  Annabme  nicht  mehr  ausreicht,  treten  die  „inneren  Arbeiten"  an 
ihre  Stelle.  Es  fragt  sich  nun:  Was  sind  „innere  Arbeiten"?  Die  in- 
neren Arbeiten  sind  diejenigen  Wirkungen,  nelche  durch  die  Glieder 
reprSsentirt  werden,  die  den  Unterschied  der  Gleicbnugen  21)  und  31) 
bedingen,  während  das  Uariotte'sche  und  das  Gay-Lnsssc'sche  Ge- 
setz hei  dem  ideellen  Gase  durch  7),  bei  dem  wirklicben  dnrch  30)  dar- 
gestellt sind.  Es  erlebt  sich  daraus,  dass  die  inneren  Arbeiten  nichts 
Anderes  sind,  ab  das,  was  man  bei  dem  Uariotte-Gay-Liiesac'Bchea 
Gesetze  Ungenanigkeitea  nennt,  and  darum  dürfte  wohl  die  Frage  erlaubt 
sein,  ob  es  nicht  besser  wäre,  die  doppelte  Bezeichnung  fahren  zu  lasBen 
nnd  nur  eine  derselben  beizubehalten. 

Die  Wirkungen,  welche  die  Abweichnngen  der  in  Rede  stehenden 
Gesetze  von  den  Beobachtungen  bedingen,  sind  nur  klein  bei  den  Gasen, 
bei  denen  die  Uolecolardislanz  r  gross  ist  gegen  die  Dimensionen  der 
Dynamiden,  durch   welche  eben   die  Grössen  ß,  y,  ...  bedingt  werden. 
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Bei  der  Abnalime  von  r  wachaen  die  Abweichungen,  und  sie  sind  daher 
bei  dea  tropf  bar  •  Öttg&igea  nnd  don  festen  Körperu  viel  grösser,  als  bei 
den  Lnftarten. 

Wenn  das  Hariotte'ecbe  nnd  das  Gay-LnsBac'sche  Gesetz 
sowohl,  als  anch  das  Gesetz  von  dei  Wärmeäquivalenz  der  Arbeit  nur 
insoweit  richtig  sind ,  als  die  Dimensionen  der  Dyoamidon  gegen  deren  ■ 
Katfernang  von  einander  vernachlässigt  werden  können,  so  tbeileu  sie 
dasselbe  Schicksal,  -das  auch  die  Anwendbarkeit  des  Newton'schen 
Schweregesetzee  begrenzt,  denn  auch  dieses  hiirt  in  den  sogenannten 
Holeculaidistanzen  auf,  giltig  zu  sein. 

Unter  allen  Umständen  anwendbar  sind  wohl  einzig  und  all^n  die 
von  mir  aufgestellten  Nonnen  von  der  Zweiheit  der  materiellen  Substanz, 
der  AbstoBsnng  des  Gleichartigen  und  der  Anziehung  des  Entgegengesetz- 
ten, und  das  Mariotte'scbe,  wie  die  Übrigen  Gesetze,  das  der  Schwere 
nicht  nnsgenommen,  dürften  sich  zu  diesen  Normen  etwa  so  verhalten, 
wie  die  Kepler'schen  zu  dem  Newton'schen.  Die  Kepler'schen 
Gesetze  lassen  sich  aus  der  Gravitation  ableiten,  zeigen  sich  jedoch  bei 
näherer  Untersuchung  als  nicht  ganz  genau  infolge  der  Störungen,  die 
selbst  wieder  im  Scbwerege setze  ihre  Begründung  finden.  Ebenso  lassen 
sich  die  verschiedenen  obenerwähnten  Gesetze  aus  der  gegenseitigen 
Wirkung  von  Aether-  und  Massen th eilchen  entwickeln  und  sie  sind  so 
lange  genau,  als  man  die  Dimensionen  der  Dynamiden  gegen  deren  gegen- 
seitigen Abstand  vernachUssigen  kann.  Die  Abweichungen,  die  boi 
geringer  Dynamidendistanz  znm  Vorschein  kommen,  finden  ihrerseits 
wieder  in  den  von  mir  aufgestellten  Gesetzen  ihre  Begründung,  nnd  daa 
Unangenehme  dabei  ist  nur  das,  dass  man  in  dem  Gewirre  von  gegen- 
seitigen Einwirkungen  der  vernchiedenen  Molecnle  mancherlei  IrrthUmern 
ausgesetzt  ist.  Viele  Schwierigkeiten  bietet  anch  die  rechnerische  Be- 
handlung, denn  das,  was  sich  unter  dem  Namen  „Störungen"  in  der 
Astronomie  so  vielfach  In  den  Weg  stellt,  tritt  in  der  Holecnlarphjsik 
in  vielfach  erhöhtem  Grade  anf.  Allerdings  nehmen  in  derMoIecularphysik 
ebenso,  wie  in  der  Astronomie  sämmtlicbe  Kräfte  ab,  wie  das  Quadrat 
der  Entfernung  wächst;  aber  während  man  hier  mit  einer  einzigen  Kraft, 
der  Schwere,  zu  thun  hat,  muss  man  dort  zweierlei  Kräfte,  die  Anziehung 
des  ÜD  gl  eich  artigen  und  die  Abstossung  des  Gleichartigen  berücksichtigen. 
Das  grSsste  Hinderniss  ist  ahrigens  zur  Zeit  der  Mangel  an  Beobach- 
tungen, da  dnrch  denselben  die  Bestimmung  der  Conslanten  ausser- 
ordentlich erschwert,  ja  unmöglich  gemacht  wird. 

Bei  den  tropfbar-flüssigen  nnd  den  festen  Körpern  haben  wir  ein 
gegen  die  Gase  insofern  verschiedenes  Verhalten,  als  der  Druck  des 
äussern  Aethers  durch  die  Ahatossong  der  im  Körper  selbst  befindlichen, 
durch  Uassenthei leben  nicht  neutralisirten  Aethertheilchen  nur  unvoll- 
ständig compensirt  wird.     Da  demnach  ein  Theil  dieses  äussern  Aether- 
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dmekee  anderweitig  aeatratisirt  werden  mnss,  rücken  die  Molecale  des 
Körpers  etwas  näher  Busammen,  während  im  Uebrigen  die  Art  der  Grup- 
pitnng  der  sieb  abstossenden  Tfaeilcben  das  ersetzen  rnnsa,  was  an  der 
Zahl  derselben  abgebt.  Die  Gleichung  2}  besteht  abec  deonocb,  und 
wenn    F  und  r  sieb  ändern,  so  wird 

Da  es  hier  eine  specifische  Wärme  bei  coustantem  Volnm  nicht  giebt,  ist 
mit  je4er  Temperatarerhöhnng  ein  anf  Rechnung  der  Ausdehnung  in 
setzender  Würmeverlnst  verbanden.  Die  Gleichung  11)  giebt  bei  einer 
Aenderung  von  r  analog  15) 

Analog   18)  wird  aus  33) 

+-.'[(i-r)-HS)f'- •]+■•■ 

Wird  aus  II)  und  7) 

gesetzt,  wenD  man  die  Temperatur  als  dem  Quadrate  von  F  proportiona) 
nimmt,  so  wird  _,  »  sv  ,-    ,        «  s^i  .,-. 

_„.  l\if>       a<pU\drJ      aip*\dr/J 

37)  ^C  =  gJr  +  hJr*  +  .... 

Je  giebt  die  Wärme  an,  welche  verschwindet,  wenii  der  Körper  von 
der  Temperatur  *  an  um  Ji  Grade  erwärmt  wird  und  dabei  eine  solche  Aus- 
dehnung erfllhrt,  dass  seine  Moleculardistanz  von  r  anf  r+  dr  steigt.  Gehl 
man  von  0°  C.  aus ,  so  ist  also  statt  t  273  eu  setzen ,  worauf  dann  Je  die  bis 
Kur  Temperatur  von  1  (=  äi)  Graden  verscbwundeae  Wärme  beaeichoet. 

Eigentlich  haben  wir  hier  die  auf  ein  einziges  Holecul  bezügliche 
Wärme,  doch  kann  man  die  MultipHcation  mit  der  Zahl  der  in  der  Ge- 
wichtseinheit enthaltenen  Holecule  als  bereits  vollzogen  votanesebien  und 
dann  die  Gleichung  37)   als  ffir  die  Gewichtseinheit  geltend  betrachten. 

Ausser  dieser  infolge  der  Ansdebnnag  verschwindenden  Wärme  braocht 
der  Kfirper  aur  Erböbnng  der  Temperatur  eine  der  letzteren  proporlioDsl* 
Wärmemenge,  and  die  GesammtqoantitKt,  die  zur  Brwännung  der  Gewichts- 
einheit von  0^  bis  1°  C  nfitbig  ist,  ergiebt  eich  also  ans  der  GletcbDng 
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38)  c  =  ICt  +  gJr  +  k^r'-i-.... 

Die  mittlere  Wärmecapacität  erhält  man  durch  Divitiion  ron  c  durch 
I  Qnd  durch  weitere  Division  mit  der  Wftrmecapacität  des  WaaseiB  ergiebt 
sich  die  specifiscbe  Wärme. 

Eb  wäre  nun  am  Platze,  die  Formeln  36)  bis  38)  anl'  die  vorhan- 
denen Beobachtangen  anzuwenden.  Dass  die  Conatanten  g  und  A  znr 
Zeit  nicht  ans  der  Gleichung  der  Körper  abgeleitet  werden  können,  int 
von  vornherein  klar,  weil  diese  Gleichung  noch  für  keinen  Körper  be- 
kannt ist.  Es  bleibt  also  nur  fibrig,  die  Constanten  a  posteriori  durch 
Einsetzen  der  zusammengehörenden,  ans  den  Beobachtungen  abgeleittiten 
Werthe  vjin  l  und  Jr  zu  bestimmen.  Allein  euch  in  dieser  Beziehung 
sieht  es  schlimm  genug  ans.  Durchsucht  man  die  physikalischen  Werke, 
so  6ndet  man  Untersuchungen  aber  die  specifiscbe  Wärme  der  Körper  ia 
Hülle  und  Fülle;  aber  so  eine  alleinstehende  Beobachtung  ist  nicht  zu 
gebrauchen,  denn  es  ist  hier  die  Kenntniss  der  specifischen  Wärme  bei 
verschiedenen  Temperaturen  nöthig  und  dadurch  schränkt  sich  die  Zahl 
der  verwendbaren  Beobachtungen  bedeutend  ein.  Noch  schlimmer  steht 
es  bezüglich  der  Ausdehnungsbestimmungen.  Allerdings  schleppen  sich 
einige  der  letzteren  durch  die  Physikbücher,  aber  der  Ausdebnnngscoefä- 
eieut  wechselt  mit  der  Temperatur  und  darauf  ist  in  den  wenigsten  Fäl- 
len Bücksicht  genommen.  Bezüglich  der  festen  Körper  ist  noch  zu 
berücksichtigen,  dass  die  specifische  Wärme  und  sicherlich  auch  die  Aus- 
dehnung verschieden  sind,  je  nachdem  der  Körper  gewalzt,  gedrückt 
u.  B.  w.  ist,  und  es  wäre  also  ganz  unzulässig,  Ausdehnungen  und  spe- 
cifische Wärme  verschieden  behandelter  Körper  der  nämlichen  Rechnung 
zu  Grande  zu  legen.  Krystalle  etwa  ausgenommen,  mtiSBen  sämmtllche 
Beobachtangen  an  einem  und  demselben  Stücke  voigeuommen  seio.  Diese 
Grundbedingung  ist  bei  den  festen  Körpern  nirgends  eifüllt.  Für  Flüs- 
sigkäten  gilt  diese  Einschränkung  nicht,  dafür  Bind  dieselben  als  Ver- 
snchsobjecte  um  so  spärlicher  rertreten.  So  kommt  es,  dass  wir  an 
znveiläsaigen  Beobachtungen  einzig  auf  das  Wasser  beschränkt  sind, 
dessen  specifische  Wärme  Beguault  bei  verschiedenen  Temperaturen 
bestimmt  hat,  während  wir  Kopp  die  Untersuchung  der  Ausdebaungsver- 
bältnisse  verdanken. 

Zusammengehörende  Werthe  von  //r  und  mittlerer  spectfiscber  Wärme 
fär  die  verschiedenen  Temperaturen  sind: 


(. 

^r. 

i  Hittl,  spec  warme. 

j   Regnault, 

Rechnung. 

40 
60 

0,0006221 
0,0026041 

0,0054997 

1,0005 
1,0013 
1,0028 

1,00066 
1,00138 
1,0022S 

.  Google 
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Dm  die  Glcicfaung  38)  auf  diese  Beobachtungea  anzuwenden,  int 
zunSchst  zu  bemerken,  dass  die  Wärmemenge,  welcbe  man  braacbt,  um 
die  Gewicbtsoinheit  Wassers  von  0"  auf  l'*  zu  erwKrmen,  als  Einheit 
gesetzt  werden  muss,  und  da  die  Aendernng  ^r  fUr  dieses  Temperatar- 
interra)!  —  0,0000177  beträgt,  ist 
39)  1  =  Ä-  -  0,0000177a  4-  0,0000177*A. 

Um  Wasser   von  0"  auf  20"  zu  erwKrmen,    brancbt  mau  vorsteben- 
der  Tabelle    zufolge    20.1,0005  =  20,01  W.-E.    und   es  ergiebt  sieb  also 
204"+  0,0005221  g  +  0,000522I»A 
7  =20,01(f -0,0000177  j?  +  0,0000177'A). 

Wenn  man  nun  Hir  die  Übrigen  Temperaturen  die  cntsp  recken  den 
Gleicbnugen  bildet  und  dann  g  und  h  bestimmt,  so  erbält  man 

i;  =  14,615i',     ft=1344,5i', 
uud  mit  Zuziebung  von  40)  werden 

^=1,00026,     <f=14,619.     A  =  1344,9. 

Werden  diese  Werthe  in  die  Gleicbnngen  40)  eingesetzt,  uud  be- 
stimmt man  mit  ibrer  Hilfe  die  mittlen^  epecifische  Wärme,  so  erbält  myi 
die  in  der  Tabelle  unter  der  Rubrik  „Recbnnng"  angegebenen  Werthe, 
und  es  zeigt  sich,  dasa  die  apecifiacbe  Wärme  des  Wassers  eich  ans  30) 
ableiten  lässt;  es  ist  jedoch  dabei  zu  bemerken,  daas  anch  die  in  der 
Bnbrik  „Kegnault"  stehenden  Werthe  nach  einer  andern  Formet  aus  (mir 
nicht  zur  Verftigung  stehenden)  Originalbeobacbtungen  abgeleitet  sind, 
dass  also  die  Grössen  K,  g  nnd  A  möglicher  weise  noch  etwas  anders 
werden  können,  wenn  man  bei  ibrer  Bestimmung  die  Originalbeobacb- 
tungen zu  Gmnde  Ipgt. 

Fassen  wir  die  im  Vorstehenden  gewonneaen  Resultate  zusammen, 
so  ergiebt  sich,  dass  die  Abhängigkeit  der  specifischeu  WArme  von  der 
Temperatur  sich  auf  eine  Ausdebnungserscbeinong  zurückfiihreii  lasse. 
Bekanntlich  hängt  die  specifiscbe  Wärme  der  Körper  auch  von  ihrer 
Textur  ab.  So  hat  Begnanlt  gefunden,  dass  dieselbe  bei  den  ver- 
schiedenen Kohlen  eine  verschiedene  sei.  Wenn  —  worHber  jedoch  keine 
verwendbaren  Beobachtungen  vorhanden  sind  —  auch  die  Ansdehnuugs- 
coefScienten  der  Körper  sich  mit  ihrer  Textur  ändern,  so  ist  auch  Aus- 
siebt vorhanden,  die  entsprechenden  Abweichungen  der  specifischen 
Wärme'  zn  erklären.  Dasselbe  gilt  von  dem  Satze ,  dasa  das  Product  aus 
specifiacber  Wärme  uud  Atomgewicht  für  verschiedene  Körper  das  gleiche 
sein  soll,  denn  es  braucht  ja  nur  derjenige  Körper,  bei  dem  sich  ein 
grösseres  Product  ergiebt,  einen  entsprechend  grüsaer^n  Ausdehnnugs- 
coefßcienten  zuhaben.  Selbstverständlich  ist  dabei,  daas  die  bestehenden 
Verschiedenheiten  der  Producte  nicht  allzugross  sind;  bedeutendere  Ab- 
weichungen mögen  da  ihren  Gmnd  haben,  wo  man  sie  auch  jetzt  sucht, 
in  der  Zusamtnen setz ungsformel .     Es  ist  übrigens  nicht  nur  möglich,  eon- 
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dem  anch  höchal  wahracheinlich ,  dass  es  noch  anbekannte  UmsUnde 
^ebt,  die  hier  eine  Rolle  spielen  und  die  sich  wohl  aas  den  Omnd- 
geselzen  ebenso  ableiten  lassen,  vie  dieses  bei  dem  mit  der  Volnm- 
zanahme  verbundenen  Wärm everl aste  der  Fall  ist,  an  die  man  aber  ,znr 
Zeit  gar  nicbt  denkt.  So  wenig  der  Lauf  eines  Gestirnes  durch  Ein- 
reebunng  einer  einzigen  Störung  genan  dargestellt  werden  kann,  so  wenig 
kann  dieses  bei  den  Wfinneerscbeinungen  der  Fall  sein,  FUr  jetst  ist 
sieber,  dass  die  Aasdebnnng  nicht  nnr  bei  den  Gasen ,  sondern  auch  bei 
den  übrigen  Kürpern  von  Binfluss  auf  die  specifische  Wirme  ist,  und 
es  mass  abgewartet  werden,  wieviel  von  den  Unregelmässigkeiten  der 
letzteren  übrig  bleibt,  wenn  der  störende  Einfluss  der  Ausdehnung  mit 
Hilfe  einschlägiger  Beobachtungen  eliminirt  ist.  Bleiben  dann  Unregel- 
mMssigkeiten  übrig,  so  kann  man  erst  wieder  na^h  der  sie  veranlassenden 
Ursache  suchen.  Soll  dieses  jedoch  möglich  sein,  so  ist  es  unbedingt 
nothig,  dass  man  die  Untersuchungen  nicht  aaf  eine  einzige  Erscheinung 
beschränkt,  sondern  sie  auf  deren  Gesammtheit  ausdehnt)  wie  ja  die 
Katur  ebenfalls  nie  eine  einsige  Erscheinung  leigt.  So  nittzt  es,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  gar  nichts,  die  specifische  Wärme  eines  KCrpers  bei 
einer  gegebenen  Temperatur  zn  kennen,  wenn  man  nicht  ihre  Abhängig- 
keit von  der  Temperatur  und  die  Ausdehnungs Verhältnisse  des  Körpers 
auch  weiss.  Die  möglichst  vollständige  Kenntniss  einiger  weniger  Kör- 
per wUrde  der  Molecularphyeik  viel  mehr  Vorschub  leisten,  als  ünter- 
anchnngen,  die  sich  über  grosse  Reihen  von  Körpern  erstrecken,  aber 
nur  eine  einzige  Erscheinung  berücksichtigen.  Theilnng  der  Arbeit  wäre 
hier  wohl  am  aweckmässigsten. 

Die  nämliche  Ursache,  welche  hei  der  Ansdehnnng  eines  Körpers 
einen  Wärmeverlust  bedingt,  veranlasst  auch  die  Erecbeinnng  der  laten- 
ten Wärme.  Schmilzt  ein  fester  Körper,  so  wird  die  Kraft,  welche  das 
schwingende  Mnlecul  in  die  GleichgewicLtslage  zurückfuhrt,  kleiner  nnd 
es  verschwindet  Wärme.  Diese  Abnahme  der  beschleunigenden  Kraft 
tritt  anch  dann  ein,  wenn,  wie  hei  dem  geschmolzenen  Eise,  das  Voln- 
men  der  Flässigkeit  kleiner  ist,  als  das  des  festen  Körpers,  denn  wah- 
rend die  Moleculardistanz  bei  den  Flüssigkeiten  nnr  wenig  oder  gar  keine 
Verschiedenheit  zeigt,  bewirken  gerade  diese  Differenzen  die  Härte  des 
Körpers,  nnd  je  bedentender  die  Verschiedenheiten  der  Disbnzen  be- 
nachbarter Molecnle  sind,  um  so  mehr  wird  die  Kraft,  welche  die 
schwingenden  Theilchen  in  die  Gleichgewichtslage  zurUckfUhrt,  diejenige 
überragen,  welche  unter  sonst  gleichen  Umständen  hei  geringeren  Distan- 
zen vorbanden  ist. 
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xin. 

Das  Frincip  der  kleiiiBteii  Arbeit  der  Terlorenen  Krftfte 
alfl  ein  allgemeines  Princip  der  Mechanik. 

Von 

Prof.  Rachmaninoff, 

wirtl.  ^tOfttinth  In  Klsw, 

Hierzn  Taf.  UI,'  t^g,  1. 

§  1.  Bevor  vir  zur  Änseinsadersetziiiig  von  dem,  wob  wir  nnter 
dem  Princip  der  kleineten  Arbeit  der  Terlorenen  Krftfte  Terstebeu,  nnd 
znr  Ableitnng  ans  demselben  der  BewegangHgleiebnngen  eines  Systems 
TOD  mftteTiellen  Funkten  treten,  vollen  wir  ein  Tbeorem  ans  der  reinen 
Analysis  beweisen. 

Es' sei 

1)  X6x+yi!,  +  Ziz  +  ... 

eine  in  Bezng  anf  die  unendlich  kleinen  Grössen  ix,  8j/,  ix,  ...  homo- 
gene lineare  Function,  yto  X,  Yy  Z,  ...  Functionen  von  ix,  y,  c,  ... 
seien;  es  seien  anseerdem  homogene  Functionen  von  ix,  iy,  Sz,  ... 

2)  Aix+Bi!,  +  Ciz  +  ...,    ^,da:4.£f,öy-t-C,«i-f-...,     ... 
und 

3)  üix+rii,+  WSx  +  ...,     UiSx+VfSy+Tf\iz  + 

gegeben,  wo  die  Coefficienten  von  8x,  ig,  Sz,  ...  Functionen  von 
X,  y,  z,   ...  seien. 

Wir  wollen  sehen,  welche  Bedingungen  die  Coefficienten  X,y,Z,... 
der  Functionen  1)  nnd  die  Coefficienten  A ,  B,  ...  A^,  £,,  ...  V,  V,  ... 
^n  ^i>  -v  ^«•'  Functionen  2)  und  3)  erfällen  müssen,  damit  die  Fnnc- 
tion  1)  keinen  positiven  Werth  von  denjenigen  unendlich  kleinen  iXy 
iy,  dz,  ...,  welche  die  Functionen  2)  positiv  oder  gleich  Null  und  die 
Function  3)  gleich  Null  machen,  annehme. 

Indem  wir  voran asetzen ,  dass  die  Anzahl  der  Functionen  2)  und  3^ 
klüner  sei,  als  die  der  veränderlichen  x,  y,  i,  ...,  fligen  wir  zu  den 
ersteren  soviel  neue  willkürliche  lineare  nnd  in  Bezug  auf  Jis,  dy,  4t,  ... 
homogene  Functionen  iSl,  di2,,  ...  hinzu,  dass  die  Anaalil  der  Fonc- 
tionen  2)  nnd  3)  mit  der  der  willkürlichen  iSl,  d^i,  ...  der  Anzahl 
der  unendlich  kleinen  Sx,  iy,  8z,  ...  gleich  wird.,       ,,  i,Ci(K>qIc 
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Da  die  Functionen  SSI,  SSii,  ...  viUkUrlich  nnd  von  den  2)  nnd 
3}  verschieden  sind,  so  können  sie  entweder  positiv,  oder  negativ,  oder 
gleich  Null  Verden  Tür  diejenigen  Werthe  von  dx,  Sy,  it,  ...,  welche 
die  Functionen  2)  positiv  oder  gleich  Nnll,  -und  die  Fnoctionen  3)  gleich 
Nnll  machen. 

Welche  die  Coefficienten  der  Functionen  1),  2)  und  3)  anch  sein 
mögen,  so  können  -wir  immer,  indem  wir  nnter  il,  1,, ...  fi,  f^, ...  m,  <»,,  ... 
nnbestimmte  OrSssen  verstehen, 

XSx+Yiy  +  Z6t-\-...-\-).  {A  ix-\-B  Sy-\-C    St  +  ...) 

+  l,(^,da;  +  5,dy+C,  di  +  . ..)  +  .-.. 
4)         .  +(i  {Vix^-V  iy^W6z  +  ...) 

+  ^(P,*a:+»',Äff  +  If',««+. ..)  +  ... 
+  wdß+Widß,  +  ...  =  0 
für  alle  beliebigen  Werthe  von  ix,  Sy,  it,  ...  setzen.  In  der  That, 
da  See,  Sy,  dl,  ...  immer  ganz  willktlrlicli  nnd  l,  Ij,  ...  fi,  fi^,  ... 
a>,  <Di,  ...  unbestimmt  bleiben,  so  bat  man  die  CoefScienten ,  welche  bei 
den  ersteren  in  der  obigen  Gleichung  4)  vorkommen ,  gleich  Null  zu 
setzen;  man  erhält  auf  diese  Weise  ebensoviel  Gleichungen,  als  Grfis- 
sen  1,,  i,,  ...  fi,  Pi,  ..-  u,  «1,  ...  da  sind,  und  kann  ans  diesen 
Gletchnngen  diejenigen  Werthe  von  k,  Ij,  ...  fi,  fi,,  ...  u;  «»,,  ...  er- 
mitteln, welche  die  Gleichung  4)  für  alle  willkürlichen  Sx,  äy,  8z,  ... 
möglich  macheu. 

Die  Gleichung  4)  wollen  wir  nun  in  der  Form 
XSz  +  r  5g +  ...  =  - k(ASx  +  BSy+...)-kt{Jidx+B^Sy +...)+... 
5)  ~f^{üex+V6y+...)-^,[ÜiSx+V^S!, +...)+... 

—  a  S£l  —  (i>,3ß,  — ... 
darstelteii.  Damit. ^er  erste  Theil  dieser  Gleicbnng  bei  allen  Werthen 
der  unendlich  klHnen  Grössen,  welche  die  Functionen  2)  positiv  oder 
gleich  Null  nnd  die  Functionen  3)  gleich  Null  machen,  keinen  positiven 
Werth  annehme,  mflssen  die  Grössen  m,  », ,  ...  als  gleich  Nnll  sich 
bestimm«!  lassen;  sonst  würde  man  solche  Werthe  für  die  unendlich 
kleinen  ix,  Ss,  Sz,  ...  wKblen  können,  welche  die  Functionen  2)  nnd 
3)  gleich  Null  machen,  und  die  .Function  1)  würde  einer  Summe  belie- 
biger Functionen  SSI,  SSl^,  ...  gleich  werden,  welche  auch  positiv  aus- 
fallen könnte,  die  letzte  Folgerung  wUrde  aber  der  zu  Grunde  gelegten 
Voranssetznng  widersprechen.     Folglich  mnse 

Xix+riy  +  ...  +  X  [A    Sx  +  B   S9  +  ...) 
ß,  +k^{A,Sx+B,Sy  +  . ..)  +  ... 

'  +f<  (F  Sx+V  Sy-k-...) 

+  *»,(t/,<a:+ r.dff +  ...)  +  ...  =  0 
für  alle  beliebigen  Werthe  von  Sx,  Sg,   ...  sein  od^r,    wa,s^^q^^)«|i>t, 
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7)  J   r+iB  +  x,B,+...  +  ,,r  +  i.,v,  +  .:.  =  o, 


in  welche  Oleichungen  der  Änsdmck  6)  zerfSlIt.  Ferner  ist  es  erricbt- 
licfa,  daas  die  Coefficienten  l,  ij,  ...  als  poeitir  ans  den  Oleiohnngen  7) 
bestimmt  werden  müsann,  damit  der  erste  T heil  der  Gleiclrang  5)  bei  den 
Werthen  der  unendlich  kleinen  Grössen ,  welche  die  Fnuctionen  2)  posi- 
tiv oder  gleich  NqU  and  die  Fnnctionen  3)  gleich  Noil  machen,  keine 
positiven  Werthe  aDnimmt;  sonst  würde  der  erste  Theil  der  Gleiehang 
5),  indem  man  für  Sx,  Sy,  ...  solche  Werthe  wählte,  die  Fnncdoo 

Jöx+BSy'i-Ciz  +  ... 
positiv  nnd  die  anderen  Fnnctionen  2)  and  3)  gleich  Nnll  machten,  fOr 
negative  Werthe  i  positiv  anefallen. 

Wir  haben  also  folgende  Bedingungen  gefanden,  die  erfSlIt  werden 
müssen,  damit  die  Fnnction  1)  bei  denjenigen  Werthen  von  Sa-,  Sif,St,  .,., 
welche  die  Fnnctionen  2)  positiv  oder  gleich  Null  nnd  die  Fnnctionen 
3)  gleich  Nnll  machen,  keine  positiven  Werthe  annehme. 

1.  Es  mass  Gleicbnng  6)  fttr  alle  beliebigen  Werthe  von  Sx,  Ay, 
dz,  ...  gelten,  d.  h.  die  Fauction  I)  addirt  zn  den  Fnnctionen  2)  und 
3),  von  denen  jede  mit  einem  nnhestimmten  Factor  mnltiplicirt  ist,  mnas 
für  alle  beliebigen  Werthe  dir,  dy,  6i,   ...  gleich  Null  werden. 

2.  Die  Factoren  ilj,  itg,  ...  mUssen  positiv  sein.  Diese  Beding- 
ungen sind  nicht  nur  nothweudig,  sondern  ancb  genügend,  da  die 
Fnnction  1),  wenn  dieselben  erfällt  werden,  bei  allen  Werthen  von  8:t, 
dy,  dl,  ...,  welche  die  Functionen  2)  positiv  oder  gleich  Null  nnd  die 
Fnnctioaen   3)  gleich  Nnll  machen,  keine  positiven  Werthe  annimmL 

Da  ix,  8y,  dz,  ...  willkürlich  sind,  so  müssen  ihre  Coefßcienten  in 
Gleichung  6)  gleich  Nnll  werden;  daraus  erhftlt  man  soviel  Gleichungen 
7),  als  unendlich  kleine  'dx,  8y,  öz,  ..,  vorhanden  sind;  eliminirt 
man  ans  denselben  die  unbestimmten  Factoren  üj,  l^,  ...  (x,  fi^,  ...;  so 
erhHit  man  Ausdrücke,  welche  die  gesagte  Abhängigkeit  der  Coefficien- 
ten  der  Functionen  1),  2)  nnd  3)  von  einander  datsteilen. 

Zn  den  auf  diese  Weise  erhaltenen  Gleichnngen  muss  man  noch  die 
Ungleichheiten  hinzufügen,  welche  ausdrücken  sollen,  dass  die  aus  den 
Gleichungen  7)  ermittelten  Factoren  stets  positiv  bleiben,  welche  nnme- 
risehen  Werthe  sie  auch  annehmen  mögen. 

§  2.  Wir  gehen  jetzt  zur  Erklärung  dessen  über,  was  wir  nnter  dem 
Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Krftfte  verstehen,  und  snr 
Ableitung  ans  demselben  der  Bewegungsgleichungen  eines  Systems  von 
materiellen  Punkten,  um  die  Bewegung  eines  Systems  materieller  Punkte 
ermitteln  zu  können,  mnss  zuerst  das  Letzte  bestimmt  werden,  d.  b.  es 
mnas  gezeigt  werden,   welche  Verrttckungen   für  das  betrachtete  System 
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mäglich  sind;  dann  mSssen  die  KrSfte,  welche  auf  die  mftteriellen  Punkte 
wirken,  gegeben  sein.  Bekanntlich  wird  ein  System  von  materiellen 
Punkten  mittelst  folgender  Bedingungen  analytisch  bestimmt:  Diejenigen 
Verrttcknngen  sind  mSglich,  welche  gewisse  lineare  Fnnctionen  in  Bezug 
»nf  die  Verrttcknngen  gleich  Nnll  oder  gleich  Nnll  nnd  positiv  machen. 
Im  letztem  Falle  findern  die  erwähnten  Functionen  ihr  Zeichen  nicht 
anders,  als  beim  Uebergange  von  den  möglieben  Verrttcknngen  sn  den 
QDmfiglicben.  Das  System,  dessen  Bewegung  zu  ermitteln  ist,  bestehe  ans 
n  materiellen  Punkten,  deren  Hassen  tn,,  m^,  ...  mt,  ...  m^  nnd  deren 
Coordinates  fUr  das  Ende  der  Zeit  ( 

seien. 

Es  seien  diejenigen  Verrttckangeo  des  Systems 
i8x^,Sy„it^),  {ix,,Sy„Szt),  ...  {Sx,,  öy^,  iz,),   ...  (d«„dy#,di.) 
mSgltch,  welche  die  linearen  Functionen  derselben 


positiv  oder  gleich  Nnll  nnd  die  FuDctiouQü 

fSxi  -8y,  dti       \       dl 


gleich  Nnll  machen.  In  den  angeführten  AuädrUcken  bezeichnen  Xi,  y^,  tf 
die  Coordinaten  eines  Pnnktn  m,-  des  Systems  nnd  dem  t  sind  alle  ganz 
nnmeriseben  Werthe  von  1  bis  n  zn  ertheiten. 

Setzen  wir  femer  voraus,  dass  auf  das  mittelst  der  Bedingungen  der 
mSglichen  Verrückungen  8)  und  Q)  bestimmte  System  von  materiellen 
Punkten  die  KrXfle  J^,,  F,,  ...  Fi,  ...  F.  wirken,  deren  Projectionen 
anf  drei  rechtwinklige  Coordinaten axen  resp. 

(x„  r„z^),  (j„  r„  2,),  ...  (j-,,  r,,z,),  ...  (x„,  r„z,) 

seien.  Kennt  man  die  Bedingungen  der  mögliclian  VerrUckdugen  eines 
Systems  nnd  die  Krfifte,  welche  auf  die  materiellen  Paukte  desselben 
wirken,  so  findet  man  die  Bedingungen  (Oleicbnagen)  einer  wirklichen 
Verrllckung  des  Systems  während  eines  nnendlich  kleinen  Zeitintervalls 
Bt  nnd  ermittelt  auf  diese  Weise  die  Bewegung  des  Systems.  Wir  wol- 
len die  Charakteristik  eines  DlfTerentials  auf  diejenigen  Aendernngen  von 
Coordinaten  beziehen,  welcke  infolge  wirklicher  Verrttcknngen  der  mate- 
riellen Punkte  stattfinden.  (K^oK' 

K«ltMhrtft  tHMIianitUc  a.  Fbralk  XXIV,  t.  14^  '  O 
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Da  die  «irklichea  Verrllckangen 
{dT^,d9„ez^),  (dx^,ds^,d^),  ...  {dxi,8y,,Szt),  ...  (ßx„dyn,dz,) 
der  materiellen  Punkte  eines  Systems  mithin  auch  zn  den  möglieben  Ver- 
rilckungen  deeeelben  gehören,  so  mUaaen  dieselben  die  Functionen  §)  and 
9)  gleich  Null  machen,  im  Fall  die  Hindemisse,  auf  welche  jene  Func- 
tionen sich  beziehen,  wirklich  als  solche  Torkemmeo.  Die  Hindemisee, 
welcbe  auf  die  Functionen  8)  sich  bezieben,  schlieasen  fflr  die  sich  be- 
wegenden Hassen  einen  l'heil  des  Raumes  aus  nnd  lassen  fQr  die  Be- 
wegung den  andern  Theil  frei.  Fttr  den  ersten  Theil  des  Eanmea  wer- 
den die  Functionen  8)  negatir  und  für  den  zweiten  positiv.  Die  Hin- 
dernisse kommen  nur  dann  als  wirksam  vor,  wenn  sie  den  Ueberguig 
materieller  Punkte  ans  einem  Tbeile  des  Baumes  in  den  andern  verhin- 
dern. Folglich  gehen  die  wirklichen  Verrfickungen  des  Systems  an  der 
Grenz?,  welche  die  beiden  Känroe  von  einander  trennt,  vor  sieb,  sonst 
würden  die  Verriickungen  von  Hindernissen  unabbSngig  sein.  Was  nun 
die  Functionen  9)  betrifft,  so  ist  es  ersichtlich,  dass  die  wirklichen  Ver- 
rückungen,  in  denen  sie  möglich  sind,  die  Fnnctionen  9)  gleich  Nnll 
machen.  Daraus  schlieasen  wir,  dass  eine  wirkliebe  VerrUcknng,  welche 
die  Functionen  8)  nnd  9)  gleich  Null  macht,  sich  durch  folgende  Gleich- 
ungen bestimmen  lässt: 


.81  =  0, 
.81  =  0, 

§  3.  t)a  die  Anzahl  der  Gleichungen  10)  nnd  11)  immer  klmner 
ist,  als  die  der  Ceordinaten,  welche  die  Lage  der  materiellen  Punkte 
eines  Systems  bestimmen,  so  mflssen  noch  andere  Bedingungen  der  wirk- 
lichen Verröckungen  ermittelt  w^den. 

Es  sei  Oj  die  Lage  eines  materiellen  Punktes  des  System«  für  das 
Ende  der  Zeit  (,  es  stelle  OtAt  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  Of  vor, 
welche  der  Punkt  m^  am  Ende  der  Zeit  (  hat;  dann  stellt  OfAi  ebenso 
diejenige  VerrUcknng  vor,  welche  vom 'Punkte  mr  infolge  der  von  ihm 
erworbenen  Geschwindigkeit  in  dem  unendlich  kleinen  Zeitintervalll  dl 
gemacht  wKre. 

Es  sei  Ojßi  diejenige  Verriicknng,  welche  der  Punkt  mi  wXbrend 
der  Zeit  81  unter  der  Wirkung  der  Kraft  F^  gemacht  hXtte,  wenn  der- 
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aelbe  keine  erworbene  Geschwindigkeit  beaäese  nnd  ganz  frei  wäre;  die 
Diagonallinie  OiC(  des  aaf  OiA/  und  0^  fi,  gebauten  ParAllelogramms  würde 
die  Verrfjcknng  des  materiellen  Pnnktes  mi  vorstellen,  falls  der  letzte 
znr  Zeit  (  frei  wäre  und  mit  an  friiber  erworbenen  Geschwindigkeit  r,- 
unter  der  Wirkung  der  Kraft  Ft  sich  bewegte.  Da  aber  der  betreffende 
Pnnkt  nnfrei  ist,  so  kann  er  nicht  nach  OfCt  sich  verschieben  und  voll- 
endet eine  wirkliche  VenUcknng  OfEi.  Wir  wollen  die  »ach  der  Rich- 
tnng  jii  Ci  wirkende  Kraft  F)  in  zwei  andere  zerlegen ,  welche  resp.  nach 
den  üicbtnngeD  jIi  Ei  and  Ei  Ci  wirken ,  nnd  dieselben  durch  /,•  und  P^ 
bezeichnen.  Die  erste  von  diesen  Kräften  vemrsacht  solch  eine  Ver- 
rfleknng  jitEi,  welche,  indem  sie  sich  mit  der  infolge  der  erworbpnen 
Geschwindigkeit  stattfindenden  Verechiehung  O^A,  verbindet,  die  wirk' 
liehe  Verrtickung  des  materiellen  Pnnktes  znr  Folge  hat,  als  ob  der 
letzte  sich  frei  bewegte.  Führt  man  dieselbe  Zerlegung  für  alle  Punkte 
des  Systems  durch,  so  sieht  man,  dass  die  Kräfte  J,,  J^,  ...  J,-,  ...  J„ 
wirkliche  VerrUcknngen  verursachen,  als  ob  jeder  der  Punkte  frei  wäre- 
Was  die  Kräfte  P,,  Pj,  ...  P,-,  P„  betrifft,  so  dürfen  dieselben 
kein  Bestreben  haben,  eine  solche  Verrilckang  zu  erzeugen, 
welche,  mit  der  wirklichen  verbunden,  eine  mögliche  Ver- 
rückung  zur  Folge  hätte.  Die  letzte  Bedingung  dient  zur' Herstel- 
lung der  fehlenden  Gleichungen  von  wirkliclften  Verrilckungen.  Zuerst 
wollen  wir  aber  diejenigen  VerrUckungen  näher  ins  Auge  fassen ,  welche, 
mit  den  wirklichen  verbunden,  mögliche  Vei-rückungen  er- 
geben.    Es  sei 

(^*i,^y,,^j,),  {Ax^,Ay^,d^),    ...   (d^i,Jy,,Jz,),   ... 

'  idS„,dy„,din) 

eine   beliebige  Verschiebung   eines  Systems;   verbindet   eich   dieselhe  mit 
der  wirklichen  Verschiebung,  so  ergeben  sich  die  Verrfickungen 
(Jx,  +  dx^,  dg^+^>/^,  ^i,  +  2t,),     [dx^  +  dx^,  ^Ä  +  ^yj,   Ji^  +  dz^), 
13)  ...  (Jxf+Sa^i,  JSi  +  dsi,  Jit  +  ^^i), 

...  {Jx„  +  dx„,  Jy„  +  89n,  dt,  +  dz,). 
Hat  die  Verschiehaug  12)   in  Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mög- 
liche Verschiebung  zur  Folge,  so  müssen  Jxt  +  dri^  Jy,-\-dyt,  '^^i  +  dt,, 
wenn    dieselben    in    die  Functionen    8)   und  9)   statt  da-,-,  jj/j,  Szi  sub- 
stitnirt  werden,  die  Functionen 

!„(3Z'  ^      ,9/-'  .   ai'   .    ( 

+  £!- —  dxt  +  ^r—  dy,+^—  dzt\+-^.dt, 
fdXi  Oyi  0Z{         \        öl 

positiv  oder  gleich  Null  machen  nnd  die  Functionen  _, 
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gleich  Nnll  machen. 

Infolge  der  Oleicbnngen  10)  nnd  11)  geben  aber  die  Ansdrficke  14) 
nnd   15)  in  folgende  lineare  homogene  Functionen  Über: 

\dL'  dl'  dl'        \  idL"  dl"  dl"        I 

and 

.,>  „(ä«'  ,     .  ä'  ^     ,  sif ,  I      Mir  ,     ,8«''        ,11'  ,  \ 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  alle  Verrilcknngen  12),  welche  in  Verbindong 
mit  der  wirklichen  mögliche  Verrttcknngen  zar  Folge  haben,  die  homo- 
genen linearen  Functionen  16)  positiv  und  gleich  Nnll  und  die  Functio- 
nen 17)  gleich  Nnll  machen.  Man  siebt  ancb,  dass  die  Ausdrücke  16) 
nnd  17)  Aendemugen  der  Functionen  t',  £",  ...  M',  M",  ...  Torstelien, 
welche  von  den  ZeitXndemngen  unabhSngig  Bind. 

Es _  sei  KiD(  die  erwähnte  VerriJckung  J.ij  eines  materiellen  Punktes 
tfii  und  ^Xi,  'dyf,  dtt  seien  Projectiooen  derselben  auf  Coordinaten. 
Aus  dem  Dreiecke  DiEtCf  erhält  man 

wobei  (Di  Et,  EtC,)  den  Winkel  zwischen  der  Verrückung  und  der  Rich- 
tung der  verlorenen  Kraft  Pi  bezeichnet.  Mnltiplicirt  man  diese  Oleicb- 
nngen mit  nifund  nimmt  man  die  llber  alle  Punkte  des  Systems  ausgedehntp 
Summe,  so  erhält  man 

ümj ,  di'Ct^  —  Enti .  EfCi^ 

=  £ini.DtE,''~ii:mi.  ^^.  siCt .  cos  (Di  Ei ,  KiC,). 

Im  zweiten  Gliede  des  rechten  Theiles  der  letzten  Gleichung  bezeichnet 

RiV-i  diejenige  Verrbckung,  welche  die  verlorene  Kraft  Pt  bei  freier  Be- 

we^ng  des  betreffenden  materiellen  Punktes  erzeugt  hätte. 

■Tone  Verriicknag  wird  aber  durcb  die  Gleichung 

.9,  -^=£-¥ 

.bestimmt.     Wird  statt  Efd  ihre  Grösse  substitnirt,  so  erhHlt  man 

2Zmi./JiKi.  YiCi.cos{I>iEi,  W^)  =  dt*  .  ZP,.  DiKi.  •■os(Pi .  D,  E,). 
Da  aber  die  verlorenen  Kräfte  /•,,  P^,  ...  Pi,  ...  P„  keine  Verrückungen 
erzeugen   können,    welche   in    Verbindung  mit   den    wirklichen   mtiglicbe 
VerrUcknngen  zur  Folge  haben  würden,   nnd  da  Kräfte  in\  Allgemeinen 
keine   Bpsirehnngen    haben,  Verrücknngpn    zn    erzeugen,    in    Bezag   auf 
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welche  das  gesammte  Moment  keinen  positiven  Wertb  annimmt,  so 
schliBBsen  wir,  dass  das  gesammte  Koment  ^er  verloieaen  KiSfte 

£Pi.ßiEi.cos{Pi,  DE) 
and    folglich   &ncli    d«a    zweite  Glied    des  rechten  Theiles  der  Gleich- 
angen  18) 

2£mi.DtEi .  E^\ .  coj(i)j  Et ,  E^,) 
keinen  positiven  Werth  annehmen   kann  nnd  dass  der  rechte  Tbeil  der 
erwähnten  Gleichungen   immer  positiv  bleibt.     Anf  diese  Weise  kommt 
man  zum  Schlosse,    dass   bei  der  Bewegnag  eines  Systems  materieller 
Pnnkte 

Enti-BiCt*  <.EtiH.DiCi^. 
Diese  Ungleichheit  achliesst  in  sich  das  sogenannte  Ganss'scbe  Princip 
des  kleinsten  Zwanges  ein,  das  aber  von  GanSB  nnr  für  den  Fall 
bewiesen  wnide,  wo  die  Bedingnngen  des  Systems  von  der  Zeit  nn- 
abhSngig  sind.  „Das  oene  Princip",  sagt  Gauss,  „ist  onn  folgendes: 
Die  Bewegung  eines  Systems  materieller,  anf  was  immer  Itlt  eine  Art 
noter  sich  verknüpfter  Pnnkte,  deren  Bewegungen  zugleich  an  was  Immer 
für  äussere  Beschränkungen  gebunden  sind,  geschieht  in  jedem  Augen- 
blick in  mögliebst  grosser  Uebereinstimmung  mit  der  freien  Bewegang 
oder  unter  mfiglichst  kleinem  Zwange,  indem  man  als  Maass  des  Zwanges, 
den  das  ganze  System  in  jedem  Zeittfaeilchen  erleidet,  die  Summe  der 
Producte  aus  dem  Quadrate  der  Ablenkungen  jedes  Punktes  von  seiner 
freien  Bewegung  In  seine  Masse  betrachtet."  (Gauss'  Werke,  Bd.  V 
S.  26.) 

Man  kann  aber  die  Ungleichheit  20)  in  einem  andern  Sinne  be- 
trachten, der  ihre  mechanische  Bedeutung  genauer  ausdrückt.  NSmlicb 
ee  kann  der  Ausdruck 

der  bei  wirklichen  Verrllcknngen  den  kleinsten  Wertb  annimmt,  nach  der 
Gleichung  19)  in  die  Form 

"-^.ZPi.Eid 
transfoimirt  werden  oder  auch  in 

indem  EjCf=pi  gesetzt  wird.  Da  aber  Pi  die  verlorene  Kraft  bezeichnet 
and  Pi  die  Verrttcknagen ,  welche  jene  Kraft  bei  freier  Bewegung  dem 
materiellen  Punkte  ertheilt  hätte,  so  stellt  SPiPi  diejenige  Arbeit  vor, 
welche  die  verlorenen  Kräfte  bei  freier  Bewegung  erzeugt  hätten.  Daraus 
ist  die  Bedeutung  des  Ausdruckes  20)  ersichtlich:  Bei  der  Bewegung 
eines  Systems  materieller  Punkte  hat  dieArbeit,  welche  die 
verlorenen  Kräfte  bei  freier   Bewegung  desselben   SysteiuB 
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erzengt  h.ätten,  den  kleinsten  Werth;  der  anendlich  kleine 
ZawncbB  jener  Arbeit  bleibt  bei  jeder  Verschiebung,  die  in 
Veibindnng  mit  der  wirklicben  eine  mSgliche  Verscbiebnng 
Bur  Folge  haben  würde,  positiv. 

Also  ersieht  man,  da«8  da«  Ganss'eche  Princip    des  kleinsten 
Zwanges   aU    Ptineip    der   kleinsten    Arbeit    der    verlorenen    ' 
Kräfte  bezeichnet  weiden  könnte,   wodaich  man  in  grössere  Uehereis< 
stimmnng  mit  der  gegenwärtigen  Anschannng  der  Natarerscheinangen  kSme. 

§  4.  Wir  wollen  nun  die  Gleicbangen  der  wirklichen  Verrttckttngen 
ans  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  EJrSrte  ableiten. 

Es  bezeichne  JS{PiPi)  diejenige  Aendemng  der  verlorenen  Arbeit, 
welche  durch  die  Verschiebungen ,  die  in  Verhindnng  mit  den  wirklichen 
mfiglicbe  VerrUcktingeii  erzengen,  faeivotgebracbt  werden  wttrde;  dann  ist 
nach  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte 

21)  ^£{P.-P() 

immer  positiv.  Führt  man  statt  Pf  seine  Grbase  ans  der  Gleicbnng  19) 
ein,  so  erhält  man 

Die  Coordtnaten  xt,  yi,Zi  bestimmen  die  Lage  des  materiellen  Pnnktes 
fflf  znr  Zeit  t\  man  bezeichne  durch  Of,  b^,  ct  die  Cooidinaten  von  m«  zar 
Zeit  l  +  dt  nir  den  Fall,  wo  der  betreffende  materielle  Pnnkt  während 
des  Zeitintervalls  Zl  sich  ganz  frei  bewegte,  nnd  durch  |i,  t)f,  £j  die 
Coordinaten  von  demselben  Punkte  für  den  Fall  der  wirklieb  stattfinden- 
den Verrticksng  desselben;  dann  ist 

Pi* = (li  -  "tf  +  (t,i  -  b,y + c&  -  Ci)*. , 

Man  bezeichne  durch  ^£|,  Jr\i,  ^ti  die  Projectionen  anf  Coordinaten- 
axen  von  Dt  Et,  d.  h.  die  Aenderungen,  die  die  Goordinaten  |i,  t)t,  £i  heÄ 
derjenigen  unendlich  kleinen  Verschiebung  des  Systems  erleiden ,  welche 
in  Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mögliche  Verschiebung  zur  Folge 
hätte;  zieht  man  durch  den  Pnnkt  0^,  dessen  Goordinaten  xi,  yi,  zi  sind, 
eine  Linie  OiGi  parallel  und  gleich  Eil>i,  so  ersiebt  man,  dasa 
Jii=/Ixi,  ^tii—Js/t,  Jii=-^'i, 

22)  d£[Pipi)  =  ^^£mi\{k,-ai).JXi  +  ir,i-b.).Jyi+iXi-Ci).^Zi\. 

Mach  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte 
musB  der  rechte  Thell  der  obigen  Gleichung  bei  jeder  Verschiebung, 
welche  in  Verbindung  mit  der  wirklichen  eine  mCglicbe  Verschiebung  zur 
Folge  hätte,  positiv  bleiben  oder,  was  dasselbe  ist,  mnes  die  in  Being 
auf  die  VerrUckungea  lineare  bomogeno  Function 


Von  Prof.  Baobkahinoff.  HIÖ 

23)        ^£fn,\[ai~^i).Jx,  +  ib,-f,t).Ji/i  +  ('^i~IU)-^'ii 
bei   derjenigen  Verachiebnng  keinen  positiven  Werth  annehmen,  welche 
die   Functionen    16)    positiv    nnd    gleich   Null   und   die   Functionen  17) 
gleich  Null  macht. 

Um  jene  Bedingungen  zu  erfüllen ,  ist  es  genfigend ,  dass  die  Func* 
tion  23),  addirt  2a  den  Functionen  16)  und  17),  von  denen  jede  mit 
einem  betreffenden  Factor  multiplicirt  wird ,  fUr  alle  beliebigen  Verschie- 
bnngen  des  Systems  gleich  Null  bleibe, 


+  l'£ 


+  ''^fe-^'»+«17-'""+ä^-^1  +  -  =  "' 

WO  it',  i",  ...  ft',  fi",  ...  die  erwähnten  Factoren  sind,  von  denen  1',  k",  ... 
immer  positiv  bleiben.  Da  Jxi,  Jyt,  ^z/  willkfirllfh  sind,  so  zerfällt 
die  obige  GleichuDg  in  folgende: 


wo   statt   >   alle   ganzen  Zahlen   von    1    bis  »  zu  setzen  sind.     Nach  der 
Theorie  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  hat  man 

•  -^j    3  (* 

Oj=x,  +  f>iC0»(i>(,a:).8(H . -s- , 

"**      -i 

*i=  »,- +  «-(•'«("f.  ff) -0' +  — --j  • 

Die  wirkliche  Lage  des  materiellen  Punktes  Of,  dessen  Coordinaten 
zur  Zeit  (:  «(.fff,  Sj  sind,  wird  zur  Zeit  l  +  dt  durch  die  Coordinaten 


Vi'=9i  + 


r.-,:cJbyC00gIC 


■■+t^'-jz:+-=*>' 


,.  =  0, 
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bestimmt.  Ffibrt  nuin  die  erh«llenen  Atudrücke  a^,  b{,  c^,  ^,  q,-,  ^  ii 
die  Gleicbtmgen  24)  ün  und  bemerkt,  dua 

■o  erbJlIt  mAn  die  Bewegnogsgleichnngen 

deren  Zahl  bekaDOÜich  3n  betrKgt.  Diese  Gleichungen  in  Verbindung 
mit  denen  der  wirklieben  Verrttcknnges  10)  nnd  II)  bestimmen  Sit  Co- 
ordinaten  der  materiellen  Punkte  nnd  die  Factoren  i',  i",  ...  p',  fi",  .-.■ 

§  5.  Nach  dem  oben  CTesagten  ist  es  leicht»  den  Zusammenhang  in 
zeigen,  der  zwiscben  dem  Princip  der  kleinsten  Arbeit  der  ver- 
lorenen Krkfte  nnd  dem  der  virtuellen  Verrflcknngen  in  Ver- 
bindung mit  dem  d'Alembert'schen  Princip  stattfindet. 

Verbindet  man  das  Princip  der  virtuellen  Verrtlckungen  mit  dem 
von  d'Alembert  und  erstreckt  dasselbe  auf  den  Fall,  wo  die  Beding- 
ungen eines  Systems  von  der  Zeit  abhängen,  so  wird  durch  dasselbe 
bekanntlich  ausgedrückt,  dass  die  verlorenen  KrXfte  keine  Verscbiebunges 
des  Systems  erzeugen  kSnnen,  welche  in  Verbindung  mit  der  wirklichen 
eine  mdglicbe  zur  Folge  b^tte;  dafür  ist  es  aber  noibwendig,  daae  das 
gesammte  Moment  der  verlorenen  KrXfte 

26)  £Pi.coiiPi,^Si).JSi 

bei  der  Verschiebung  ^«i,  ^s^,  ...  ^s^,  ...  As^,  welche  in  Verbindong 
mit  der  wirklichen  möglicli  würde,  keinen  positiven  Werth  annehme. 
Man  kann  nun  die  verlorene  Kraft  P^  iu  zwei  andere  zerlegen:  die  wii- 

kende  Kraft  Ff  und  die  Kraft  A="''j'?d  i  welche  die  wirkliebe  Bewegung 

das  materiellen  Punktes  erzeugt  und  mit  entgegengesetztem  Zeichen  ge- 
nommen wird.     Da  aber 


'l«»<w.«)=-il-'»,-ä^ 

7',™(P„|,)  =  i',-„,||! 

P,c..{P„.)  =  Z,-»,|i' 

(^' 

,»),  JUi^Jsi.cosiJti,!!), 

J:f=JSj.cos{jiSf,t) 
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cot(Pi,  ^»i)  =  cos{Pi,  x).cos{iiSi,  x)  +  cos{Pi,  y).cos(<iJ(,  y) 
+  coi(Pi,  z).cos(JSi,  z), 
80  nimmt  du  gegammte  Moment  der  verlorenen  ErXfte  26)  die  Form 

mn.  Diese  in  Bezug  anf  die  Verrttckaagen  lineare  Function  darf  bei 
deijenigea  Verschiebnng  keinen  positiven  Werth  annehmen,  welche  in 
Verhindnng  mit  der  wirklichen  möglich  wird,  d.  h.  welche  die  Functio- 
nen 16)  positiv  nnd  gleich  Nall  tind  die  Functionen  17)  gleich  Null 
macht;  dafür  ist  es  aber  nach  dem  im  Anfange  auseinandergeEetzten 
Lehrsätze  nothwendig  and  genttgend,  daas  die  Oleicbung 

für  alle  beliebigen  Verrückungen  des  Systems  i^ltjg  ist  und  l',  l",  ... 
dabei  positiv  bleiben.  Die  obige  Gleichung  zerßllU  in  die  Gleichungen 
25).  Führt  man  in  die  Gleichung  22)  die  Werthe  von  Oj,  6,-,  c,-,  |^,  t),,  ^i 
ein,  so  erhSit  man 

oder  • 

—  /l£{PiPi)  =  2£Pi./lSi.cog(Pi,  dSj). 
Diese  Gleichung  drückt  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Princip 
der  virtuellen  Verrttcknngen  in  Verbindung  mit  dem  d'Alem- 
hert'scheu  Princip  nnd  dem  der  kleinsten  Arbeit  der  ver- 
lorenen KrXfte  ans.  Nach  dem  letzten  Princip  ist  der  Zuwachs  der 
verlorenen  Arbeit  immer  positiv,  dagegen  drückt  das  Prinwp  der  vir- 
tuellen Verrückuugeu  in  Verbindung  mit  dem  d'Alembert'schen  &us, 
dass  das  gesammte  Moment  der  verlorenen*  Kr&fte 

£Pi.^Si.cos{Pi,Js{) 
in  Bezug  aaf  dieselben  Verrttckungen ,  wie  oben,  keinen  positiven  Werth 
anaimmt. 

§6.  Gehen  wir  nun  zum  Princip  der  kleinsten  Wirkung  über, 
von  dem  ein  engliseher  Mathematiker  Folgendes  ausspricht:  ThePrinciple 
of  Letal  Actio»,  in  tke  form  comnwnly  given,  is  an  unmeaniiig  propontion. 

Man  bezeichne  durch  T  die  lebendige  Kiaft  eines  Bystems  von 
materiellem  Punkten  ^  i(K>^lc 
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und  setze 

wobei  ü  im  Allgemeinen  eine  Fnnction  von  der  Zeit  t  sein  kann,  i^J 
snf  die  von  der  Zeit  nnabbüngigen  Coordinatenändeniugea  sich  bezieht. 
Aendert  man  T  nach  dem  Symbol  J,  so  erhfilt  man  succewiTe 

Infolge  de«BeD  nimmt  die  Gleichung  27)  die  Form 


worans  folgt 


an,  Uoltiplicirt  man  diese  Gleichung,  welcbe  immer  als  positiv  zu  lie- 
trachten  ist,  mit  dt  und  integrirt  beide  Theile  derselben  swiscben  den 
Grenzen  1^=^  und  '  =  <i,  welche  zwei  bestimmten  Lagen  des  Syetemt 
^m  Banme  entsprechen,  so  dass  an  den  Grenzen 

80  eihSlt  man 

-Jj{PiPi) .  3  ( =  2J{J  ü  +  ^T).dl; 

da  aber  J  sieb  auf  eine  von  der  Zeit  nnabbKngige  Aendemng  besiebt, 
so  kann  man  die  obige  Gleichnng  in  die  Form 


-Jj{p,p,).dt=i.^J{ 


{a+T).3i 

bringen.  Diese  Gleichnng  drückt  den  Zusammenhang  zwischen  dem  so- 
genannten Princip  der  kleinsten  Wirkung  nnd  dem  der  kleinsten  ver- 
lorenen Arbeit  aus  nnd  erkUrt  uns  die  dynamische  Bedeatung  dw  Au' 
druckes  im  rechten  Theile  der  obigen  Gleichung.  Da  J(PtPi)  bei  der 
Verschiebnag,  welche  in  Verbindung  mit  der  wirklichen  m<!gUch  wird, 
keinen  negativen  Wertb  annimmt,  so  ersehen  wir,  dau 


Von  Prof.  RAcaHAHitfOEF. 


</t 


^J{U+T).dt 
t(> 

bei  derselben  Veracbiebnng  keinen  positiven  Werth  annimmt.  In  diesem 
Sinne  könnte  man  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  genaner  als  das 
der  grösEten  Wirkung  nennen,  obgleich  die  beiden  Bezeichnnugen 
als  keine  streng  genaaen  betrachtet  werden  können  nnd  in  Bezug  auf 
ihre  Bedeutung  in  Venrirmng  bringen. 
Betraefatet  man  den  Ausdruck 


ß 


nur  als  aolchen,  der  bei  der  Verschiebung,  welche  in  Verbindung  mit 
der  wirklichen  möglieb  wird,  negative  Zunahmen  erleidet,  so  ist  man  im 
Stande,  die  Bewegungsgleichungen  eines  Systems  materieller  Funkte 
regelmSsaig  auch  f^r  den  Fall  abzuleiten ,  wo  die  Bedingungen  von  der 
Zeit  abhüngen  und  mittelst  Gleicfannge»  und  Ungleichheiten  ausgedruckt 
werden.     In  der  That,  nach  dem  eben  Gesagten  können 

jjin+T).dl  oder   riJU+JT).dl 

bei  den  Verriickungen,  welche~die  Fnnctionen  16)  positiv  und  gleich 
Null  und  die  Functionen  17)  gleich  Null  machen,  keinen  positiven  Werth 
annehmen.     Führt  man  in  das  obige  Integral  den  Werth  von  4  0 

nnd  den  Ausdruck  von  4T  nach  der  Gleichung  28)  ein,  so  erhXIt  man 


29) 


/K(-'-"'w')--'+(^-'"'ÄO-»' 
«. 

+  (2,-™/^).^=,|a,, 

da  die  Summe 

an  den  Grenzen  des  Intervalls  Null  wird.  Damit  der  Ausdruck  29)  bei 
den  Vertflckangen ,  welche  die  Functionen  16)  positiv  oder  gleich  Null 
nnd  die  Fnnctionen  17)  gleich  Nnll  macheu,  keinen  positiven  Werth 
annehme,  ist  es  nothwendig  nnd  genUgend,  dass  für  alle  beliebigen  Ver- 
rttckungen  die  Gleichung  i'. 
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+.-.[l|.^.,+l^.^„+f.^„]+... 


+  .;. 


gelte,  wobei  i.',  X",  ...  (i,  f*",  ...  niibeatiiainte  Factoien  siad,  von  deoeB 
l',  i",  . . .  immer  posUir  bleiben.  Die  obige  Gleichung  serlegt  sich  wegen 
der  Wiilkürlichkeit  Ton  ^Xf,  -dyi,  dz^  in  3«  Gleichungen  25).  Wenn 
der  Ansdnick  29)  bei  den  Verrficktingen ,  welche  die  Functionen  16) 
positiv  nnd  gleich  Null  und  die  Functionen  17)  gleich  Null  machen,  nai 
positive  Werthe  annehmen  könnte,  so  wUrden  vir  zum  falschen  Schlnsse 
kommen,  das«  die  Factoren  i',  il",  ...  negativ  sein  müssen. 


;dbv  Google 


XIV. 

Die  Definition  der  geometrischen  Gebilde  durch 
ConBtmction  ihrer  Polarsysteine. 

Tod 

H.  Thieme, 


Nachdem  dnrcli  die  Unte rauch nn gen  von  CTeiuoa&*  nnd  Fr&fam** 
bekannt  ist,  dftBS  ein  Nets  von  Cairen  n*"  Ordnung  für  n>2  und  bei 
drei  Dimensionen  schon  ein  Netz  von  FlKchen  zweiter  Ordnung  im  All- 
gemeinen sich  nicht  als  Netze  erster  Polaren  fUr  eine  Cnrve,  resp.  Fläche 
der  nächsthöheren  Ordnung  anffassea  lassen,  ergiebt  sich  die  Aufgabe, 
allgemein  Gebilde  von  1,  2  und  3  Dimensionen,  also  Systeme  von  Fnnkt- 
gmppen  (binSren  Formen)  einer  Geraden,  Cnrven  einer  Ebene  und  Flä- 
chen zu  constmiren,  welche  fSr  ein  derselben  Dimension  angehöriges 
Gebilde  der  nächsten  Ordnung  Systeme  erster  Polaren  sind.  Diese  Auf- 
gabe löst  sich  fQi  die  verschiedenen  Dimensionen  in  gleichmässiger  Weise 
mit  BenuLzung  des  BegrifFs  der  gemischten  Polaren. 

Mit  der  Constmction  der  Polarsysteme  hängt  eine  andere  Frage  zu- 
sammen. Sie  bietet  die  Möglichlceit,  die  geometrischen  Gebilde  und 
beliebige  Hanuigfaltiglceiteu  derselben  rein  geometrisch  und  in  allgemei- 
ner Weise  zu  definiren  und  zn  behandeln.  Da  die  bisherige  sogenannte 
synthetische  Definition  der  geometrischen  Gebildd  durch  Büschel  and 
Bündel  zu  einer  genügenden  Definition  der  Projectivität,  auf  die  sie  sich 
etatzt,  die  Polarentbeorie  schwer  entbehren  kann,  diese  aber  bis  jetzt 
noch  nicht  unabhängig  von  der  Algebra  entwickelt  ist,***  so  scheint  der 
Versuch,  fBr  die  geometrischen  Untersnchtiiigen  eine  andere  Definition 
als  Ausgangspunkt  zu  wählen,  an  und  für  sich  nicht  unberechtigt  zu 
■ein.  Sonst  darf  vielleicht  noch  erwähnt  werden,  daes  durch  Constmc- 
tion   der   Polarsysteme   auch   die  Gebilde   einer  Dimension,    die   binären 

*'Ebene  Curven,  8.  305  üg. 

•'  Mathem.  AnnaJen,  Bd.  VII  8.  635—638.  Vergl.*  auch  Toeplitz,  ibid., 
Bd.  XI  8.434  —  463, 

***  Tergl.  Schur,  Zeitmibrirt  f.  Mathematik  u.  Physik  XXII,  4,  8.220  —  333. 
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Formen,  sich  in  allgemeiner  Weise  nnd  nnabbKngig  von  Algeb»  nnd  der 
Geometrie  anderer  Dimensionen  bebandeln  InBsen. 

Da  sich  die  Lösnng  des  vorliegen  den  Problems  für  alle  Dimensionen 
gleich  gesUltet,  bebandle  ich  es  sofort  fUr  drei  Dimensionen;  die  üeber- 
tragnng  anf  eine  und  zwei  Dimensionen  ist  ebne  Weiteres  enichtlicb. 

Unter  der  Voranssetznng ,  die  ja  für  «  =  2  erftillt  ist,'  dass  die  ent- 
sprechenden Constinctionen  nnd  Bigenschaften  für  Fliehen  n*^  Ordnnng 
abgeleitet  sind,  constmire  ich  das  Polaruetz  einer  FlScbe  (n  +  l)*"  Ord- 
nnng, sodann  ein  Btische],  ein  BUndel  und  wne  beliebig«  Mann icbfaltig- 
keit  von  FUchen  (n  +  1)**'  Ordnnng  nnd  wei«e  an  diesen  Gebilden  die 
znnXcbstliegenden  Eigenschaften  nach.    So  beweise  ich,  immer  nnabhängig 

von  Algebra,  dass  dnrcb  i"'''-il"-7"-i^       '  — 1  Punkte  im  Allgemeinen 

nnr  eine  FiHcho  {«  +  !)'"  Ordnnng  geht  nnd  dass  eine  Fläche  («+!)"■ 
Ordnnng  mit  einer  Geraden,  die  ilir  nicht  ganz  angebjfrt,  hSchatens 
(n-|-])  Pnnkte  gemein  hat. 


§1. 

Im  Folgenden  bezeichnen  n,  A,  c,  ...  Punkte,  (o,/>)  die  Punktre^ihe 
der  durch  a  und  b  gehenden  Geradon,  (a,h,c)  das  Pnnktfeld  der  durch 
a,  b  nnd  c  gebenden  Ebene,  A",  B™,  (y,  ...  FUchen  m*"  Ordnung, 
{4^,8")  das  durch  A'"  und  &"*  constitnirte  Büschel  etc.,  ^~  die  erste 
Polare  des  Punktes  x  ttir  eine  gegebeue  oder  gesuchte  Flkche  A^, 
Jf^^     die  Polare  von  y  für  A'^~^  etc.,  A^^  die  p^  Polare  von  x  fdr  A^. 

Ich  ordne  nnn  einem  beliebigen  Pnnkte  a  des  Saumes  eine  beliebige 
FIKche  (oder  allgemein  ein  PolarBTstem)"'*' Ordnnng,  sie  seiv^,  zu.  Einem 
Punkte  b  entspricht  fUr  aZ  als  polare  aZT^.  Jetzt  suche  ich  eine  FtKche 
^,  tllr  welche  o  und  aZT  Pol  und  Polare  sind,  nnd  ordne  sie  dem 
Punkte  b  zu.  Dadurch  ist  jedem  Punkte  x  von  (c,  h)  eine  FlKche  von 
{AZ,a1)  zugeurdnet.'  Dem  Punkte  x  entspricht  fUr  A^  die  Polare  ^^T  ; 
da  nun  A^T^,  A*T^,  ^"j'  einem  Büschel  angehören,  giebt  es  in  {A,  ^) 
eine  Flftcbe  ^",  für  welche  a  und  A*Z*  Pol  und  Tolare  sind.  Ordnen 
wir  A%  dem  Pnnkte  x  zu,  so  ist  fQr  jedes  x  jCx  =  -^"7  -  Ich  behaupte, 
dass  auch  für  ein  beliebiges  Paar  von  Punkten  x,  y  in  (o,  b)  '€^' 
=  ^'7'  ist.  Di«  Polaren  des  Punktes  x  für  (^i  'C)  bilden  das  Bfischel 
(^7  ,  Ati  ),  dem  natürlich  auch  <4^  J  angehört.  Da  zu  (•<ä  J  >  •'t  J  )  auch 
j*"7    und  A^t    ET  aZT    gehören,  so  crbXlt  man  (.*"7  t  ^17  )  auch,  wenn 

*  Schroeter,  EegelBchnitte,  Abschn,  IV;  Beyer,  Inaaguraldiss.,  Bieslan, 
ises  u.  A. 
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man  zn  (a,b)  ftlr  ^*  die  Polaren  sacht;  nlso  gehört  auch  a'^^  dem 
Büschel  ('CT',  'i'**)  an. 

In  gleicher  Weise  folgt,  dass  dem  Bttschel  (ilZ^  ,  ^t^  )  '^'r  ^"^^ 
j^T  zngehQrpn.  Da  nun  (jJÖJ"  ,  ^x  )  und  (^^  ,  ^f  )  nicht  identisch 
sind,  also  höchstens  eine  Ft&che  gemeinsam  haben,  mnes  jf^^  ^  Ay^    sein. 

Ans  dem  Vorhergehenden  folgt  noch,  dass  (-^ä,^")  nicht  nnt  ein- 
deutig, sondern  anch  projectivisch  {a,  b)  zugeordnet  ist;  denn  die  ersten 
Pola||n  Ton  tc  auf  {a,b)  für  {AI,  At)  sind  mit  den  Polaren  von  {<i,t) 
für  Jg,  die  ein  zn  (i|A)  projectiviaches  Btischel  bilden,  identisch. 

Einem  Punkte  c,  welcher  nicht  in  {a,b)  liegt,  entsprechen  als  Po- 
laren für  {AI,  At)  die  Flachen  (-^«7*,  -^Jo"').  Irgend  zwei  dieser  Flächen 
A%c  nnd  A^T  genügen  in  Bezug  auf  die  Punkte  «  und  y  der  Eigen- 
schaft der  gemischten  Polaren.  Es  ist  n&müch-  A'^Ty  ^-^^  =  ^g^Te 
=  ^j^,  d.  h.  ^"^,  die  Polare  von  y  für  A'~  identisch  mit  Ag^^g,  der 
Polare  von  x  für  ^7^.  (Aäc',  <*"r')  nnd  (a,  b)  lassen  sich  also  fUr  Flä- 
chen n*"  Ordnung  als  Polare»  nnd  Pole  anffassen.  Ordne  ich  eine  dieser 
Flächen  A"  dem  Punkte  c  zu,  Bo  ist  gemäss  der  Definition  von  A'  für 
jedes  X  in  {a,b)  aZ7  ^A'^  ,  A^  genUgt  mit  jfldem  Elemente  von 
{A',  a')  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren. 

Die  vorstehende  Betrachtung  verliert  ihre  Giltigkeit  für  »■=•2;  sie 
iHsst  sich  dann  durch  folgende  ersetzen.  In  diesem  Falle  bilden  die 
Polaren  eines  Punktes  x  in  (ti,b)  ein  EbenenbUschel  (■^'■c, -^'a«);  eine 
E%ene  dieses  Btlschels,  sie  sei  ^^,z  =  j4^,y,  geht  darch  c.  Es  sind  dann 
e  nnd  x  für  A*^,  c  und  y  für  A'^  conjagiite  Punkte.  Die  Polaren  von 
<;  (Br  {A*a,A*t)  bilden  ein  zu  {a,b)  projectiviaches  Büschel  (^„«,^»1); 
in  diesem  geht  ^'c<  durch  y  nud  A^ge  durch  x.  {a,h)  nnd  (A^aoA^t,)  liegen 
hieniaeh  involutorisch ;  denn  geht  die  einem  Punkte  x  zugeordnete  Ebene 
dnrch  g,  so  gebt  die  dem  Punkte  y  zugeordnete  durch  tc.  Es  lassen  sich 
also,  wie  im  allgemeinen  Falle,  die  Punkte  von  [a,b)  und  die  entspre- 
chenden Elemente  von  (,A^ac,A'te)  als  Pole  nnd  Polaren  einer  Fläche, 
hier  natürlich  zweiter  Ordnung,  anffassen;  ebenso  besteht  allgemein  die 
BeKiebung  A^g,  =  AKx- 

Hiemach  gilt,  da  dnrch  die  polarische  Zuordnung  von  a  und  b  zu 
aZ  and  A'  die  ganze  Punktreihe  [a,  b)  polarisch  dem  Büschel  (A,,  ^ 
zugeordnet  ist,  für  »>2  der  im  Folgenden  mehrfach  gebrauchte  Satz: 
Wenn  eine  Fläche  Al  mit  zwei  Flächen  nnes  Büschels  (^,  <4v),  welches 
in  sieb  der  Eigenschaft  der  geraisehten  Polaren  genfigt,  dieser  Eigenschaft 
der  gemischten  Polaren  genügt,  so  genügt  AZ  mit  jedem  Elemente  von 
{^„A)  dieser  Eigenschaft.  ^',tK>glc 
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Jetst  verbiodfl  ich  c  mit  einem  Punkte  x  von  {a,b)  dnrch  eine  Ge- 
rade nud  ordne  einem  beliebigen  Punkte  z  in  (c,  x)  diejenige  Fliehe  J^ 
anB  (^ci  ^)  sn,  (Qr  welche  A'r'^-^tT*  »t.  Für  zwei  FUchen  AI  nnd 
if"  in  {J^,  ^)  besteht  dann  anch  die  Beziehung  jIZü  ^  -^r  ■  Irgend 
eine  Flüche  ^  aus  (^",^")  genflgt  mit  ^  nnd  ^  der  Beziehung  der 
gemischten  Polaren,  folglich  nach  dem  soeben  ausgeHprochenen  Satz«  mit 
dem  ganzen  Büschel  {A',  ji^),  d.  b.  es  ist  allgemein  A^^  ^^'^'T  ■  Denkt 
man  fUr  das  BUschel  der  Verbindungslinien,  die  von  c  nach  (a,  6)  gehen, 
dieselbe  Constinction  wie  für  (c,x)  ausgeführt,  so  ist  jedem  Fun^  der 
Ebene  («,6,  c)  eine  Fläch«  des  Bündels  {J^,Jt,j')  zugeordnet;  um- 
gekehrt ist  jede  FUche  ans  (■^,''>,  •4")  einem  Punkte  in  (a ,  6,  c)  zu- 
geordnet,  da  sie  mit  ^"  nnd  einer  Flüche  von  (^a,  j1")  zu  einem  Büschel 
gehört.  Irgend  zwei  Fliehen  aZ  und  >4p  aus  {Aa,  ^t,  At)  genügen  der 
Eigenschaft  der  gemischten  Polaren ;  denn  bat  (c,  u)  mit  (a,  b)  den  Punkt 
X  gemeinsam,  so  ist,  wio  eben  bewiesen,  '4„x  =A^b  und  ^at  =  A^^ 
nach  Constmction.  Al  steht  also  mit  dem  Büschel  (•4",  J"),  zu  dem  JZ 
gehört,  in  der  Beziehung  der  gemischten  Polaren,  es  ist  also  anch  jt^r 

Die  Flächen,  welche  einer  beliebigen  Punktreihe  (u,f)  in  (a,  &,  e) 
zugeordnet  sind,  bilden  ein  Büschel.  Ist  nSmlicb  tv  ein  Punkt  von  (w,  «) 
und  ^  die  nach  Früherem  zugeordnete  Fliehe  in  ('^,•4",  i^),  so  ist 
^m'  =  .4"7'.  Gehörte  nun  .^  nicht  zu  {Am,  A,),  so  könnte  man  in  diesem 
eine  Fliehe  A^  so  constmiren,  dass  ^.■'^  =  <iäw  ist.  Die  Fliehe  j^, 
diß  ja  zu  (.fät  '^"i  ^e)  gehört,  ist  schon  einem  andern  Funkte  w'  zugeord- 
net, Tür  welchen  A^i-  =A^-^  ist.  Es  mnse  also  J^w  ='^«ii'.  tf^tv' 
nnd  /^Z^'Ci'  sein,  ^  dem  Büschel  {aZ,  A')  angehören.  Die  Beziehung 
zwischen  (>', ")  und  (aZ,  •4")  ist  aus  demselben  Grunde,  den  ich  bei  (a,  A) 
und  {Aä,  A^)  angegeben  habe,  eine  projectivlsche.  Wenn  nun  aber  einer 
beliebigen  Funktreihe  (u,p)  in  {a,b,c)  ein  projectivisches  Büschel  in 
(aI,  At,  Ac)  entspricht,  so  ist  das  ganze  Punktfeld  {a,b,  c)  auf  das  BUd- 
del  (J^,At,Ac)  projectiviscb  bezogen. 

Nachdem  so  in  gewünschter  Weise  die  Beziehung  zwischen  (i,A,  r) 
und  {A2,  A",  Af)  festgelegt  ist,  nehme  ich  einen  beliebigen  Punkt  d  ansser- 
halb  (a,  b,  c)  hinzu.  Die  Polaren  von  d  für  ( J^,  At,  A')  bilden  das  Bün- 
del (^"7*, '*"rt ',  ^"7").  Für  irgend  zwei  Flächen  ^7*  und  -^j'  ans 
(•<od 't  AtT  1  a'ö'  )  besteht  die  Beziehung  ^"7,  =-^j7ri  denn  .^J,  ^-#"^^ 
^A^Jj—A^J^.  Es  lassen  sich  also  die  Funkte  von  (n,  6,  r)  und  di« 
entsprechenden    Fliehen    von    ['^7',^l'<  A'ä')    als  Pole   und  Polaren 
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für  Flachen  »*•"  Oidunng  anfTaesen.  Fttr  n  =  2  folgt  nach  dem  voibin 
fSr  (•4'aci  -^'tc)  bewiesenen  Satze,  dase  irgend  eine  Pnnktreihe  (u,  e)  ans 
(n,b,c)  nnd  iw  entsprechende  Btlschel  in  (-i'oJi -^^irfi -^'ei)  involnto- 
riscbe  Lage  haben,  dase  also  hier  (n,  b,c)  nnd  {li'-aii,  '^'»4,  ^''roi  sich  als 
Pole  nnd  Polaren  fUr  Flächen  zweiter  Ordnung  auffaBaen  lassen. 

Ist  eine  der  so  müglichen  FIXchen  n*"  Ordnnng  (n  ^  2)  ^,  so  be- 
steht für  ^  nnd  eine  beliebige  FlSche  Al  ans  (^ä,  -J",  >'?)  die  Beziehung 

Wie  wir  die  Punkte  von  (",6)  durch  Geraden  mit  c  yerbunden 
haben,  so  ziehen  wir  jetzt  Geraden  von  d  nach  den  Pnnkten  von  (a,  f>,  c) 
and  ordnen  einem  Punkte  z  auf  («.«Oi  ^*>  "  ^in  Punkt  Ton  (o,ft,c) 
ist,  die  Flache  J',  in  (^,  ^")  zu,  für  welche  A7^=  ^jT*  ist.  Dadurch 
ordnen  wir  den  Punkten  des  Raumes  die  Flachen  des  Gebüsches 
(/4^,  ^i,Jt,  ^d)  zu.  Für  dieses  beweisen  wir,  wie  beim  Bändel  {jC,  -^"i  ^e), 
dass  allgemein  .^"7  =  '^vü  ist,  wo  u  und  »  beliebige  Punkte  des  Bau- 
mes sind;  ebenso,  daas  die  den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  (»,v) 
zugeordneten  FlKchen  ein  Blischel  bilden.  Dadurch  ist  zugleich  bewie- 
sen, dass  die  den  Funkten  einer  beliebigen  Ebene  zugeordneten  Flachen 
ein  Bündel  bilden  und  dass  die  Punkte  des  Baumes  projectivisch  den 
Elementen  des  Gehtisches  (•^, '^t '^c, -^d)  zugeordnet  sind. 

Fassen  wir  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  und  die  Schnitteurven 
einer  Ebene  mit  den  Polaren  ihrer  Punkte  ins  Auge,  so  folgt  mit  SUck- 
steht  auf  die  Betrachtungen  der  Geraden  und  der  Ebene,  die  zu  deu 
vorstehenden  analog  sind,  dass  durch  das  constmirte  Polarsystem  von 
drei  Dimensionen  auf  jeder  Geraden  und  in  jeder  Ebene  ein  Polarsystem 
(p  +  iy  Ordnnng  einer,  resp,  zweier  Dimensionen  bestimmt  ist. 

Das  constmirte  Polarsystem  von  drei  Dimensionen  bezeichne  ich 
durch  -*"+•. 

Die  Art  unserer  Construction  von  J""^^  gestattet  leicht,  Elemente 
anzugeben,  durch  welche  A"+^  bestimmt  ist. 

Dem  Punkte  «  kann  ich  eine  beliebige  Fläche  ^Ö  n"'  Ordnung  zu- 
ordnen; Aa  kann  ich  dnrch  Paare  conjngirter  Funkte,*  deren  Anzahl 
ich  durch  f(tt)  bezeichne,  bestimmen.  Mit  A^  kennt  man  von  At  schon 
Al^  ,  die  Polare  zu  a,  oder  /'(n—l)  Paare  conjngirter  Punkte;  zur  Be- 
Btimmnng  von  Ai  kann  man  also  noch  f(n)  —  f(^n  —  l')  pRttre  conjugirtei 
Punkte  beliebig  wählen.  jC  und  A2  sind  also  durch  2/'(»i)  — /■(«  —  !) 
Punfctepaare  bestimmt.  Von  A^  kennt  man  die  Polaren  zu  a  und  6, 
^r'' und  J^r^    durch  A'   und  aI;   ^"a"'    nnd  ^Ji"'    vertreten    als  Be- 

*  Conjugirt  belesen  hierbei  zwei  Pankte,  wenn  der  eine  zum  andern  hanno- 
niacher  Hittelpunkt  ist.  rlK>^lc 

7WtH)iilftf.  Mithm*UkB.  FlijilkXXIV,4.  IG^  ^ 
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BtimmnngSBtäcke  fiit  ^?  f(.n-i)+\f(n-l)~f(n-2)\=if(n~i) 
— /■(«  — 2)  Paare  conjngirter  Punkte;  am  J"  vollstÄndig  zn  bestimmen, 
müssen  also  /■(«)  — 2/"(n  —  l)  4-/'(n  — 2)  Ptinktepaare  gegeben  werden. 
Al,  Al  nnd  A"  sind  durch  3/"(n) -3/'(n-l)  +  /'(n— 2)  Punktepaare 
bestimmt.  Von  Jd  kennt  man  die  Polaren  zu  drei  Punkten,  a,  b,  c; 
aU  solche  vertreten  diese  »/"(n  — 1)  —  3/"(n  — 2) +  /^(n  — 3)  Punktepaare; 
zur  Bestimmung  von  Aj  darf  man  also  noch  /"(")  — 3/"(n—l)  +  3/"Cn— 2) 
— /■(«  — 3)  Punktepaaro  wählen.  Da  nun  J"+'  durch  Al,  ^J,X,-<3  be- 
stimmt ist,  so  ist 

/■(„+l)  =  4/^(„)-6/(n-l)  +  4/-(«-2)-/-(«-3J. 
Ist  für  ;.<«  /(;>)=  f£±U^^±M£±^_l,  80  folgt  durch  einfache 


=  1  nnd  p  =  i.     Fttr  p=3 

folgt  nach  den  obigen  Betrachtungen ,  dass  A\  durch  9,  Jh  dann  dnrch  6, 
jfie  durch  3  und  A*^  durch  1  Punktepaar,  A^  also  durch  19  derselben 
bestimmt  ist;  für  p=4  folgt,  dass  A\  durch  19,  A  durch  19  —  9,  -*"( 
durch  19  —  2.9  +  3  und  A^j  durch  1,  folglich  ^  durch  34  Punktepaare 
bestimmt  ist.  Die  Formel  für  f(_p)  bleibt  auch  in  den  FSllen  ;>  =  3, 
^  =  4  nnd  damit  in  allen  Fällen  giltig. 

Zur  Bestimmnng  von  jf+^  lassen  sich  also    — w— — — ~ 1 

nn abhängige  Elemente  angeben.  Die  Gesammtheit  derPoIarsysteme  (n+1)** 

Ordnungbilden  infolge dessenmindestens eine  ?/'(n+I)  = —-^ ij- 

f&che  Mann  ich  faltigkeit.  Wir  werden  nun  der  Reihe  nach  die  l-,2;,..f{n+l}- 
fache  lineare  Mann  ich  faltigkeit  constmiren  und  zeigen ,  dass  die  Gesammt- 
heit der  Polarsysteme  (n  +  1)*"  Ordnung  eine  lineare /"(«  +  !) -fache  Man- 
nicbfaltigkeit  bilden. 


Zunächst  gebe  ich  zwei  Polarsysteme  ^''+'  und  £"+'.  Ihre  Pola- 
ren zu  einem  Punkte  :r,  also  a",  ü",  bestimmen  ein  Büschel  (^",  ^*); 
im  Besondern  kann  sich  dies  Büschel,  wenn  j^=  Bx  ist,  auf  die  nnend- 
lieh  oft  zn  zählende  FlScbe  A"  rednciren.  Durchwandert  x  eine  Punkt- 
reibe (a,  6),  so  erhält  man  die  projecti  vi  sehen  BUscbel  ('^ä,  At),  (B,,^ 
uud  die  Unendlichkeit  von  Büscheln  (.^,  ^),  {A",  Bl),  (A^,  B")  etc. 
Diese  zweifache  Uneodlichkeit  von  Flächen  werde  durch  2!"  bezeichnet. 
Wenn  A^,  ^l,  S^,  B^    nicht  einer  niederen  Mannicfa faltigkeit  angeboren, 
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so  ist  £"  in  der  änruh  A,,  A/,,  Bg,  B^  bestimmten  dreifachen  Mannich- 
fftltigkeit  Ton  Flüchen  d&a,  wae  eine  Regelfliche  zweiter  Ordnong  im 
Pnnktr&ame  ist.  Vermag  man,  wie  wir  TOtanssetsen ,  eine  dreifache 
Uannichfaltigkeit  von  Flächen  n***  Ordnang  zu  constrniren  und  en  be> 
weisen,  dasB  in  ihr  eine  zweifache  and  eine  einfache  lineaie  Hannich- 
faltigkeit  ein  oder  alle  Elemente  gemein  haben,  lo  ist  es  ohne  Weiteres 
möglich,  für  diese  dreifache  Mannichfaltigkeit  die  zu  den  SKlzen  des 
PonktTaumes  entsprechenden  Sätze  zu  entwickeln.  Es  giebt  mithin  in 
Z*  ausser  {Al,  Bl),  (-**,  ^),  {A^,  ß")  etc.  noch  eine  zweite  Reihe  von 
BBscheln,  zu  denen  (_A1,A')  nnd  (£",  Bl)  gehören;  jede  Fläche  in  ^ 
gehSrt  zwei  Büscheln  von  ^  an. 

Sind  ^,  AI,  S^,  B'  Elemente  einer  zweifach,  unendlichen  Uannich- 
faltigkeit,  so  ist  £"  entweder  das  Analogon  des  Tangentenbflschels  eines 
Kegelschnittes  oder  zweiei  Strahlen hUschel.  Wie  nun  durch  einen  Punkt 
der  zugehörigen  Ebene  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnittes  oder  zwei 
Strahlen  zweier  StrahlbUschel  gehen,  so  liegt  auch  jede  Fläche  von  S* 
in  zwei,    £'  gewissermaBsen  berührenden  Büscheln.* 

Jetzt  ancbe  ich  zu  a  die  ersten  Polaren  für  die  Elemente  von  S"; 
dadurch  erhalte  ich  ein  analoges  Gebilde  £"-•  von  Flächen  (n— 1)'" 
Ordnang.  Da  filr  alle  Punkte  iF  auf  (a,  6)  ^"«'  =  ^"7'  nndB"7'=fl;7' 
ist,  so  erhalte  ich  dasselbe  £"~',  wenn  ich  zu  den  Punkten  von  (a,  6) 
für  {AI,  Efl)  die  Polaren  suche.  Eine  Fläche  F"r')  die  Polare  von  a 
fBr  eine  Fläche  f"  ans  (.<",  ß"j,  liegt  nnn  mit  A^ä  >  ^ö  in  einem 
BOschel  nnd  noch  in  einem  zweiten  zu  £"~'  gehörigen,  resp.  2"— *  be- 
rfibrenden  Büschel.  Letzteres  hat  mit  (^"7*,  BlZ^)  eine  Fläche,  sie  sei 
7'^^,  gemein,  so  dass  F"  und  Jf"  einem  BUschel  von  E'  angehören. 
Die  Fl&che  Ytä  mnss  ich  auch  durch  die  zweite  Constmctton  erhalten. 
D«  sie  zu  (^j',  B'r')  oder  (^"7*,  ß"j')  gehSrt,  nmas  sie  die  Polare 
von  X  fUr  eine  Fläche  in  {A^y  '<")  sein;  da  sie  femer  mit  ¥27^  zu  einem 
BBwhel  von  £"-'  gehört,  muss  J'"7  die  Polare  von  x  für  die  vorhin 
erhaltene  Fläche  T"  oder  F"7'  sein;  d.  h.  wenn  Yl  zn  {A,  K),  Y*  zu 
(A^,  8%)  nnd  K'  mit  F,  zu  einem  Büschel  zweiter  Art  von  £"  gehört, 
80  ist  fOr  jedes  x  F'r^  =  T"7'\ 

Ordne  ich  also  jedem  Punkte  x  von  (<i,  b)  die  Fläche  ¥,  ^n  (Ai  S^ 
XU,  flir  welche  T27  =  y'r   iBt,  so  bilden  die  («r,  b)  zugeordneten  Flächen 


*  Man  kann  die  vorliegende  Frage  anch  direct  anf  die  entsprechende  für 
BegelMchon  nnd  Kegel  zweiten  Grades  zurBckfahren,  wenn  man  zu  einem  belie- 
bigen Punkte  de«  Kaomes  für  alle  auftreteudea  Flächen  n*"  Ordnung  die  letztea 
Polaren  snobt.  ,  > 
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ein  BtiBcbel,  velches  dnrch  F"  bestimmt  ist;  (11,6)  and  dies  Büschel 
iK,  I"»)  lassen  sich  «Is  Pole  nnd  Polsien  fHr  Flälchen  (n  +  1)*"  Ordnnng 
ansehen  (§  1). 

Diese  Eigenschaft  in  der  letzten  Form,  wie  sie  f&r  die  weitere  Ent- 
wickelung  nOthig  ist,  gilt  für  die  bisher  nicht  betrachteten  FSlle,  wo  ji^, 
Ai,  £",  £"  Elemente  desselben  Büschels  sind,  von  selbst,  fDr  sie  ist 
also  keine  besondere  Betrachtung  nCtbig. 

Die  Polaren  eines  Punktes  c  ausserhalb  (0,6)  fHr  die  Elemente  von 
£'  bilden  ein  System  ß"-».  Da  nnn  ^;r*=-^«"',  BaT^  =  Blü\  ^l7^ 
=  -4°r't  ^7*  —  ^r  ist,  so  erhält  man  ii£'~i  auch,  wenn  man  f9r  die 
Punkte  von  (a,  b)  die  Polaren  eq  (^',  £?)  sucht  Ist  nun  F'  die  Fliehe 
von  C-^e,  fi?),  filr  welche  F"^' =?"","'  ist,  so  bilden  die  Polaren  tob 
(a,  6)  fBr  T'  ein  Bflschel  von  ü"-',  das  nicht  mit  (A°c,  ß',)  identisch 
ist,  ebenso  die  Polaren  von  c  f3r  (i*",  F").  Da  beide  das  Element  F"^ 
gemein  haben  und  keins  von  ihnen  mit  (aZ7  ,  ^7  }  zusammen fXUt,  so 
mUssen  sie  wegen  der  Eigenschafteu  von  ft*~'  uutei  einander  identisch 
sein.  Die  beiden  FlKchen  ¥^7  nnd  F"«~  in  diesem  Büschel  mflssen 
ebenfalls  identisch  sein,  da  beide  noch  dem  Büschel  (-^r'.  ^"7')  an- 
gehfiren.     Es  ist  also  fHr  jedes  x  auf  («,6)  Yl7^  =  Y^-\ 

Ordnet  man  also  dem  Punkte  a  eine  Fläche  Y,  aus  (i4l,  0^J  and 
damit  der  Pnnktreihe  (o,&)  das  Büschel  (F",  Ff)  als  Polaren  m,  so 
giebt  es  in  (.^,  B')  eine  Fliehe  F',  welche  mit  jedem  Elemente  von 
(Fa,  }'")  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genUgb 

Ist  nun  X  ein  Punkt  von  (1,6),  y  ein  Punkt  von  (^,  c),  so  giebt 
CS  nach  den  bei  E"  bewiesenen  Eigenschaften,  die  hier  auf  das  entspre- 
chende, KU  (fc,  c)  gehörige  Gebilde  anzuwenden  sind,  (üue  Fläche  Fj  in 
(F",  F"),  welche  zu  (A',  ßj)  gehört  und  mit  F",  F"  und  wegen  der 
Beziehung  von  F'  sn  (F",  F»)  nach  §  1  auch  mit  den  Elementen  dieses 
Büschels  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genttgt  Ordnen  wir 
Ky  dem  Punkte  y  sn  nnd  lassen  dann  y  und  x  variiren,  so  ist  den  Punk- 
ten von  {a,  b,  c)  ein  projectivisches  Bündel  zugeordnet,  nnd  zwar  nach 
den  Betrachtnugen  des  §  1  in  polarischer  Weise. 

Jetzt  ordne  ich  einem  Punkte  d  ausserhalb  (a,  b,c)  eineFlXche  T^ 
aus  {aZ,  I^i)  so  zu,  dass  Fjr'=  F"^  ist  Dann  genfigt  nach  dem  Vor- 
hergehenden Frf  mit  den  Elementen  jedes  Bflschels  ans  f  Fr,  Vt,  F" ) ,  dem 
F"  angehürt,  d.  h.  mit  allen  Elementen  von  (F.,  J'",  F")  der  Beziehung 
der  gemischten  Polaren.  Es  lässt  sich  infolge  dessen,  wie  es  soeben  bei 
einem  Pnnkte  y  in  (i,  b,  c)  möglich  war,  ihm  ff  ans  (<f^,  0^  polariecfa 
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znznordaen,  in  derselben  Weise  einem  beliebigen  Punkte  z  des  Banmee 
eine  nsche  r"  ans  (-*"  J")  so  zuordnen,  dus  f"  mit  C  r^,  ¥',  Fj 
dei  Bedingung  der  gemischteii  Polaren  genügt.  Nach  Allem,  was  vur- 
hergebt,  ist  die  Oesammtheit  der  bo  den  Funkten  des  Raumes  zugeord- 
neten Fl&cben  ein  Folargebfiscli  (F*,  VS,  Ye,  ¥2)-  Dies  repräsentirt  eine 
Flicbe  r-+'. 

Dadurch  also,  dass  dem  Fnnkte  a  eine  FUcbe  J's  zugeordnet  wird, 
wird  den  Funkten  des  Raumes  ein  Folargebüsch  zugeordnet.  Ordnet 
man  dem  Pnnkte  a  nacb  und  nach  alle  Fläcben  ron  {^A',j1)  zu,  eo 
erhSlt  man  eine  Unendlichkeit  von  FUcben  (n  +  l)*"  Ordnung;  die  Ge- 
sammtheit  dieser  bezeichne  ich  als  das  Büschel  {^A*^^,  5"+').  LSest  man 
y^  das  Büschel  (^AajA^}  durchlaufen,  so  besehreibt,  wie  aus  der  Natur 
von  Z'  ersichtlich  ist,  Vt  und  ebenso  ¥*,  f"  etc.  eiu  projectlTiscbes 
Bfischel.  Die  Folaren  zweier  Punkte  x  und  y  in  Bezug  auf  ein*FISchen- 
büschel  (n  +  1)»"  Ordnung  C-^"*',  fl'+')  bilden  zwei  projectivische  FU- 
choiibaschel  b»"  Ordnung,  alBo^(.J",  e^>/\  (-4.  ^y).  Ein  Gebilde  ein- 
facher HannichfaUigkeit  nennt  man  projectivisch  zu  (-i''+',  ß"+')>  wenn 
es  zu  einem  und  damit  zu  jedem  Polarenbfischel  projectivisch  ist. 

*  (BDblut  (olgt.) 
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OBoUIatio&en  einer  homogenen  FlüsBigkeitRmaase  infolge 
ihrer  Oberfi&chenspannnng. 

Von 
Dr.  AeNOLD  GlESEN. 


1.  In  dem  Jabrgftnge  1876  dieser  Zeitschrift,  S.  57,  ist  eine  Ab- 
huidlang  des  Verfassers  verCffentlicht  ^  betreffend  „Oscillationen  einer 
homogenen  Flüssigkeitsmasse ,  deren  Theüchen  nnr  ihrer  eigenen  An- 
ziehung unterworfen  sind".  Es  ist  dort  gezeigt  worden,  dass  es  unter 
den  möglichen  Oscillationen  auch  solche  giebt,  bei  welchen  die  Oberfliche 
der  Flüssigkeit  stets  die  Gestalt  eines  Ellipsoids  behält,  dessen  Azen  sich 
abwechselnd  verlängern  und  verkürzen,  mit  der  Beschränkung  jedoch, 
dass  die  Amplituden  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet  und 
alle  Grössen  zweiter  Ordnung  vernachlässigt  werden.  Es  wurde  aber 
zugleich  (S.  62)  hervorgehoben,  dass  die  betrachtete  Bewegung  nnr  auf 
FlfiBBigkeitskugeln  von  grossen  Halbmessern  Anwendung  findet,  indem 
nur  hei  grossen  Massen  die  Wirkung  der  Oberflächenspannung  gegen  die 
Wirkung  der  Attractionskräfte  zurücktritt,  während  umgekehrt  bei  klei- 
nen FlüEsigkeitsmassen  die  Attractionskräfte  gegen  die  Oberflächenspan- 
nung vernachlässigt  werden  können. 

Im  Anschlüsse  an  den  erwähnten  Aufsatz  möge  nun  hier  eine  ähn- 
liche Untersuchung  folgen  über  eine  der  Schwere  (d.  h.  der  Ansiehung 
der  Erde)  entzogene  kleine  Flüssigkeitskugel  (einen  Flfissigkeitstropfen), 
auf  welche  blos  die  Uolecul&rkräfte  wirken;  im  Gleichgewichtszustände 
muss  die  Oberfläche  wieder  sphärisch  sein.  Wird  dann  aber  der  kugelig« 
FlUssigkeitstropfen  einer  die  Gestalt  seiner  Oberfläche  verändernden  Er- 
schütterung ausgesetzt,  so  entstehen  wieder  Oscillationen  desselben  nm 
seine  Oleicbgewichtsfigur  und  wir  wollen  zeigen,  dass,  so  lange  diese 
Oscillationen  klein  hleiben,  es  unter  anderen  auch  wieder  solche  geben 
kann,  bei  welchen  die  Oberfläche  in  gleicher  Annäherung  fortwährend 
als  Ellipsoid  betrachtet  werden  kann. 

Solche  Oscillationen  von  FlUssigkeitstropfen  treten  bei  mehreren 
bekannten  pb^sikaliscben  Versuchen  ein,   z.  B.  bei  dem  folgenden  Ver- 
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Buche  von  Plateaa.  Es  weiden,  wie  bekannt,  bei  diesem  Versuche 
zwei  niclit  mischbare  Flüssigkeiten  von  gleichem  Bpeei£achem  Gewichte 
hergestellt,  von  denen  die  eine  gefXrbt  ist;  bringt  man  dann  eine  Quan- 
tität der  letzteren  gefärbten  in  die  nngefarbte  Flüssigkeit,  bo  rerh&It  eich 
dieselbe  so,  als  ob  sie  der  Schwere  ganz  entzogen  wäre,  nnd  man  kann 
also  die  Krscheinnogea ,  die  an  derselben  blos  durch  die  Moleonlarkr&fte 
hervorgebracht  werden,  beobachten.  Wenn  die  eingeschlossene  Flüsaig- 
keitsmasA«  ganz  frei  ist,  ao  nimmt  sie  stets  Kugelgestalt  an.  Stellt  man 
aber  in  der  umgebenden  Flüssigkeit  zwei  dünne  Drahtringe  von  gleichem 
Darchmesser  senkrecht  über  einander,  so  kann  man  durch  Anlehnen  des 
eiDgescblossenen  FlUsaigkeitatrt^fenB  an  diese  demselben  auch  die  Gestalt 
eines  an  beiden  Enden  von  Kugelsegmenten  geschlossenen  Kreiscylindei-s 
geben,  dessen  Gleichgewicht  aber  nur  dann  stabil  ist,  wenn  seine  LKnge 
seinen  Umfang  nicht  ttbeitrifft.  Durch  kflnetlichere  Mittel  kann  nun  aber 
auch  ein  solcher  Cylinder  hergestellt  werden,  dessen  Lftnge  seinen  Durch- 
messer vielmal  übeitrifft;  wird  derselbe  dann  sich  selbst  überlassen,  so 
beginnt  er  sofort,  in  gleichen  Abschnitten  sieb  abwechselnd  einzuacbnU- 
ren  und  ausznbucbten ,  bis  er  zuletzt  in  einzelne  Tropfen  zerfUUt.  Im 
Moment  ihres  Entatebens  sind  diese  Tropfen  verlängert,  und  indem  sie 
fortwährend  gegen  ihre  sphärische  Gleichgewichtsgeatalt  hinatrebeu,  ent- 
stehen regelmässige  Oscillationen,  bei  welchen  dieselheu  abwechselnd  ver- 
längert nnd  abgeplattet  erscheinen. 

Es  ist  nun  aber  an  sich  fflr  diese  Erscheinungen  nicht  nothwendig, 
dass  der  FlUssigkeitatropfen  der  Schwere  entzogen  sei;  vielmehr  werden 
an  einem  rollkommen  frei  fallenden  Tropfen  dieselben  in  ganz  gleicher 
Weise  auftreten,  eben  weil  die  Schwere  anf  alle  Theilchen  des  Tropfens 
in  ganz  gleicher  Weise  wirkt  und  sonach  die  relative  Bewegung  dersel- 
ben gegen  einander  nicht  ändert.  Diese  Oacillationen  frei  fallender  Flita- 
sigkeitatropfen  treten  nach  den  Versuchen  von  Magnus  und  Sarart 
besonders  schön  auf,  wenn  ein  Flüssigkeitsstrahl  aus  einer  in  einem 
horizontalen  Boden  angebrachten  kreisförmigen  Oeffnnug  fliesst.  In 
einiger  Entfernung  von  der  Oeffnung  bilden  eich  dann  an  dem  Strahle 
abwechselnd  Einscbniirnngen  und  Anschwellungen,  worauf  Zerreissung 
deeselben  und  Tropfenbildang  eintritt.  Bei  besonders  gfinetigen  Verbült- 
nissen  durchläuft  nun  die  Oberfläche  eines  solchen  Tropfens  in  sehr 
regelmässiger  Folge  dieselbe  Gestalten  reihe,  wie  sie  oben  für  den  Flatean- 
Bchen  Versuch  angegeben  wurde;  wenn  in  dem  einen  Moment  der  Tropfen 
verlängert  ist,  so  ist  er  gleich  darauf  kugelförmig,  dann  abgeflächt,  dann 
wieder  kugelförmig,  verlängert  n.  s.  w. 

2.  Denken  wir  uns  also  eine  von  einer  beliebigen  Oberfläche  be- 
grenzte Flüssigkeitstnaase.  FUr  ein  im  Innern  derselben  gelegenes  Theil- 
chen heben  sich  die  von  den  sämmtlicben  nmliegendeu  Theilchen  auf 
daaselbo  ausgeübten  Molecularanziehnngeu  gerade  anf  und  jedes  im  Innern 
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liegende  Theilchen  können  vir  also  auch  als  von  keiner  Kraft  angegrif- 
fen betrachten.  Anders  in  der  unmittelbaren  Nähe  der  OherflSche;  die 
Molecalaianziehnngen ,  welche  die  benachbarten  Theilchen  auf  ein  in  der 
Oberfläche  liegendes  Theilchen  anstiben,  vereinigen  sich  za  einer  gegen 
die  Oberfiüche  senkrecht  gerichteten' Resnltante,  weiche  reracbieden  ist, 
je  nach  der  Gestalt  der  Oberfläche  an  der  Stelle  des  betrachteten  Theil- 
chens.  Sind  R^  und  R^  der  gtösate  and  kleinste  Krümmungshalbmesser 
der  Normalscbnitte  der  Oberfläche  an  dieser  Stelle,  &  and  «  zwei  Con- 
stanten,  so  haben  wir  für  diese  Reeultirende  Q,  den  sogenannten  CobS- 
sionsdruck,  solche  auf  die  Flächeneinheit  bezogen: 

dabei  werden  die  Erümmungsbalbmesser  positiv  oder  negativ  gerechnet, 
je  nachdem  die  betreffenden  Normalscbnitte  nach  aussen  convex  oder 
concav  sind.  Offenbar  bezeichnet  dabei  ^  den  CohSsionsdmck  einer 
ebenen  Oberfläche,  Die  an  untersuchenden  Oscillatiouen  des  Flüssig- 
keitstropfens können  wir  uns  also  auch  hervorgebracht  denken  durch 
normale  Druckkräfte  gegen  die  Oberfläche  desselben,  deren  Betrag,  auf 
die  Flächeneinheit  bezogen,  durch  die  vorstehende  Formel  dargestellt  ist, 
während  auf  das  Innere  desselben  keine  Kräfte  wirken. 

Es  seien  nun,  wie  in  der  erwähnten  Abhandinng,  Xq,  j/q,  z^  die 
Coordinaten  eines  Tbeilchens  im  urspittnglicKen  Ruhezustände;  'x,  y,  z 
diejenigen  desselben  Tbeilchens  zu  einer  beliebigen  Zeit  (;  £,  t),  £  die 
Projectionen  der  Verschiebungen  dieses  Tbeilchens  zur  Zeit  t  auf  die 
Axen,  deren  Urspmng  im  Hittelpunkte  des  Tropfens  liegen  soll,  so  dass 
also  X!=x^-\-l,  y  =  y^-\-ii,  i  =  *o  +  £-     Femer  sei,  wie  dort,' 

wobei  zu  bemerken,  dass  ft,,  ^x^,  ^  als  kleine  Constanten  erster  Ord- 
nung betrachtet  und  alle  Grössen  zweiter  Ordnung  vernachlässigt  werden. 
Ks  wurde  nun  weiter  (S.  58)  bewiesen,  dass  unter  den  gemachten  Yor- 
aussetzungen  die  Oberfläche  des  Tropfens  fortwährend  eine  ellipsoidische 
Gestalt  bat,  wie  man  übrigens  auch  sofort  erkennt,  wenn  man  bedenkt, 
dass  fUr  Funkte  der  ursprttD glichen  sphärischen  Oberfläche  die  Gleichung 
besteht:  x^  •\- y* -V  *^  =  ^t  unter  R  den  Halbmesser  dieser  Oberfläche 
verstanden;  femer  wurde  gezeigt  (S.  59),  dass  die  „Continoitätsgleicb- 
ung"* 

*  Da  die  Ableitung  dieser  Form  der  „Continuitätsgleichung'"  va  der  erwähn- 
ten Abhandlung  vielleicht  vermisst  werden  konnte,  eo  wurde  dieselbe  in  ^er 
Bpätem  Arbeit  des  Yertasaen:  „Versuch  einer  mathematiBchen  Darstellung  der 
FlORsigkeite wellen"  (Jahrg.  1877  dieser  üeitachr.,  S.  136)  nachgeliefert 
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infolge  der  Über  |,  t},  S  gemacbten  Vorattssetzuagen  ttbcrgeht  iu 
^  +  »^  +  f 8  =  0. 
Es  h&ndelt  sieb  nan  weiter  nm  die  Anfstellang  der  Bewegangsgleioh- 
nng.  Es  sei  I»  die  Dichtigkeit  der  Flttssigkeit,  dk  das  Eaumelemeat  der- 
selbeiif  dann  besteben  die  verlorenen  KrXfte  in  jedem  Angenblicke  erstens 
aas  einem  System  von  Kräften,  welche  an  den  Bämmtlicben  Flassigkeits- 
theilcben  dk  wirken  nnd  an  jedem  die  Componenten  haben 

-,fßä.,  -4'.*,  -.g«, 

iweitena  aas  einem  System  von  Druckkräften  gegen  die  OberfiSche, 
welche  Überall  normal  gegen  diese  gerichtet  sind ;  der  Betrag  des  Druckes 
gegen  das  Element  ds  der  Oberfläche  ist  Q  ds.  Um  nun  das  Gleich- 
gewicht der  verlorenen  KtÜfte  auszudrücken,  wenden  wir  das  Princip 
der  virtuellen  Arbeit  an;  wir  denken  uns  die  Theilchen  der  Flüssigkeit 
irgendwie  nnendlf^h  wenig  verschoben,  aber  so,  dass  dieselben  mit  ein- 
ander überall  im  Zusammenhange  bleiben.  Die  neue  Oberfläche  der  Flüs- 
sigkeit mnss  dann,  da  dieselbe  anch  als  incompressibel  behandelt  wird, 
dasselbe  Volnmen  umBcbliessen ,  wie  die  ursprüngliche,  nnd  dieser  letz- 
teren überall  nnendlicb  nahe  liegen,  ist  Sonst  aber  vollkommen  willkür- 
lich. Es  seien  nun  Sx,  iy,  dz  die  virtuellen  Verschiebungen  des  Flüs- 
sigkeitsthetlchens  dk^  dann  ist  die  ganse  virtnelle  Arbeit  des  ersten 
Systems  der  verlorenen  Kräfte 

das  Integral  Über  die  ganze  FlÜBHigkeitsmasse  erstreckt.  Femer  sei  Sn 
der  normale  Abstand  der  neuen  Flüssigkeitsoberfläche  von  der  früheren 
an  der  Stelle  des  Elementes  ds,  diesen  Abstand  positiv  oder 
negativ  genommen,  je  nachdem  an  der  Stelle  von  ds  die 
neue  Oberfläche  aasserhalb  oder  innerhalb  der  früheren 
liegt;  dann  ist  offenbar  die  ganze  Arbeit  des  zweiten  Systeme  der  ver- 
lorenen Kräfte;  —  JQSnds,  das  Integral  über  die  ganze  Oberfläche  der 
Flttssigkeit  erstreckt.  Wir  haben  also  nach  dem  Princip  der  virtuellen 
Arbeit,  angewandt  auf  die  verlorenen  Kräfte,  die  Gleichung 

welche  für  alle  erlaubten  Verschiebungen  der  Flüssigkeitstbeilcbep  oder 
anch  der  Flfissigkeitsoberfläcbe  bestehen  moss.  Die  Bedingung  der  Er- 
laabtheit  besteht  aber  blos  darin,  dass  die  neue  Oberfläche  dasselbe 
Volumen  umachliesBt,  wie  die  frühere,  was  sich  analytisch  dorob  die 
Gleicbnag  ausdrückt,  wie  leicht  zu  ersehen:  .  |^> 
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Snds  =  0, 

wobei  die  obige  Featsetznng  über  das  Voneicben  von  Sn  dnrcbaiu  wesent- 
lich igt.  Vermöge  der  angenommeDea  Anndrficke  für  |,  t},  i  haben  wir 
nun,  d«  man  in  Anbetracht  der  obigen  Bestimmung  Über  dte  Kleinheit 
der  Fsctoren  ft  in  den  Aosdräoken  für  |,  tj,  t  offenbar  x,  y,  z  anstatt 
'^P-  "'ot  9a>  'q  setzen  darf: 

(2«V  ' 

Setzen  wie  daher  snr  einstweiligen  Abktirzang 

lf(^)'"«2«ylc.«'  +  Cl''-0',  +  H,)«"l  =  »', 

au  haben  wir  fttr  den  ersten  Tbeil  in  der  obigen  Gleichung  des  Frincips 
der  virtuellen  Arbeit 

oder  bei  einfacher  Umformung 


=«/»-. 


Nan  ist  aber  weiter,  wie  leicht  durch  geometrische  Betrachtung  erhellt, 

SJfFdk=lff'ends, 

und  demnach  wird  die  Qleichong  des  Principe  der  virtuellen  Arbeit  bei 
Vereinigung  der  beiden  Integrale  in  derselben 

r{W-Q)dnds  =  0. 
Hier  ist  in  eine  willktlrli che  Function  der  Ooordinaten  von  ds,  die  Mos 
der  Bedingung  sn  genttgen  brancht  j änds  =  0;  die  vorige  Oleichnng 
wird  daher  dann,  aber  auch  nnr  dann  erfüllt,  wenn  man  bat  W~Q^üonsi. 
fttr  jeden  Pnnkt  der  Oberflftche.  Setzen  wir  hier  füi  W  und  Q  ihre 
Werthe  ein  und  rechnen  die  in  Q  eingehende  Constante  K  in  dte  Con- 
stante  der  rechten  Seite  ein,  so  drückt  also  folgende  Gleichung  das 
Glüchgewioht  der  verlorenen  Kräfte  ans,  welche  zn  jeder  Zeit  in  jedem 
Punkte  der  Oberftüche  des  oscillirendeD  Fltlssigkeitetropfens  erfüllt  sein 
mnss: 

i  f  (y)' .(»  2  »  i  1^,  i"  +  ,,»>  -  („,  +  ^)  .<]  -  .  (i  + 1)  =  CM 
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Flftchfi  bilden.   GemlM  der  Theorie  der  ErÜmiDung  der  Fl&chen  haben  wir 
1    ,    1  _      r{l  +  g')-2pgs  +  i{l+p') 

bierbei  gesetzt 

''~Sx'      '"äp'       '■~8i"       '™ä«8j'  ds'' 

Die  Hftlbaxen    des  EUipsoids   seien   nim  o,  6,  c,    dann  ist  seine 
Gleicliang 

»'      »>      «' 
S  +  F  +  ?-'- 
Daraas  folgt 

Wir  erhalten  nun  weiter 

wodurch  dann  kommt 

Ebenao  kommt 

Somit  erhalten  wir  endlich  fKr  die  Summe  der  beiden  reciproken  Hanpt- 
kiflmmangshalbmesaer  in  einem  Ellipsoide 


J(^^)-^ö+^)+^ö+i>) 


it 


4.    Für  daa  von  nns  zn  behandelnde  Problem  haben  wir  nnn  diesen 
Aoadmck  nnter  Voranseetzang  kleiner  ExcentiicitSten  umzugestalten. 

^  Wir  setsen  fOr  die  nnmerischen  ExcentridUtten  x  und  A,  wie  in  der 
frtllieiea  Abhandlung, 


OscillatJonen  einer  homogenen  Flttesigkeitamawe  etc. 


dann  folgt,  wenn  wir  wieder  üherKlI  blos  die  Glieder  von  derselben  Ord- 
nung wie  «*  und  l*  beibebalten, 

Hier&ns  folgt  weiter 


*■ 


Mit  Rttcksicbt  «nf  die  Oleicbnng  deB  EllipBoids  nnd  weil  wir  in  den 
mit  K*  und  i*  moltiplicirten  Gliedern  a  und  b  dnrch  c  ersetzen  dürfen, 
können  wir  für  den  letzten  Ausdruck  auch  schreiben 

e*Y  <^  r 

Ferner  erhalten  wir  ebenso 

-c>j'  ?      (  -c'i'  Sc"        (• 

Dutch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  obige  Formel  kommt  naa 
J^       1  ^^   l 2«; 


=  r    1- 


20' 

2c>  ( 

oder  endlicli,  da  in  dem  letzten  Glieds  vegen  der  Kleinheit  Ton  k^  und 
A*  statt  t'  einfach  auch  c*— a:*— y*  gesetzt  werden  darf. 


5.  Kehren  wir  nach  diesen  allgemeiuen  Entwichelungen  jetzt  zu 
unserem  speciellen  Problem  zurück.  Wir  hatten  gemSss  der  öfter  erwXhn- 
teu  Abhandlung  (S.  60) 

»'-2C2^  +  |.,)m2»^,     i'  =  2(|.,  +  2^)s.u2,.^i 
Dadurch  erhalten  wir 


^^ooglc 


Von  Dr.  A,  GiEaeN. 


Ferner  können  wir  auch  in  dem  Ausdrucke  fti^'  +  ^y'  — (^i+Mi)*^ 
statt  z*  wegen  der  Kleinheit  tod  fti  und  fij  setxen  c*— «^— ^^;  dann 
kommt 

DaduTcli  geht  nnn  endück  die  Bedingnnga gleich nng  flir  die  Ober- 
fiAckfl  in  die  folgende  über,  wenn  wir  die  Glieder,  in  denen  x  und  y 
nieht  Torkommeni  in  eine  Coustante  vereinigen: 

iel(2pi  +  »4)«*  +  {»h+2^)j»i(^)'''"2«^ 

Es  bedentet  diese  Gleichung  natürlich  aar,  dsas  für  jedes  1  der  Ansdrack 
anf  der  linken  Seite  von  x  nnd  y  unabhängig  sein  mass,  wKhrend  er 
natttriich  von  l  abhKngig  sein  kann.  Da  die  Grössen  x  nnd  y  von  ein- 
ander gana  unabhängig  sind,  so  erfordert  diese  Gleichnng,  daes  die 
Coefficienten  von  3^  und  y*  verschwinden,  was  die  eine  Gleichnng  nach 
sich  zieht:  /9w\*     4« 

Hierans  folgt  für  die  OscUlationadaaer 

Tw=nc 

Da  tt  positiv  ist,  so  wird  T  reell  nnd  die  vorige  Gleichnng  kann  also  in 
der  That  befriedigt  werden.  Für  diesen  Werth  von  T  halten  sich  also 
in  der  That  die  verlorenen  ErSlle  in  jedem  Augenblicke  das  Gleich- 
gewicht nnd  die  ursprünglich  angenommenen  Ausdrücke  für  g,  ij,  (stellen 
dann  also  eine  mögliche  Bewegung  der  Flttssigkeitsmaese  vor.  Was  die 
Oscillationsdauer  7  betrifft,  so  kann  in  dem  Ausdrucke  derselben  wegen 
der  geringen  ExcentricitXt  der  ellipsoidischen  Oberflachengestalt  auch  R 
fBr  c  gesetzt  werden,  wodorch  dann  kommt 


^=-/l^- 


Wir  sehen  also,  dass  unter  den  möglichen  kleinen  Be- 
wegungen, welche  eine  blos  ihrer  OberFIXebenBpannnng  un- 
terworfene Flttssigkeitsmasse  ausführen  kann,  sich  auch 
regelmSssige  Oscillationen  befinden,  bei  welchen  die  Ober- 
flKche  der  Flüssigkeit  stets  die  Gestalt  eines  Eilipsoida  be- 
hält;  die  Verschiebungen  eines  Theilchena  lasaen  sieh  bei 
dieaen  daratellen  durch  die  Ausdrücke  ^   Ca>(>qIc 


S38  OscilUtionen  ein.  homog.  Fldsaiglceitsmuie  etc.   Von  Dr.  A.  Gibbkb. 

|  =  ,«,a:a«tn2«-,     if  =  fty« *•" 2 w  j ,     £  =  — (f*,  +  /i,)t»«»2Ä  y , 

unter  ft^  nnd  ^4  beliebige  selir  kleine  Constanten  veretun- 
den;  die  halben  Axen  der  ellipBoidinchfls  Oberfläche  sind 
fllr  jeden  Moment 

nnter  ff  den  Halbmeseei  der  sphSriechen  Qleichgewichts- 
oberflSche  verstanden;  die  Oscillationsdaiiar  T  bestimmt 
sich  dabei  darch  die  Qleichnng 

Wir  sehen  hieraoB,  dass  die  Oscillationsdaner  der  Qnadr&twursel  ans  der 
Dichtigkeit  und  der  Quadratwurzel  aus  dem  Volumen  des  Tropfens  pro- 
portional ist.  Nehmen  wir  etwa  das  Gewicht  eines  Grammes  als  Er&ft- 
einheit  und  das  Centimeter  als  Längeneinheit,  dann  ist,  nm  die  Formel 
auf  einen  Wassertropfen  von  1  |cm.  Halbmesser  anzuwenden,  zu  setzen 
R=l,  f  (dieUasse  der  Volnmeinbeit  oder  eines  KnbikcentimeterB  Wasser) 

=  —  =  ,  «  =  0,07  (s.Beer's  Einleitung  in  die  Theorie  der  Elas- 

ticität  nnd  Capillarität) ;  dadnrch  findet  sich  7^:0,268  Secnnden. 


idbyGoOglC 
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Zn.  Einige  Sätze  ttbeo:  Witbelbewegnngen  in  reibenden  flfiuigkeiten. 

nie  merk wflrd igen  SXtze,  die  Helmholtz  über  die  Wirbelbeweg- 
DDgen  in  nicht  reibenden  Flüssigkeiten  abgeleitet  hat,  lasBen  sich  aaf 
reibende  Flttssigkeiten  im  Allgemeinen  nicht  Ubertiagen,  da  ja  schon  die 
Erfahmng  zeigt,  dass  in  diesen  Wirbelbewegungen  beliebig  ersengt  nnd 
zerstört  werden  können.  Es  sollen  im  Folgenden  einige  Sätze  über  solche 
Bewegungen  in  reibenden  FlUseigkeiten  entwickelt  weiden,  die  noch 
nicht  bekannt  sn  sein  scheinen.  Dabei  soll  angenommen  werden,  dasa 
die  wirkenden  Xnsaeren  KrSfte  ein  Potential  haben. 

Wir  Stelleu  die  Gleichungen  für  reibendb  Flüssigkeiten  auf.     Es  ist 

''d/*"'*         dx       dy       dt  ' 
d*y       ^    dr^     97,     3r, 

''rfi»       **         dx        ty        dz' 
Darin  ist 

Zu  diesen  Gleiehnngen  kommt  noch  die  ContinuitStsgleichnng : 

a.    a.  \,  "*'"°°' 

wo  "  =  5 — 1-3 — ^3—  'Bt,  und  eine  Gleichung  zwischen  dem  Druck /)  und 
der  Dichtigkeit  ft  hinzu.  Bilden  wir  nun  die  Differentialquotienten  von 
Xr  u- s.  w.,  so  kommt  ■  ,  i,C^t>(>ulc 


Kleinere  Hittheilnngen. 


Sx       dy        oz       dx        ox 

wo  .ä  die  Operation  t— i  +  :r-i  +  ^n  bedeutet. 

öx*      dy*      dz* 

Wie  bekommen   zwei  andere  Fonnen   fUr  diese  Gleichungen ,  wenn 
-  wir  die  OamponenteD  der  Drehnngsgesch windigkeit  einfübren.    Bezeichoen 
wir  diese  mit  n,  r,  tf,  so  ist 


Tragen  wir  diese  ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 
3«       av        dx       diE  \8y     dxj 

Wir  benntzen  zu  weiterem  Vorgehen  die  Gleichungen 


-"(If-Il)+»S. 


Wir   bezeichnen    mit  ahc  irgendwelche  von   einander  nnabbSogige 
Grössen,  die  den  materiellen  Punkt,  dessen  Coordinaten  zur  Zeit  (  xyx 

y'dp  fda 

—  =Pnnä    / — ^S  und  beputseo, 

SV  BF  dV 

dass  A'^TT— ,   F  =  ;r— ,    Zi=-;r-    floin    soll.      Maltipliciren   wir  dann    die 

ex  dy  dz 

Gleichungen  I)  mit  ^)    ö~>  ^  ^^^  addiren,  so  kommt 

f.  L\dy      dzJda'^Kdt      dxJda'^Kdx      dy/dal 

^            ,■,.-,                   .       .    dx  dy    dz  ,         .    dx    du     dz 

£nfsprechend    wird,    wenn    wir   mit   st»  :r7i  tt  oder  mit  ;:-,  t~i  s— 

db  So    ab  de     de    de 
mnltipliciren  und  addiren, 

df  pi  +  d?  8;+5?j»-8»''    '+•'**' 

frSa:     <PySg     ftS,_  1  ,,,_„,  -t» 


k)glc 
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Diese  GteicbnngeD  sind  Analog  den  Lagrange'Bchen  hydrodyBamischen 
gebildet.     Sie  gehen  in  sie  Aber,  wenn  k^^O  gesetzt  wird. 

DifferentUrt  man  die  Bweite  von  diesen  nach  c,  die  dritte  nach  b 
und  zieht  die  Besaltate  von  einander  ab,  so  erbXit  man  anf  der  linken 
Seite  nach  einer  leicht  ansznfuhienden  Recbnnng  (e.  Kirchhoff,  Vorles. 
S.  166) 

d^/du  dx_dudx     dvds/_dvdy     Sm  dz     drv  d 
^       dlKscdb      dbdc'^dcdb     dbde'^d: 
Um  die  rechte  Seite  za  bilden,  setzen  wir 

Dann  wird  die  rechte  Seite 

\dc  db    dbdc'^dc  db    db  dc'^dc  a»    §6  de)' 

„       .  .  .  j-      r  I.        o  ■.  :    2rfo  2dß  Zdy 

Bezeichnen   wir   Dan    die   linken  Seiten  mit  — ;— ,  — ;— ,  —-^, 

dl  '    dt  '  dt   ' 
haben  wir 


de  i 


'^dc  ; 


IV) 


36  de      de  db     db  de  k  dt' 

_8Mdy     dNdi     dNdz_      1   dß 


k  dt^ 
\_dY 

'  k  di' 


Diese  Gleichnngen  mnltiplidren  wir  resp.  mit  ä~  »  öT  >  ^  i>iiä  addiren 
sie.  Dann  heben  sich  die  Glieder,  die  £  enthalten,  fort  und  m  kommen 
links  drei  Glieder  von  der  Form  -5— (t-  sr  — tt  t^I  und  drei  tob  der 


da\de 

dS/dtSx     dzda:\     ..  -       j  ... 

Form  T— i  =-  -^TT  —  51  T-  1)  die  ans  einander  entstehen,  wenn  man  a,  0, 
da  \dc  db      db  de} 

c  cykltscb  vertanBcht.  Die  Klammergrössen  sind  aber  nach  einer  Bech- 
nong,  wie  sie  Kirchhoff,  Vorl.  8.  167,  angiebt,  resp.  ß-~-t  ^jr^ 
a-  »-  fli.  a^ 

— ,  wobei  D  die  Determinante  ist 


3y' 


dy  dy 


dy     dy     dy 


Infolge  deuen  werden  nnseie  Gleichungen 

ZMlMblUI  t  lUlhoutUi  B.  Phjilk  XZlV,  4. 
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\at      dy)~       k\da  dt   •  db    dt'^de  dl)' 

'  \dx     dt)"      k\da  dt^db  dt^dc  dt)' 

\dy      dx)  ~      k  \da  dt'^db  dt"^ de  dt)' 
Endlich  differentiiren  wir  die  erete  tou  diesen  Gleichnngen  nach  x,  di« 
zweite  niich  jr,  die  dritte  nach  z  und  setzen  ~7rn  =  '^>  b*^  kommt,  wenn 
wir  addiren,  snf  der  linken  Seit«  0  und  es  wird 

Adb  den  Glflichnngen  IV)  ersieht  man  aber,  dass 
da   df^db  dt'^'de   dt 

iot,  also  behalten  wir,  da  ä~~rja  ä~   """^  ^  *™  Allgemeinen  nicht  0 
W    di.  Gtekhnng        ^^      °   ^  ^    "^,  ^^_ 
'  da  dl^Sb    dl^de   di~ 

M^r   wollen    zuerst  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingnng 

dafElr  sndieD,  daas  -t:=0)    jT^^**»  jT^^*'  '^*'  ^-  **•   ''*'*  *''  '"^  '^'® 
Helmhotta'schen  Qeaetze  kommen. 

Wenn   diese   drei  Grössen  gimch  0  sind,   so    erkennt  man  ans  VI), 
dass,  da  J>  nicht  gleich  0  ist, 

dx  öy  dz 

ist,  wo  ^£  =  0  ist.     Soll  das  aber  der  Fall  sein,  dann  mnss 
9L_dM 

■ein  nnd  dazu  ist  nach  III)  nothwendig,  dass  ^  =  conti,  nnd 

d.  h.,  da  L"  +  |2f  +  |*  =  0  ist,  da» 
ff.T     3y     dx 

ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Falls  bei  der  Bewegung  einer  incompressiblen  reiben- 
den Flässigkeit  ^n  =  0,  ^x  =  0,  <4(>=0  ist,  so  gelten  Tür 
diese  Flüssigkeit  die  HeImhoU«'schen  Gesetze  der  Wirbel- 
bewegung. 


Klninere  Uitiheilangen. 

Ein  Beispiel  Untüi  bietet  die  Bewegung  einer  FlttBBigkeit  in  einer 
festen,  nnbewegten,   der  z>Aze  parallelen  oylindrischen  Bfihre.     Dabei 

ist  M  =  0,  e  =  0,  w  =  ^(ir»+y')  +  rf,  «ilso 

"  =  Ä!''    5^=^"'     *  =  **• 
mitbin  -rfn  =  0,  J%=0,  d(f  =  (i.    In  einer  solchen  Btfhre  li5rt  also  eine 
Wirbelbewegting   niemals    auf  nnd   kann  keine  Wirbelbewegung  d&rch 
KrSfte,  die  ein  Potential  baben,  erzeugt  werden. 

Wir  rennen  die  Qleichnng  VII)  um.  Ane  der  Gleicbnng  II)  nnd 
den  analogen  erkennt  man,  dass 

,      eb      sb     db 

Sc   .     Ic        de 
-'-"g^  +  Xf^  +  tgl- 

FObren   wir  dies  in  die  Qleichnng  VII)  ein,  so  wird  diese,   da  a,  6,  c 
von  1  aDsbfaSngig  sind, 

Falls  also  ^  =  0, 
den  Sata: 

Wenn  bei  einet  Flfissigkeitsbewegnng  zwei  Compenen- 
ten  der  Drehnngggeachwindigketl;  sich  mit  der  Zeit  nicht 
Xndern,  so  bleibt  auch  die  dritte  mit  der  Zeit  unverändert; 
oder:  Eine  Flfisslgkeit  kann  sieb  nicht  so  bewegen,  dass  die 
Drehnngsgesch  win  digkeit  längs  zweier  Axen  stationär 
bleibt,  ausser  wenn  die  Orehnngsgeschwiudigkeit  Oberhaupt 
stationär  ist. 

Wir  wenden  nun  die  Gleichnng  VIII)  anf  den  Fall  einer  incompres- 

aiblen  Flüssigkeit  an.     Bei  dieser  ist  '77  =  0  <tnd  wir  kfinnen  daher  die 
QlMehnng  VIII)  schreiben 


EleineTe  MittlieUtingen. 


Bezeichnen  wir  die  Drehnngsgescb windigkeit  des  materiellen  Theil- 
ebene  mit  7,  so  ist  <p  der  Grösse  nnd  Bichtnng  oacb  bestimmt  dnrcb 
die  Gleicbungeo 


=y^*+%*+Q^ 


ffifp^^i  *        j       COS}',= 


j/;^+j^+^  y„^+y*+tf»  j/^+j,t+^ 

Die  Determinante  ü  ist  von  t  nnabhSngig,  d.  b.  sie  bSngt  nnr  ab 
Ton  abc.  Jedem  materiellen  Tbeilcben  entspricbt  also  ein  bestimmter, 
Ton  (  nnabbftngiget  Werth  Ton  J?.  Fflr  jedes  Tbeilcben  haben  wir  also 
einen  Werth  D^const.  Dieser  Oleicbnng  entapricht  eine  FlKcbe,  so  dass 
wir  also  für  jedes  Tbeilcben  eine  bestimmte,  von  i  unabhängige  FlSche 
coDStmiren  kfinnen.  Wir  wollen  sie  wegen  der  Bedeutung  von  D  die 
DilatationsflXche  nennen.  Andererseits  ist  D  eine  Function  von 
xytt.     Jedem  Ranmpnnkte  entspricht  also   eine  mit  der  Zeit  verXnder- 

licbe  FUche  D,  jedoch   so,  dass  -r.^^^   ist.     Constniirt  man   niia  im 

Punkte  xyz  zur  Zeit  (-die  Normale  an  die  Flltche  i),  so  bildet  diese  mit 
den  Azen  Winkel,  deren  Cosinus  sind 


cojjS,  =  - 


~m-o'^m'    /(K)"+©'+(K)" 


'*?»= 


Ist  nun  c  der  Winkel  zwischen  <p  nnd  der  Normale  an  />,  so  gebt 
unsere  Gleichung  IX)  über  in 

-(v<:os.)  =  e. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

In  einer  incompressiblen  Flttsaigkeit  Sndert  sich  die 
Drehungsgeschwindigkeit  an  einem  bestimmten  Punkte  mit 
der  Zeit  nach  Grösse  und  Richtung  so,  dass  ihre  Ptojection 
auf  die  Normale  der  Dilatatioasriäcbe  in  diesem  Punkte 
constant  bleibt. 

Breslau,  Dr.  Lbo  Graktz. 

Xm.    Sine  Belation  iwiiohen  Potenzen  .und  Determlmmten. 
Henri  Brocard,  der  anf  dem  Gebiete  der  algebrüscfaen  Analfsis 
unermüdlich    tbXtige    franzCsische    Mathematiker,    machte    den    Schreiber 
dieser  Zeilen    unlängst  auf  eine  Determinante  von  interessanter  Stmctur 


Eleioer«  Hitthetlnngen. 


Bafmerksam  and  tbeilte  demaelben  gleichzeitig  seine  Vflrmtithiing  mit,  daes 
jene  mit  gewissen  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  in  sehr  ndher  Be- 
aiehang  stehen  mOBse'  Nachdem  die  Ermittelung  dieser  letzteren  nun- 
mehr gelungen  ist,  erlaubt  eich  der  Du  terzeich  nete,  mit  Zustimmung  seines 
verehrten  Freundes,  seine  Herleitung  als  einen  hflbschen  Beitrag  zur 
Dfltermin  an tenlehre  nacIiBtehend  zu  Teröffentlichen. 

Vorgelegt  ist  die  Determinante*  (2m+l)'"°  Grades 
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WO  die  einer  Eins  und  einer  Null  in  der  ersten  Horizontalreihe  an- 
gehängten Indices  selbstTersUtndlich  als  blosse  Stellenzeiger  aufzufassen 
sind.  Wir  Bubtrahiren  jeweils  eine  Vertikalreihe  von  der  links  neben  ihr 
stehenden  und  erhalten  so 


*  A  priori  llUst  uch  von  dieser  DetemtinaDte  Nichte  weiter  auBsagen,  als  daas 
■ie  jedenfalls  nicht  gleich  Null  sein  kann.  Denn  bilden  wir  von  der  ganzen  ratio- 
nalen Function 

und  deren  enter  Ableitung 

r(,)  =  (»»+ !)«!■+•«  ar--|^-(nl-l)a?"-'-^...  +  4aJ■  +  3a!>+aa!-^t 
nach  dei  dialjtiscbeu  Methode  die  Reanltante,  bo  ist  diese  eben  mit  unserer  Üe- 
tenninsnte  ^»-fi  identisch.    Wflrde  letztere  sich  ounulUreu,  so  wäre  damit  aus- 
gesagt, daas  die  beiden  Functionen  f,^^  und  f,^,  einen  gemeinsamen  Theiler  be- 
•Bssen.    Änderersöte  aber  weiss  man,  dass  für  die  Qleichung 


welche  in  der  Theorie  der  Kreistheilong  bekamitüch  eine  Hauptrolle  spielt,  dies 
nicht  möglich  ist. 
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0     0    0    0  ...0 

-1   0    0     0  ...0 

0-100  ...0 

0     0     -10  ...0 

0     0     0     0-  ...0 


-1   -1  -1  -1  ...-1  -I  m+]  0 
-1   -1  -1  -I  ...-1  -1  -1      mA 


-1  -1  ...-1  -1  -1      -1 


.  1 


0  .-.  0 
0  ...  0 
0  ...  0 
0  ...  0 
10  ...  0 
m+l  . . .  0 


.-1  -1  -1      -1 
.0    -1  -1      -1 


-1  -1  ...  m+1  0  0 
-1  -1  ...-1  m+l  0 
-1       -1     ...-1      -1       •+! 


Wird  jetet  »ur  p**"  Colonne  die  (M  +  p  +  2)'*  addirt,  wo  p 
1  nnd  (ffi  — 1)  rariirt,  so  folgt 


0        0        0     0    ...0        0     0 
0        0        0     0    ...  0        0     0 
0        0        0    0    ...  0        0     0 
0        0        0    0    ...0        0     0 

1m„  0        0       ...  0        0        Om 
0          1        0       ...0        0       0 
0          0        1        ...0        0       0 
0          0        0       ...0        0       0 

»000    ...0        0     0 
0        0        0     0    ...  0        0     0 
0        0        0     0    .  .  0        0     0 

0          0        0       ...1        0       0 
0          0        0       ...0        1        0 
0          0        0       ...0        0        1 

-1    -1    -1  -1 ...  -1    -1  -1 
-1    -1    -1-1...-1    -1-1 

m+l  -1       -I-1...-1       -1-1 
-1     tn+l  -1  -1  ...-1      -1  -1 

0          0        0       ...0        0       0 
»1+1     0        0       ...0        0       0 
-1        m+l  0       ...0        0       0 
-1        -1      •.+1...0        0       0 

-1    -1    -1 -1... -1 . -1 -1 
-1    -1    -1-1...-1    -1-1 
-1    -1    -1-1...-1    -1-1 

-1         -1    •  -1      ...fn+1  0        0 
-1        -1      -1     ...-1     m+10 
-1        -1      -1     ..-1      -1     m+1 

Das  darch  niiMr  Krens  snBguchiedflne  Becfatack  oben  linika  bertalit 
ans  m(in-f-l)  Nnlleo;  es  tritt  also  das  bekannte  CoroUsr  des  Laplace- 
sehen  DeterminantensatEes  in  Kraft,  nnd  da  die  obere  Detetminante 
rechts  sieb  anf  ihr  Diagonalglied  l'"  =  l  redncirt,  so  ist 
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m  +  l  -1 
-1       m  +  l 


'1       -1 


,  ffi+1  • 

.  -1        m  +  l 


Diese  Determinante  besitzt  nur  mehr  (m  +  l)*  Elemente.  Indem  wir  nnn, 
wie  Torhin,  von  jeder  Colonne  die  rechts  neben  ihr  befindliche  Kbsiehen, 
eigiebt  sieh  uns 


0              0              0           0... 
0             0            0          0... 

0          0 
0          0 

-(m+2)   m  +  l 
0            -1 

0.  +  2      0              0           0... 
-(™  +  2)      »  +  2       0           0 
0          -(»t  +  2)      m+2    0 
0             0           -{m  +  2)  m  +  2  ... 

0          0 
0          0 
0          0 
0          0 

0            -1 
0            -1 
0            -1 
0            -1 

0              0              0           0... 
0              0              0           0.. 
0              0              0           0         ... 
0              0              0           0... 
er  liAben  (m-1)  Colonnen  mit  zwei 

0          0 

0          0 

m  +  2    0 
-(m+2)  m  +  2 
Zeilen  im  Gan 

0           -1 
0            -1 
0            -1 
0            -1 

zen  2(m— 1)  ver 

schwindende  Elemeate  gemein;   wir  können  sonach  viedemm  die  durch 
das  Krens  angedeutete  Zerlegung  znr  Anwendung  bringen  und  finden 


m+2 

0 

0 

(m+2) 

m+2 

0 

0 

-("  +  2) 

m+2 

0 

0 

-(m  +  2) 

m  +  2        0  I 

-(■»  +  2)     m  +  2    I 
0  -(m+2)  , 


1  +  2 


.(m  +  2)    m  +  I| 


Der  Werth    des    ersten  Fsctois    ist  (m  +  2)" 
(m  +  2),  slso  ist  ziun  Sofalasse 


derjenige  des  «weiten 
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.     A.+  ,  =  (».+2)". 
z.  B.  fHr  m  =  0,  1,  2,  3,  ... 

A  =  2°,     ^8  =  3',     ^(=4*.     ^j  =  5>. 
Vielleicht  gestehen  sich  die  oben  erörterten  TransformetioDen  tiber- 
sichtlicher,  wenn  wir  sie  &m  spociellen  Falle,  etwa  flir  m  =  3,  nochmals 
reproduciren.     Es  ist 

{1  1  I  1  1  0  0 
0  1  I  1  1  1  0 
0  0  :  1  1  1  1 
12     3     4     0     0     0 


0    0    0     12     3     4 


-1     -1      4 
-1     -1     -1 


0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

-1 

-1 

-I 

4 

0 

0 

0 

-I 

-1 

-I 

-1 

4 

0 

0 

4 

-1 

-1 

-1 

-1 

4 

0 

-1 

4 

-1 

-1 

-: 

-1 

4 

0 
0 

0 
0 

-6     4 
0     -1 

6 
-5 

0 
6 

0     -1 

0     -1 

Dr.  S.  GOmtbbi 


XZV,   Ein&olier  Beweis  dss  SatEei  Von  Suai^et. 
(Hieriu  Taf.  lU  Pig.  a— 4.) 

Wenn  1234  ein  beliebiges  Vierseit  darstellt,  0  einen  Pnnkt  in 
dessen  Ebene,  ao  geben  von  Ihm  nach  den  sechs  Vierseitsqcken  die  in 
Fig.  2  mit  aa'bb'cc'  bezeichneten  Strahlen  (die  mit  gleichem  Bnchstaben 
je  nach  Gegenecken).  Zu  beweisen  ist,  dssa  diese  drei  Strahlenpmare 
einer  Involution  angehfiren. 

Znn&cbat  bestimmen  abc,  a'b'c  zwei  projectiTische  concentrisohe 
BUscbel.  Entspricht  sich  eines  der  Paare  vertanschnngatähig  (doppelt), 
ao  ist  dasselbe  bei  allen  anderen  anch  der  Fall,*  nnd  dieses  Verhalten 
kenns^chnet  die  Inrolntion. 


•  Hau  vei^leiclie:   Cremona-Dtwvlf,   Mimmtt  de  Otomürie  prqjtttiee, 
Paris  1875,  §  XII. 
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Schneidet  man  die  Büschel  abc  and  a'b'c'  reep.  mit  den  Strahlen  (, 
Y,  die  mit  zwei  Viereckaatrohlen ,  z.  B.  1,  2,  übereinstimmen,  so  ent- 
stehen äie  Pauktreih^zi  /IBC,  ^B'C,  die  in  ( und  ^  projectirische  Reihen 
bestimmeD.  Die  peTSpectiviache  Axe  geht  dnrch  C,  da  C  in  den  Schaitt- 
paukt  it  PÜh.  Sie  geht  aasserdem  durch  die  Ecke  ilB",  AB  dea  ge- 
gebenen Vierseitfi,  ist  also  c'.  Dem  Pankt  D' ,  den  1  ans  i  schneidet, 
entspricht  der  Schnittpunkt  /("=  D.  Die  Verbin  da  ngsstrahlen  von  D  und 
B  mit  0  entsprechen  sich  in  den  projectiyischen  Bfischeln.  WShlt  man 
also  c^d  als  Origiualstrahl ,  so  fällt  der  entsprechende  Strahl  d  nach  c. 
Damit  ist  gezeigt,  dass  das  Paar  cc  sich  doppelt  entspricht,  und  die- 
selbe Figur  würde  auch  zeigen,  dass  na  und  bb'  sich  doppelt  entsprechen. 

Für  die  dnalistische  Aussprache  des  Saties  ist  der  Beweis  ebenso 
einfach  und  ohne  Hilfslinien  zu  führen.  Die  sechs  Seiten  des  vollstän- 
digen Vierecks  I,  II,  III,  IV  schneiden  eine  Gerade  (  in  den  Pnnkte- 
paaren  A£,  B0,  CC.  Diese  Punkte  sind  drei  Paare  einer  InTolution, 
wenn  in  der  Projectivitüt,  die  durch  Zuordnung  der  Punkte  AffC  zu 
ABC  entsteht,  das  eine  Paar,  z.  B.  AA,  sich  doppelt  entspricht  (so  daas 
5'=,*,  wenn  D  =  4  ist).  ^ 

Man  projicire  die  Reihe  AffC'  ans  0  =  IV  anf  (=  I III ,  so  entsteht 
K'S'S',  welche  Gruppe  nun  mit  ABC  eine  Projectivität  bestimmt.  Die 
perspectivische  Aze  fUr  diese  Reihen  ist  ("=  II,  IV.  Dem  Schnittpunkte 
S  von  i  mit  t  entspricht  in  (  der  Schnittpunkt  mit  (",  also  T>^  A\  wo- 
mit der  Beweis  erbracht  ist.  —  Die  Fig.  3  würde  auch  noch  zeigen,  wie 
die  Paare  BB"  und  CC  sich  ebenfalls  doppelt  entsprechen. 

Ein  weiterer  Satz  von  Deaargnes  lautet:  Wenn  ein  Kegel- 
schnitt einem  Viereck  umschrieben  ist,  so  trifft  jede  Ge- 
rade den  Eegelacboitt  und  die  Gegenseiteupaare  des  Vier- 
ecks in  vier  Pnnktepaaren  einer  Involution.* 

In  Fig.  4  sei  1526  das  Viereck,  (  die  Gerade.  Anf  t  entstehen 
dnrch  das  Viereck  die  Paare  AA,  BB',  CG'  einer  Involotion  und  es  ist 
KU  beweisen,  dasa  die  Schnittpunkte  34  von  t  mit  dem  Kegelschnitt  ein 
weiteres  Paar  DI/  dieser  Involntion  bilden. 

Zunächst  ist  123456  ein  Pascalsechseck,  deshalb  sind  die  Punkte 
/>=12,4&;  £>=23,56;  R  =  34,61  in  Gerader  —  die  Involution  auf  ( 
kann  man  als  Vereinigung  von  zwei  projecti viseben  Reiben  ABC,  ABC 
auffassen  (das  vertanschongs^hige  Entsprechen  der  Pnnktepaare  ist  oben 
bewiesen)  und  man  hat  zu  zeigen,  dass  DB  sieb  in  dieser  Projecti- 
vitit  entsprechen.  Projicirt  man  aber  ÄßC  aus  (7  =  5  auf  ('=12, 
ao  geben  ABC,  9l'93'E'  die  projecti  vischen  Reihen  mit  f"=56  als  per- 
speetivtsche  Axe.  Um  zu  />  =  3  den  entsprechenden  Punkt  zn  finden, 
ziehe  man  J>a',  welche  i'  in  Q  tri£Ft.     Die  Paacallinie  QA  ist  eugleicb 


Ulf,  U  e.  S.  m. 
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J'St',  deshalb  3)'  tu  P  ond  Q!S)'  geht  von  gelbst  durch  />'=>  4,  womit  der 
Satz  bewieeeo  ist.  , 

Uan  bemeikt,  dus  die  Fignr  nebst  dem  Eegelscbnitt  and  der  Tt&ns- 
versalen  nur  du  Pascalsechseck  mit  der  Pucallinie,  sowie  die  Seit«i^defl 
Vierecks  enthält,  dass  also  keine  Hilfslinien  zmn  Beweise  nöthig  sind. 

Ztirich-Hottingen,  im  Febmar  1879.  Dr.  A.  Wkilbr. 


XT.  Zqt  Theorie  der  Bemoolli'sohen  Zslüen. 

Die  bekannten  independenten  Darstellnngen  der  Bernonlli'scheD 
Zahlen,  deren  n"  ich  in  der  Folge  immer  mit  B^  bezeichnen  werde, 
gehen  sftmmtlich  von  der  BeUtion 

oder  der  verwandten 

*~  2'"(2»--l}     dar»"-»    ' 
wo  nach  der  Differentiation  fC  =  0  in  setzen  ist,  ans  und  verdanken  ihre 
Entstehung   vorzugsweise  Laplace,  Seherk   etc.     Im   Nachstehenden 
werde  ich  hingegen  auf  elementarem  Wege   einen  independenten  Ans- 
dmck  mit  Hilfe  des  Satzes,   dass  die  n"  Bernontli'sche  Zahl  der  Co- 
effiüent  des  niedrigsten  Gliedes  in  der  Snmmenfarmel  der  2n<™  Potenzen 
der  natürlichen  Zahlen  ist,  ableiten,  der  recht  gut  in  die  niedere  Ana- 
lyst» mit  aufgenommen  werden  kann. 
Beachtet  man  nSmtich,  dass 
1)  m*  =  2lC„,i  +  C„,,, 

wenn  mit  C„_p  die  Anzahl  der  Combinationen  ans  m  Elementen  tnr  p*™ 
Classe  bezeichnet  wird,  so  folgt  dnrcb  MaltipUcalion  mit  m 
»•=K»-2)  +  2]2!C.^,+  [(,^-l)  +  l](Vl 
'  =3IC.,,+  2!(2  +  l)(im  +  C..,, 

Setzt  Duui  jetzt 

1  +  2  +3  +...+J1  =«!,„ 
l  +  2S,,,  +  3Sw  +  ...  +  pS,,,  =S,,„ 
l+iS,,,  +  3S,,,  +  ...+pS^,  -Si.,, 


l+2S»,i+3S.,,  +  ..,  +  pS.,,-S,+,.,, 


r„.db,G00gIc 
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Si.i  =  S2.i=...  =  S,,i\ 
geaetst  wird,  so  kann  auch  2) 

m'  =  31  C«,s  +  21  S,,,  C,,,  +  C,,, 
gosohrieben  werden.     Maltiplioirt  man  die  soeben   erhaltene   Qleiclinng 
■bermalB  mit  m,  so  folgt  nach  leichter  Beduction 

«*  =  4tC».4  +  3I(3  +  S,,i)C^,  +  2!(2S,,j  +  l)(7„,,  +  C.,, 

Han  kfinnte  in  dieser  Weise  beliebig  weit  fortgehen;  allein  das  Bildnnge- 
gesetz  fXlIt  schon  jetzt  in  die  Aagen  nnd  ist  allgemein 

mi'=p!C,,p  +  {p-l)!S,,,_,C„,p_,+(p-2}!Si,p_i(^,p_,  +  ... 
'  ...  +  2!Sp_s.jt'„,i  +  C„.i, 

wie  sich  leicht  beweis^i  Usst.     Mnltiplicirt  man  nSmlich  4)  mit  m,  so 
eih&lt  mui 

mP+»=.(p+l)l  £?„,,+,+,)!  (p+S,.p-,)C-.p 
+  (p-l)![{p~l)S.,^-i+S^p-slC,,,_, 
4-(p-2)I[(p-2)S:,p_,  +  5i,,_3]C»,p_,  +  ... 
...  +  31[3Sp_s.,  +  S,_^JC,., 

folglich 

mF+^^(p  +  l)\C^,+i+plSt,p€„,f+{p-l)lS^,.,C„,,.i  +  ... 
...  +  2!Sp_,,,C.,,  +  f„,,. 
Hieraas  ergiebt  sich,   dass,  wenn  das  bemerkte  Gesete  bis  f  als 
lichtig   angenommen  wird,    es  auch  fUrp  +  l  gilt,    woraos  sofort,    da  es 
bereits  bis  j)  =  4  bewiesen  worden  ist,  die  Allgemeinheit  desselben  folgt. 
Legt  man  nun  m  in  4)  alle  Werthe  der  ganzen  Zahlen  von  1  bis  m 
bei  ond  addirt  s&mmtliche  anf  diese  Weise  erhaltenen  Gleichnngen,  so 
findet  man  bei  Zuhilfenahme  der  bekannten  Belation 

C.,p  +  C,_,,,  +  C,_^P  +  ...  +  C,,p=C'„+,,p+i 
die  merkwürdige  Formel 


1^' 


+  (p-2)is^,_sC.+,.,_,  +  ... +  21  s;,_i,c„+,,, +  (;.+,,, 

oder  mit 

^"»»^il  ■'-+.-+. +'^' ''-+^-+ 7^' ■<-«.-.+ •• 

..  -l-iJ.+i,..       ■ 
Als  allgemeine  Formel  ftlr  die  Summen  der  geraden  Potenzen  der 
natfiHichen  Zahlen  von  1  bis  m  bat  man  daher 
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Um  nnn  anf  dift  Bernanlli'schea  Zahlen  zu  kommen,  bsben  wir 
&lle  A  aufzulösen  und  die  Coeffideaten  der  Glieder,  die  m  in  der  ersten 
Potenz  enthalten,  aossmmensafaasen.  Nun  enthält  aber,  wie  leicht  ein- 
zusehen, allgemein  f^  i^2 

''-+1,1 

du  Glied 

(-l)'(.-2)!«., 
woians  sofort  ans  5) 

«.-(-i)-r-fe^+^^^'.'....-i 

6) 


folgt 

Der  Factor  (—  !)■+'  musB  hinzugefügt  werden,  weil  das  letzte  Glied 
der  nach  fallenden  Potenzen  geordneten  Snmmenformel  fttr  dte  Sn'""  Po- 
tenzen der  natürlichen  Zahlen  fUr  ein  gerades  n  negativ,  fUr  ein  un- 
gerades n  ah  er  positiv  ist. 

Oleiohnng  6)  ISsst  sich  auch  einfacher  . 

S.  =  {-')■+' {^-''^'V 1)'+' ^^J^^EfsH'-j 
schreiben. 

Bnrgk.  W.  Kütthbr. 


ZTL  Bemarkongen  bot  Sifferentialgleiohang 

Uan  kann  in  jeder  Differentialgleichnng  die  Pnnktcoordinaten  dnrcb 
Linieacoordinaten  ersetzen,  wenn  man  die  Relationen 

dv  du  .  ti 

*"~«dp  — erfu  '      '"^»rfD  — «du  '      *^'^~"7 
benntzt.     Diese  Ausdrücke  lassen  sich  zweckmlUsig  nrngestalten,  wenn 
man  fllr  u  und  r  heziehendlich und  —  schreibt,  denn  dadurch  er- 
hält man 

du  dv 

''^d-u'     ''  =  ''ä-u-'''     "="• 
Diese  letzten  Substitutionen  verdienen  dann  Beachtung,  wenn  sie  eine 
vorgelegte  Differentialgleichung  in  eine  solche  fibeifttbren,  deren  Integra- 
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tion  Wkanot  ist,  weil  dann  -das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 
wenigstens  durch  eine  Farameterdarstellnng  gegeben  ist.  Denn  sei  die 
ftbergeftihTte  DifFerentialgleichang 

und  ihre  Integral gleichong 

so  vfirde  eine  Elimination  der  Grössen  u,  v  nnd  —  ans  diesen  Gleich- 

nngen  nnd  den  ersten  beiden  Snbstitntionen  anf  ein  Resultat  von  der 
Form 

f(^,y,c)  =  o 

fuhren,  welches  das  allgemeine  Integral  der  nisprUnglicben  Gleichnag 
sein  mnsB. 

Wenn  wir  eine  AnweDdung  anf  die  Gleichnng  1)  machen,  so  ver- 
wandelt sich  dieselbe  in  die  lineare  Differentialgleichung 

du      v(«)  +  «ifC«)' 
deren  Integral  das  folgende  ist: 

r    vf"'>'"     t  /•     ~(u)du         -C    ^W'"'    I 

(  J  <p(u)  +  uii;{u)  I 

Den  Werth  von   v  kann  man   sogleich  wieder  in  die  Gleichung  2) 

snrficksubstituiien ;   zuletzt  hat  man  noch   —    durch  x  za  ersetzen  und, 
du 

wenn  möglich,   die  Variabele  u  ans  den  Oleichnngen  1)  nnd  2)  zn'eli- 

nüniten. 

Bemerbeuswerth  ist,   dass  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

n**"  Grades,  deren  Coefficlenten  lineare  Functionen  in  x  und  j/  sind, 

.   .+{«,_ia:  +  ^_,s,  +  c,_,)(^)-|-(<,.a:  +  fc.s-  +  c.)  =  0 

ata  specieller  Fall  in  der  Gleichnng  I)  enthalten  ist.  Der  Exponent  n 
unterliegt  keiner  Beschränkung. 

Die  lineare  Differentialgleichung  2)  ist  aber  bekanntlich  auch  dann 
integrahel,  wenn  das  letzte  Glied  noch  mit  einer  beliebigen  Potens  der 
Vsriabelen  e  mnltipticirt  ist,  wenn  also  vorliegt 

■'  du         v(") +  "*(«)    ■ 

Da  nun  e,  in  den  uraprHnglichen  Variabelen  anagedrflckt,  den  Werth 
xy'—y  besitzt,  so  ftthrt  die  allgemeinere  Differentialgleichung 
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bei  Verwendung  der  Sabstitntianen  auf  die  integnble  Gleichang  2  a). 

Die  Etiminationen ,  welche  nacli  Integraüan  der  Gleichang  2  a)  vor- 
snnelimen  sind ,  nm  das  Integral '  der  QleicbiiDg  1  a)  als  Function  der 
Vaiiabelen  ir  nnd  y  zn  erbalten ,  sind  an  sich  klar.  Nnr  mag  hervor- 
gehoben werden,  dasB  das  Integra]  der  Gleichung  I)  immer  eine  Anf- 
ISsung  nach  der  Gonstanten  zulässt,  während  diese  Rechnung  mit  dem 
Integral  der  Gleichung  1  a)  im  Allgemeinen  nicht  durcbfUhrbsr  sün  vird. 
Diese  Bemerkung  gilt  bereits,  wenn  Über  den  Charakter  der  Functionen 
<p,  tf,  X  die  einfachsten  Voraussetzungen  gemacht  werden.  Setzt  man 
beispielsweise 

SO  gebt  die  Gleichung  la)  über  in 

a:  +  y-(a:sr'-s)-=0 
oder 

Die  Gleichung  2a)  bat  bei  diesen  Annahmen  die  Gestalt 

dp      p+p" 
d'u'^  1  +  u 
und  man  gewinnt  aus  ihr  das  Integral 

e  =  (H-«)t<7-(H-«)— ']J^     (C=conJ(.). 

Fuhrt  man  diesen  Wertb  von  »  in  die  vorletzte  Gleichung  ein ,  so  erhKIt 
man  naeb  einfacher  Znaamraeniiebung 


das  allgemeine  Integral  der  zu  ISsenden  Differentialgleichung. 

In  der  That  wird  sich  auch  hier  tär  ein  allgemeines  m  die  Con> 
staute  nicht  explicite  als  Function  von  x  und  y  darstellen  lassen,  und 
ans  diesem  Gmude  wird  Überhaupt  die  Gleichung  la)  im  Allgemeinen 
keinen  bin  schrei  bbaren  integrirenden  Factor  besitzen. 

Was  endlich  den  besondem  Fall  betrifft,  in  welchem  die  Besiebnng 
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stattfindet,  so  können  hier  die  Oleichnngen  2)  nnd  2a)  nicht  Terwendet 
werden.  Unter  diesen  Umetfinden  rednciren  sich  aber  beide  Differeatial- 
gleichangeu  1)  nnd  la)  anf  die  folgende: 

(«»'-»)  =  f(y'), 

welche  unter  dem  Namen  „Clairant'sche  Form"  bekaunt  ist. 

Dresden,  im  December  187S.  Woldbhar  Hiümann, 

Btiid.iuUi. 

XVn.  EleBMDtsrar  B«weis  ein«  Satiea  der  Heohanik 
anf  geom«tiiM&eui  Weg». 
(Hierza  Taf.  lU  Fig.  6.) 
Der  grundlegende  Satz,  dass  die  Centrifngalktaft  eines  ebe- 
nen   Systems   von  Massenpnnkten,    welches   um   eine   senk- 
recht gegen  die  Ebene  gerichtete  Axe  rotirt,  der  OrSsse  nnd 
Bichtnng  nach  gleich  ist  der  Gentrifagalkrsft  der  Im  Schwer- 
punkte  vereinigt    gedachten   Masse,    wird   in    den   elementaren 
Ijebrbacbem  stets  auf  umständliche  Weise  abgeleitet,  da  die  Ooordinaten- 
methode  noch  nicht  voTanagesetzt  weiden  darf. 

HScbst  einfach  ergiebt  er  sich  ans  folgendem  geometrischen  Satze: 
Theitt  man  zwei  aneinanderatossende  Farallelogrammseiten 
vom  Eckpunkte  ans  im  Verhältnis«  l:tn,  resp.  l:i>tj,  nnd  ver- 
bindet man  die  Schnittpunkte,  so  wird  die  Verbindungslinie 
durch  die  Diagonale  im  VerhXltniss  ni,:ni,  dte  Diagonale  selbst 
im  Ve^rhÄltnisfl  l:{m+»t,)  getheilt 

AB                     AD 
Beweis.      In   der  Figur  setze  man   AE=- =«,  AF=s =  y 

und  ziehe  BH\\EF,  Dann  folgt  aus  der  Aehnlichfceit  von  AEF  nnd 
ABB,  dass  AH=mg  ist.  Folglich  ist  GS:  GB^AH:  BC  =  m:mi, 
also  auch  ES:  FS^m^im,  wie  behauptet  war.  Femer  Ist  auch  .46: CC 
=  m:ni„    folglich    AG :  AC  =  m:m-i-mi,    aber   AS-.AG^l-.m,    folglich, 

.     ,   ,  .^      ^f^        ^0 

»wie  behauptet ,   AS^  —  =  — : . 
m       m  +  m^ 

Anwendung.  In  £  befinde  sich  die  Masse  m\  in  F  die  Masse  m,, 
A  sei  die  RoUtionsaxe,  dann  sind  die  CentrifugalkrSfie  mx^^  in  der 
Bichtuug  AB, und  ot,y#*in  der  Richtung  AD.  Die  Winkelgeschwindig- 
keit &  ist  Kt  beide  Punkte  dieselbe,  kann  also  gleich  der  Einheit  gesetzt 
werden,  dann  stellen  AB  und  AD  die  CentrifugalkrXfte  auch  der  OrSsse 
nach  dar,  nnd  AC  ist  die  Resultante.  Letztere  Linie  theilt  aber  nach 
Obigem  EF  im  VerhHltniss  m^:m,  geht  also  durch  den  Schwer- 
punkt S.  Ferner  ist  nach  Obigem  AC={m+mi)AS,  ein  Ausdruck, 
welcher  übereinstimmt  mit  der  Gentrifugalkraft  der  Masse 
(m+mj)  im  Punkte  S  bei  der  Winkelgesohwindigti^g^,  Liür^*^ 
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Fär  zwei  Masseopnnkte  ist  iiIbo  der  Satz  bewiesen  und  kann  nach 
bekannter  Methode  anf  3,  4,  ...  n  Fnnkte  ansgedehnt  werden. 

Hagen.  Director  Dr.  HolzuSllbb. 


ZVm.   Iiometrisohe  Coordinateu  auf  der  Engelfläobe. 

Sei  k  der  Modul  der  elliptischen  Fnnctionen  mit  dem  Argument  u, 
A'  der  Modnl  für  das  Argument  v.  Es  bedeuten  k  nnd  k'  Complemen- 
tSrmodnli,  so  dass  k'  +  k'*  =  l.  Wird  der  Mittelpunkt  einer  Kngelfllcbe 
mit  dem  Halbmesser  g  zum  Anfangspnnkt  orthogonaler  Coordinaten  x, 
y  nnd  z  genommen,  so  ist 

Oii  +  yt+z'^g», 

Dieser  Oleichnng  wird   durch  folgende  Werihe  von  x,  y  nnd  t  genfigt: 

1)     x^  g  sinamu  ^amv,   y^g  ^amu  sinamv,    x=^g  cosamu  cosamv. 
Diese  Gleichungen  geben 

ix  dx     dtf  dy     dt  dz 
d^dl'^dü'dv'^TiTv'^    ' 

=  g'il  —  k'  sm'amu  -  k'^  sin^amv). 
Durch  die  vorsteheuden  Gleichungen  ist  bekanntlicb  ein  System  iso* 
metrischer  Ooordinaten  charakterisirt.     Sieht  man  allgemein  u  und  v  als 
FnnctioneD  von  p  and  3  an ,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen 

dp  dq      dp  dg      dp  dg         ' 
infolge  der  Gleichangen  2}  auf 

du  du  dv  d^       (^«Y + ('^y=('^«y+('^v 

dpdq^dpdq        '      \dpj^\dpj       \dg/^\dq/ 
Diese  Gleichungen  geben  ' 

,     du_      dv      du^^de 
dp~ ~  dq^    dq~      dp' 
Es  gentigen  also  u  und  v  beide  der  partiellen  DifTerentlalgleicbnng 
_  +  __(,. 
Göttingen.  Professor  Ennspbb. 
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XVI. 
Geometrie  der  Kreise  in  der  Ebene. 

Von 
R.  Mehuke, 


Statt  der  Punkte  odei  geraden  Linien  können  die  Individnen  ii|;end 
einer  Art  von  Gurren  als  Elemente  eines  ebenen  Systems  anfgefasst 
weiden.  Vom  Punkte  and  der  Geraden,  als  den  einfachsten  geometri- 
schen Gebilden,  znm  Höheren  anfsteigend,  liegt  ea  jedenfalls  am  näch- 
sten, den  Kreis  znm  ^Element  der  Ebene  zn  wXhIen.  Die  ans  dieser 
Annahme  entspringende  Qeometrie,  die  Geometrie  der  KrMse  in  der 
Ebene,  in  ihren  wesentlichsten  Umrissen  darzastellen,  ist  der  Zweck  des 
folgenden  kleinen  Versnchs. 

Was  die  Beweise  der  anfgestellten  SStze  anbetrifFt,  so  sind  dieselben, 
wie  mir  scheint,  am  einfachsten  mit  Hilfe  der  in  Qrassmann's  Ans- 
dehnnngalehre  enthaltenen  Methoden  za  leisten.  Da  jedoch  diese  Ue- 
thoden  trotz  ihrer  Einfachheit  noch  keine  solche  Verbreitung  gefunden 
zn  haben  scheinen,  dass  man  sie  als  hinreichend  bekannt  voranssetzen 
könnte,  so  glaube  ioh  Ton  der  Hittheilnng  der  Beweise  absehen  zu  müssen. 


1- 
Es  ist  nothwendig,  bei  jedem  Kreise  den  Sinn  festzuhalten,  in  wel- 
chem er,  als  ge.ometiischer  Ort  gedacht,  vom  erzengenden  Fnnkte  dnrch- 
lanfen  wird.  Setzt  man  einen  bestimmten  Sinn  als  den  positiven  fest,  so 
hat  man  positive  and  negative,  gleichsinnige  und  gegensinnige  Kreise  zu 
unterscheide D.  Unter  dem  Winkel  zweier  Kreise  versteht  man  immer, 
gleichviel  ob  sie  sich  reell  schneiden  oder  nicht,  die  durch  die  Oleichtrag 


q>  SS  arccos  I 


2r: 


bestimmte  Grösse  9,  wo  r  und  r,  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise  sind,  d 
die  Entfernung  ihrer  Hittelptinkte  bezeichnet  und  das  +*  »der  — Zücheh'^ 
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zn  nehmen  ist,  je  nftchdem  die  Kreise  gleicli-  oder  gegenainnig  sind. 
Zwei  Kreise  heissea  normal  zu  einander,  venu  der  Cosinus  ibtes  Win- 
kels 0  ist.  Die  AnsartungeD  der  Kreise  in  Pnnkte  oder  gerade  Linien 
aollen  vorlänfig  von  der  Betrachtang  ansgesehlossen  bleiben. 


Unter  einem  Kreisnets  versteht  man  bekanntlich  die  Gesammtbut 
der  zweifach  unendlich  vielen  Bereise,  welche  zu  einem  gegebenen  Kreise 
normal  sind-  Letzterer  möge  der  Polarkreis  jenes  Netzes  heissen  und 
das  Netz  selbst  das  Polaruetz  des  Kreises. 

Der  KreiBbSschel  erklärt  sich  dann  all  die  Oesammlheit  aller  Kreise, 
welche  zu  zwei  gegeheneu  Kreisen  normal  sind  oder  zwei  gegebenen 
Netzen,  den  Folaruetzen  jener  Kreise,  zugleich  angehören.  Die  Polar- 
netse  aller  Kreise  eines  BtlBcfaels  haben  ein  und  denselben  Büschel  ge- 
meinschaftlich, welcher  der  FolarbtlBchel  des  ersteren  heissen  aoH. 
Polarkreis  eines  gegebenen  Büschels  in  einem  diesen  Büschel  enthalten- 
den Netze  möge  derjenige  Kreis  genannt  werden,  welchen  der  Polar- 
bflschel  des  gegebenen  mit  jenem  Netz  gemeinschaftlich  hat  und  welcher 
daher  zn  allen  Kreisen  des  BilBcbels  normal  ist.  In  zwei  Folarbitscbeln 
ist  jeder  Kreis  des  einen  Bttschels  normal  zu  jedem  Kreiae  des  andern. 


Die  ganze  Kreisgeometrie  wird  beberrscbt  vom  Gesetz  der  Recipro- 
ciUlt,  nach  welchem  der  KreisbUschel  sich  selbst,  Kreia  und  Kreisneti 
sich  gegenseitig  entsprechen.  Ebenso  besteht  im  Netze  vollkommene 
Kecipiocität  zwischen  Kreis  und  EreisbtlBchel.  Dieses  Gesetz  erstreckt  eich 
gleichmKasig  auf  metrische,  wie  auf  rein  projectivische  Beziehungen. 

lieber  die  gegenseitige  Lf^  von  Kreisen,  Bttscheln  nod  Netzen 
seien  nnr  einige  wenige  Sätze  angeführt: 

Durch   zwei  Kreise  ist  ein  Bü-  Zwei  Netze  haben  einen  Büschel 

scbel  bestimmt  (der  Terbindnngs-  gemeinschaftlich  (den  SchnittbÜschel]. 
bflschel). 

Durch  drei  nicht  einem  und  dem-  Drei  nicht  dnrcb  einen  und  den* 

selben  BUscbel  angehSrige  Kreise  selben  Büschel  gebende  Netze  haben 
ist  ein  Netz  bestimmt  (das  Verbin-  einen  Kreis  gemeinschaftlich  (den 
dungsnetz),  Schnittkreis). 

Zwei  Büschel  haben  im  Allgemeinen  keinen  Kreis  gemeinschaftlich 
(sie  schneiden  sich  im  Allgemeinen  nicht). 

Durch  zwei  sich  schneidende  Bü-  Zwei  Büschel  eines  Netzes  haben 

scbel  ist  ein  Netz  bestimmt.  einen  Kreis  gemeinschaftlich. 

Die  Polsrnetze  aller  Kreise  eines  DiePolarkreise  aller  Netze,  welche 

Netzes  haben  ünen  einzigen  Kreis,     einen  Kreis  gemein  haben,   bilden 
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den  Polarkreis  des  Netzes,  gemein-  ein     Netz,     dos     Polametz    jenes 

schaftlich.  Kreises. 

Die  Polarlueise  aller  einen  ge-  Die  Polarnetze  aller  Kreise  eines 

gebenen  Bttsehel  enthaltenden  Netze  Bflsehels  haben  einen   BQscbel  ge- 

bilden    einen    fidscbel,    den    Polar-  meinschaftlich,  den  PolarbUschel  des 

büacbel  des  ersteren,  ersteren. 

4. 

Ein  Büschel  heisse  normal  zu  einem  Netze,  wenn  er  den  Polarkreis 
des  Netzes  enthält.  AlleBüechel,  die  einen  gegebenen  Kreis  enthalten, 
sind  hiernach  normal  zum  Polametz  dieses  Kreises;  dagegen  giebt  es  nnr 
einen  besümmten  Bflscbel,  der  dnrch  einen  gegebenen  Kreis  gebt  and 
ZQ  einem  gegebenen  Netze  normal  igt,  sofern  der  Kreis  nnd  das  Netz 
nicht  polar  sind.  Der  Scbnittkreis  dieses  BUschela  mit  dem  gegebenen 
Netze  soll  die  normale  Projection  des  gegebenen  Kreises  anf  das 
Nets  beissen.  Unter  der  normalen  Projection  eines  Kreises  anf  einen 
Bfischel  sei  femer  derjenige  Kreis  des  Büschels  verstanden,  dessen  Yer- 
bindnngshflBobel  mit  dem  gegebenen  Kreise  den  Polarbfischel  des  gegebe- 
nen schneidet.  —  Unter  dem  Winkel  zweier  Netze  verstehe  ich  den  Win- 
kel ihrer  Polarkreise,  nnter  dem  Winkel  eines  Kreises  nnd  eines  Netzes 
den  Winkel  des  Kreises  mit  seiner  Normalprojection  anf  das  Netz;  femer 
nnter  dem  Winkel  eines  Kreises  nnd  eines  Bdacbels  den  Winkel  des 
Kreises  mit  seiner  normalen  Projection  auf  den  BUscbel.  Endlich  soll 
der  Winket  zweier  Büschel  eines  Netzes  gl  ei  ebbe  deutend  sein  mit  dem 
Winkel  ihrer  Polarkreise  in  diesem  Netze.  (Der  Winkel  zweier  Kreise, 
Bfischel  oder  Netze  wird  im  Folgenden  einfach  dnrch  Nebeneinanderstellen 
der  fflr  sie  gewählten  Bucbstaben  bezeichnet.) 

Man  kann  in  demselben  Sinne,  vie  in  der  Geometrie  der  Pnnkte 
nnd  Geraden,  vom  Doppel verbSltntBB  von  vier  Kreisen  eines  Büschels, 
oder  von  vier  Büscheln  eines  Netzes,  die  sich  in  einem  Kreise  schneiden, 
oder  von  vier  Netzen,  die  sieb  in  einem  Büschel  schneiden,  sprechen. 
So  lange  es  nnr  anf  projectivische  Eigenschaften  ankommt, 
bestehen  zwischen  Kreisen,  Kreisbüscheln  nnd  Kreisnetzen 
in  der  Ebene  genau  dieselben  Beziehungen,  wie  zwischen 
Punkten»  Geraden  nnd  Ebenen  in  der  Euklidischen  Raum- 
geometrie. 

6. 

Mitt«lki«ii  eiuM  Syatenu  von  Kreisen. 

Zn  n  beliebigen  Kreben  K^,  K^,  ...  K„,  von  denen  jeder  (fr)  mit 
einem  beliebigen  reellen  Zablcoefficienten  oder  Gewicht  (nir)  versehen  ist, 
'Int  sieh   immer  (ausser  in  einem  spSter   zu  bezeichnenden  Falle)   ein 
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bestimmter  Kreis  K  finden,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dus  ^  jedes 
diesen  Kreis  enthaltende  Netz  Jf,  und  nur  fBr  solche,  die  (xleichang 

statt  hat.  Dieser  Kreis  mCge  der  Hittelkreis  jenes  Systems  von  Kreisen 
genannt  werden.  Eb  Usst  sich  femer  ein  bestimmtes,  im  Allgemeinen 
von  0  verschiedenes  reelles  Gewicht  m  angeben,  so  dass,  wenn  JV  ein 
beliebiges  Netz  bezeichnet, 

welche  Gleichnng  die  vorhergehende  als  speciellen  Fall  in  sich  schliessL 
Für  in,  das  Gewicht  des  Mittelkreises,  hat  man  die  Glaichnngen 

m*=^m,m,cos{Krf[,)     (3  =  1-  2,  ■■■  ")• 

Wenn  femer  C  ein  beliebiger  Kreis,  so  ist 

nicos{KC)  =  Saircos  (Ä,  C) 
oder 

nnd 

"*  **'''(t)  "  ■^'"''  *'"'  Vt)  ~  ^'^'  *'"'  \\}' 
Für  alle  Kreise  C,  welche   den  Slittelkreis  S  nnter  dem   gleichen 
Winkel  schneiden,  hat  man  folglich 

Zmr  cot^KrC)  =  consl.,     ZmrSin*  (  — s— )  =  conti. 
und  ebenso  fBr  »Ue  Netse  !f,  deren  Winkel  mit  £  constant  bleibt: 
£mrSin{Kry)  =  contt. 
(Han  bemerke  noch  Folgendes:   Wenn  R^,  Aj,  ...  An,  B  die  Halb- 
messer, Mj,  M^,  ...  M„,  M  die  Mittel  punkte  der  Kreise  £*,,  A',,  ...  K»,  K 
sind,  so  ist  M  nichts  Anderes,  als  der  Schwerpunkt  der  mit  den  Gewich- 
ten ö^,   ~,  ...  -^  versehen  gedachten  Mittelpunkte 'A,,  .Vj,  ...  M^  nnd 

P  das  Gewicht  von  M.  Wenn  femer  pr  die  Potenz  des  Mittelponktes 
M  in  Bezng  anf  den  Kreis  Kr  bedeutet,  so  hat  man 
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Von  R.  Mbhiise, 

Wenn  dis  Kreise  S^.-.Mu  alle  in  einem  nnd  demselben  Netse  liegen, 
80  liegt  anch  ihr  Hittelkreb  K  in  diesem  Netze  and  es  gilt  alsdann  Filr 
jeden  demselben  Netze  angehfirigen  BOschel  B  die  Gleichnng 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  daas  der  Uittelkieis  K  nnbestimmt  wird 
oder,  wie  man  sich  ansdrScken  kann,  die  Kreise  K^...Kn  im  Gleich- 
gewicht sich  befinden.  Alsdann  hat  man,  wenn  JV  ein  beliebiges  Nets 
ttnd  C  einen  beliebigen  Kreis  bezeichnet: 

Zvit  nn{KrH)  =  0,     Em^  cos{KrC)  =  0 
and 


2' 


Umgekehrt  sind  die  Kreise  K^...  K^  nothwendig  im  Gleichgewicht, 
wenn  in  Bezug  aaf  vier  sich  nicht  in  einem  Kruse  schneidende  Netze  iV 

oder  Tier  nicht  in  einem  Netze  li^ende  Kreise  C 

ist.  Es  ist  klar,  dass,  venn  man  zu  dem  System  der  Kr^se  i", ...  üTn 
ihren  Mittelkreis  £  mit  dem  Gewichte  —  m  hinzufügt,  (üsdann  das  nene 
System  im  Gleichgewicht  ist.  Mit  Hilfe  des  schon  mi^etheilten  Recipro- 
citXIsgesetzes  lassen  sich  alle  vorbeigehenden  Theoreme  unmittelbar  anf 
Btlschel  eines  Netzes  übertragen. 


Dreipass. 

Den  Jubegriff  dreier  beliebigen,  nicht  einem  und  demselben  BOschel 
angehörenden  Kreise  nebst  ihren  drei  VerbtndnngsbOscheln ,  den  Seiten- 
hdscheln,  nenne  ich  einen  Dreipass.  (Der  Name  ist  ans  der  gothischea 
OmameBtik  entlehnt,  wo  er  eine  ähnliche  Bedeutung  hat.)  Es  seien  A', , 
ii\,  £^  drei  beliebige,  einen  Dreipass  bildende  Kreise  nnd  man  nenne 
die  Seitenbttscbel  ^Ä^,  JTjÄ',,  £^  bezüglich  B^,  S„  B,.  Man  hat 
vor  Allem  folgende  zwei  Beihen  von  Gleichnngen ,  von  welchen  die  eine 
aas  der  andern  dnrch  das  Frincip  der  Beciprocität  abgeleitet  werden 
kann,  nXmlich 

*fn(Ä'gÄ'3)«>i(S,ir,)  =  jin(^,Ä-,)sin(F,Ä'g) 
=  sin  (A\  Äg)  sin  ( ^3  K^)  =  sin  [b^  B^)  aia  {K^  K^)  sin  {K^  K^ 
=  JIM  (ßg  ff  J  »in  (*', -S",)  swi  (i",  A*,)  =  rtn  (ß,  ff j)  «n  (*■,  i-j)  sm  (i-j  ^,) 
und 

»iii (ffj 5j)  «■«(*',  ff,)  =  ...  =  sm(ff,  ^,)  wi {*s Äj) 

=  <ü]  ( Ä'.Ä'j)  rin (Bj, ff,)  «ffl ( ß,  Äj)  =  . . .  =  »in (jT,  A*,)  »m (*, ff,)  si« (ffj  ff,). 

Jedes  dieser  Oleichnngssysteme  bestimmt  eine  gewisse  GrSsse  und  beide 

sind  fUr  den  Dreipass  von  fundamentaler  Wichtigkeit.     Die  erste  soll  der 
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Sinns,  die  zweite  der  Poi&iBinng  genannt  werden,  so  dasa  mau  die  De- 
finition sgleichnngen  bat 

. . .  =  jMn  (£,  B,)  sin  (Ä's  Ä'i)  sin  (iT,  Ä",)  ■=  ... 
PoM^£j4^=  sin{B^B^)  sin{Ki  B^)  =  ... 

...  =  «>i(A',Ä',)«n{fl,5,)»in(ff,Äj)  =  .... 
Von   den  sablreiehen  im  Ihreipass  stattfindenden  Besiebnngen  fUite 
icb  nnr  an 

Sm  {J^,£r,S,)-  ^^8,8,)        

_  sin  (A'^  B,)  sin  (jf,  g,)  tJn  (A",  g,) 

Äu«  (^j  i-,  «■,)  =  «■»  (i-,  ^,)  «n  (ifj  Ä",)  *fti  (Äj  Ä-j)  Poij  (i',  r,  jg , 

sin[B,£,)Hn{B,g,)siniB,IC,) 

PoI«*(^,i',JS'B)  =  »in(g,gg)  ««(ßsSi)  *tn(B,gj)  fflnCÄiÄ'jÄ'j), 
Sin(K,If,tr;)      sin{K^K^)     sbi[S^_svi{K^ 
Pols^K^K^Kt)^  Hn\B^B,)^  sin{B^B^)~  sin{Bj^B^)' 
Eine  fnadamentale  Gleichnng  ist  ancb 

co»(A'jÄ',l  =  co»(Ä'jir,)  coj(i'iÄ'g)  -  ««(i'jÄ'i)  m(ff,i',)  «>«(»,*,), 
welche  zeigt,   dasa  eine  vollkommene  Analogie  zwiscben   dem  Dreiposs 
und  dem  spfaSriscben  Dreieck  besteht. 

Wird  zn  jedem  Seitenbflscbel  eines  Dretposses  in  dem  darch  die 
Kreise  desselben  bestimniten  Netze  der  Polarkreis  constmirt,  so  entstebt 
ein  nener  Dceipass,  der  Polard retposa  des  ersteren.  Die  Beziebang  zwi- 
schen Dteipaas  and  Polardreipass  ist  eine  gegenseitige;  der  Sinns  rinea 
jeden  von  beiden  DreipÜssen  ist  gleich  dem  Polusinua  des  andern. 

7. 
Dreiiieti,  Vierpais. 

Die  Polaraetze  der  Kreise  eines  Dreipssses  nebst  ihren  drei  Scbnitt- 
blUcheln  bilden,  was  man  einDreinetz,  und  zwar  das  PoUrd retnetz  des 
gegebenen  Dieipssses  nennen  kann.  Das  Dreinetü  hat  dieselben  Eigen- 
schalten,  wie  der  Dreipass,  nnd  man  kann  ebenfalls  von  einem  Sinns 
nnd  Polorsinos  des  Dreinetzes  sprechen,  wo  der  Sinns  gleich  dem 
Polarsians  nnd  der  Polarsinns  gleich  dem  Sinns  des  zugehörigen  Polar- 
dreiposses  ist.  Der  Inbegriff  von  vier  Kreisen  nebst  ihren  vier  Verbin- 
dnngsnetzen  (Seitennetzen)  nnd  sechs  Verbind angsbUscheln  (Kantea- 
bllscheln)  soll  ein  Vierpass  genannt  werden,     £s  seien  K^,  A*,,  A*,,  K^ 
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die  ünen  Vierpus  bildenden  Kreiae  und  die  Seitenoetze  K^^(^K^,  K^K^H^, 
...  K^S^K^  Verden  der  Reihe  nach  bezeichnet  mit  N^N^Pfglf^. 

Sinne  and  Folarsitnu  nenne  ich  dann  die,  wie  folgt,  definirten 
Gröesen:  ^.^  (£^ . . .  £^)  =  Sin  (l^^K^S^)  üniX^N^), 

Pols  (AT, . . .  £^)  =  PoU  (ff(  JVg  N^)  sin  (i",  N^). 

Znr  Abkürznng  sollen  im  Folgenden  die  Dreiplsse  K^K^K^,  ... 
Ä\ä7*s  ^^-  ^^'^^  ¥i'  •■■  ^*>  die  Dreinetze  iV,iV,iV^,  ...  JV,iV,flr,  dnrch 
91,,  ...  Stj  bezeichnet  nnd  ferner  soll 

(i'rÄ',)  =  Or,,       (JirJV.)  =  ar„ 

{ErNr)^hr,     (;  =  1,2.3,4) 
Uan  hst  dann,  um  einige  der  einfachsten  Beziehnngen 


und  endlich 


gesetzt  werden, 
faenrorznheben : 


Sin  P  =  Sin  $,  sin  A,     (Definition) 

=  Äfn  gßg  swi  Ag  = . . .  =  Sin  ^r  sin  K 

=  Sin^^^^sina^^sina^gSina^^=^ . . . 

_  Sin^Sin^sina^^ 

~  sina^^  °"" 

_  sinh^sinh^sina^^ 

sitt  Ä,  sin  Aj  »in  A^  _ 

"^  i>o/s  gJi  ' 

sinA,  sin  Aj  sin AgWfA. 


Sin* P  =  Sin^  Sin Sß^  Sn  «jj,  PoU %  =  .. 
Sin'P==  SÄjSPj  Sin^ Smgß» SinSp^  Pofa/», 

PoltP=  Pols^ti  wtA,     (Definition) 
=  Po/»SRjSirtA,  =  .,. 
^  Po/s $] sin tt,, sin «j j «n a^^^... 
Pols%  Poh3is  iint^_ 


sin  A,  sin  A^  i 


SinSßi 
sin  A,  sin  A,  sin  A,  sin  A. 


Pol^ P  =  Pols^  Pols%  Pols^^  Sin ?ß, , 

Pi,ls'P=  Polsyt,  Pols^  Pols%  PolsÜlt  SinP,       ^k>OgIc 


Oflometrie  der  Kreise  in  der  Ebene. 


SinP      

PoliP~Poh^' 


'^  Poh%  Polsm^'^    " 

Die  Polarkreise  der  Seitennetze  eines  Vierpasses  bilden  einen  nenen 
Vierpass,  den  Polarvierpasa  des  erBteren,  dessen  Sinns  gleich  dem  Polar- 
sinns and  dessen  Polarsinna  gleich  dem  Sinus  des  gegebenen  Vier- 
passes ist, 

8. 

Fünf  nicht  in  demselben  Netze  Hegende  Kreise  sind  im 
Gleichgewicht,  wenn  man  jedem  den  Sinns  des  dnrch  die 
vier  tlbrigen  gebildeten  Vierpasses  als  Gewicht  snertbeilt. 
Beciprok  dassn:  Fttnf  sich  nicht  in  einem  Kreise  schneidende 
Netze  sind  im  Gleichgewicht,  wenn  jedes  mit  dem  Polar- 
sinns  des  von  den  vier  anderen  gebildeten  Vierpasses  ver- 
sehen gedacht  wird. 

Vier  in  einem  Netze  liegende  Kreise  sind  im  Oleich- 
gewicht, wenn  jeder  ein  Gewicht  gleich  dem  Sinns  des  durch 
die  drei  übrigen  gebildeten  Oreipasses  hat. 

Vier  durch  einen  Kreis  gehende  Netze  sind  im  Gleich- 
gewicht, wenn  jbdes  ein  Gewicht  gleich  dem  Polarsinas  des 
durch  die  drei  übrigen  gebildeten  Dreinetzee  bat. 

Vier  in  einem  Netze  liegende  Büschel  sind  im  Gleich- 
gewicht, wenn  jeder  den  PolatsinnB  des  dnrch  die  drei  übri< 
gen  bflBtimmten  Dreipasses  zum  Gewicht  hat. 

Wenn  ^,,  iTj,  JTj  drei  beliebige  Kreise  sind,  deren  Verbind  an  gsnetK 
M  heisae,  nnd  C,,  Cj,  (7,  die  normalen  Projectionen  jener  Kreise  auf  ein 
beliebiges  Netz  N  bedeuten,  so  ist 

Wenn  Ä",,  i",  zwei  beliebige  Kreise  nnd  Cj,  C^  ihre  normalen  Pro- 
jectionen auf  einen  beliebigen  Bäschel  B  bezeichnen,  welcher  den  Ver- 
bin daagsbüachel  J  der  zwei  ersten  Kreise  schneidet,  so  ist 

""  t*^>  ^''  ^  cos{C,K,)cos{C,£,y 

9. 
Coordiuatensystem.    Aualytisolie  Fandsmentalfoimeln. 
Uan  kann  einen  beliebigen  Vierpass  als  Coordinstensystem  en  Gmnde 
legen.     Es  Tereiofachen  sich  jedoch  alle  Formeln  beträchtlich,  wetut  man 
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aUtt  eine«  beliebigen  einen  durchaus  normalen  Vierpass  annimmt,  d.  li. 
einen  solchen ,  in  welchem  je  zwei  der  vier  ihn  bildenden  Kreise  normal 
SU  einander  sind. 

'Eb  seien  t^j,  C^,  C^,  C^  die  Eteise  eines  solchen  Normalvierpasses, 
die  Fun damentalbr eise ,  also 

cos  (C,  C,)  =  cos(C,C,)  =  ...  =  cos(C^  C,)  =  0. 
Dann  verstehe  ich  unter  den  Coordinaten  eines  Kreises  X  in  diesem  nor- 
malen Coordinatensystem   die  coi    der  Winkel,   welche  der  Kreis  JC  mit 
den  Fundamentalkr eisen  C  einschliesst: 

Xt=cos{XC,)     {1  =  1,2,3,4), 
feiner  unter  den  Coordinaten  eines  Netzes  0  die  sin  der  Winkel,  gebil- 
det von   U  mit  den  Fundameutolkreisen : 
ut=tm{UCi). 

Da  schon  drei  Coordinaten  zur  Bestimmung  eines  EJreises  oder  eines 
Netzes  ausreichend  sein  wtlrden,  so  muss  zwischen  den  vier  homogenen 
Coordinaten  xi  eines  jeden  Kreises  Jl  ebenso,  wie  zwischen  denjenigen 
eifles  jeden  Netzes  ü  eine  Beziehung  stattfinden.     In  der  That  hat  man 

(Han  bemerke  noch:  ^i,  x^,  Xg,  x^,  1  sind  die  Gewichte,  welche 
man  den  Kreisen  {^,,  C^,  C^,  C^,  X  znertheilen  mtisste,  damit  sie  im 
Gleichgewicht  wSren,  und  Äehnliches  gilt  für  die  Coordinaten  eines 
Netzes.  Wenn  r^  ..,r^  die  Halbmesser  der  Fnndamentalkreise  sind  und 
R  den  Halbmesser  von  X  bezeichnet,  so  ist  daher 

Wlikel  iweler  Kreise  S  und  7. 

.»>  Cf  !■)  =  (*.y.)'+ (''.i'J'+ ('^,»,)' +  (»,»,)'  + Kf,)"  +  («,»,)■ 

[<*.».)  — »'.»j-%!'>  <■■»■  ".], 

*"^{^)-i.x,+n)'+ix,+!i,)'  +  lx,+n)'  +  (x,+s,)'. 

irinkel  Bweler  Netze  U  und  V.  * 

*.'C!7F)  =  (.,  .,)■  +  (.,..)>+ (»,,,)■  +  („,,,)•  +  («.„,)■  +  („,,,)•, 
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Winkel  etites  ErelsM  X  mit  eioem  Netie  U. 
sin  (JD)  =  a:,u,  +  j:,«,  +  a!i,w,  +  *^M„ 

Sinns  eines  Drelpuses  X  TZ. 

Polanlnns  eines  Drelneties  (VVW). 


Sin(XFZT)  = 


Folaralnng  eUeB  TlerpMses  mit  den  Bellennetsen  U,  V,  W,  O. 
«,     «s     "s 


Slam  elin  TIerpusei  (Zyzr). 

•i     »I    *.    ', 

»1       !.      Jl       >4 

'1     »1    '.     «. 

«.      *|     ".      '. 

Siniu  «inet  Bfisolielpaarei.    Coordmaten  eines  BfiMheli. 

Nimmt  man  in  jedem  von  zwei  sich  nicht  schneidenden  Büscheln  P 
nsd  Q  zwei  beliebige  Kreise  an,   im  ersten  etwa  die  Kreise  iC  nnd'C^ 
im  aweiten  £^  und  C,,  so  ist  der  Quotient 
Si>i(i'CÄ',fi) 
jMn(Ä'C)«n(Ä',C,) 
eine  nnr  von   der  gegenseitigen  I^ge  der  Bttschel  P  and  Q  abhängige 
Grösse,  welche  der  Sinas  des  Btlschelpaares  {PQ)  heissen  soll.  Als  Coordi- 
naten  eines  Büschels  P  sollen  die  Sinp^^,  p^g,  p,,,  p„,  p^,  p^  der  sechs 
Bflschelpa&re ,  gebildet  ans  P  und  je  einem  Kanten bOschel  des  uonnalen 
Coordinatenvierpasses ,  angenommen  werden.    Da  ein  BUschel  schon  dnrch 
vier 'B es timmnogs Stücke  gegeben  ist,  so  rotissen  zwischen  den  sechs  homo- 
genen Courdinaten  p  eines  jeden  Büschels  P  zwei  Bedingnngsgleichungen 
stattfinden.     Diese  sind 
PnPu  +i'i8P«  +  PuPti  =  0 .    P*is  +  P'is  +  P'u  +  P'w  +  P'u  +/"*«=  I- 
Der  Sinns  eines  BUsohelpaares  {PQ),  aosgedrückt  durch  die  Coordi- 
naten  von  P  und  Q,  ist 

Sin(PQ)  ='Pa9st  +  Pis9a  +  Pu9ts  +^84?«  +Pa9it  +Pia9u- 
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Die  Bedingungen  dafKr,  dasa  vier  EreUe  X,  F,  Z,  T  einem  Netze 
angeboren,  ferner  dass  vier  Netze  V,  V,  W,  Sl  einen  Ereis  gemeinschaft- 
lich haben;  endlich  dass  zwei  Bfiachel  P  und  Q  sich  schneiden,  sind 


Vi     Vi     Vi     Vi 


=  0, 


=  0, 


Pit9tt  +PibI«  +Pu?m  +  Ps4  9'i»  +P«?is  +Pn9Ü  =  <*• 
Qleiehnv  «Ibcb  SeUea,  elaes  Kreises  und  eines  Btsehels. 
Eine  Gldohang  dei  Form 

«1«,  +  «»a^j  +  wgarj  +  u^x^  =  0 
rteUt  entweder  ein  Netz  mit  den  Coordinates 

fu^,  »u,,  f«s,  fu^     [«»=l:(V  +  .-.  +  «4*)] 
oder  einen  Kreis  mit  den  Coordinaten 

tfx,,  ««„  «a:„  «a:^     [ö»  =  1 :  (V+V+ V  +  **')] 
Toc,  je  nachdem  die  x  oder  die  u  als  yerSnderllch  angesehen  werden. 
Durch  eine  Gleichung 

?uPm  +  ^uPa  +  ■  ■  ■  +  ?»Pu  ™  •* 
endlich  wird,  wenn  die  p  die  Coordinaten  eines  veränderlichen  Btlscheb 
dnd,  der  Büschel  Q  mit  den  Coordinaten 

rorgestellt.     Netz,   Ereis    nnd  Bflscbel   besitzen   alle  bomogene  lineare 
Gldcbnngen. 

Das  Verbin dnnge netz   dreier  Ereise  AT,  Y,  Z  hat  in  laufenden  Co- 
ordinaten i  die  Gleichnng 

k  k  h  u 


»i    »i  y>   St 


=  0. 


Ferner  ist  die  Gleicbnng  des  Scbaittkreiaes  dreier  Netze  V,  V,  W  io 
laufenden  Coordinaten  » 


Die  Coordinaten  des  Verbindnngebüacliels  P  zweier  Kreise  'X  nnd 
r  sind  "  .OOglt 
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Endlich   hat   der   SchuittbfiBchel  Q  zweier   Netze  U  and    V   die  Co- 
ordiaaten 

;        [<r=«»(PF)] 

tf?*j  =  «i''i-ws''i- 
Es  sind   im  Vorhergehenden   die  Mittel  an  die  Hand  gegeben,   die 
Kreisgeometrie  analytisch  zu  behandeln. 


Besisllvagen  swiBOhen  Ereilgeometrie  und  Fieht-Enklidinher  Oeometria. 

In  allen  metrischen  Sätzen,  in  welchen  nar  Winkel  von  Krüsen, 
Büscheln  oder  Netzen  und  ihre  trigonometrischea  Functionen,  sowie  dar- 
ans  abgeleitete  Grfissen  (Sin.  Pols)  vorkommen,  zeigt  die  Geometrie  der 
Kreise  in  der  Ebene  die  vollkommenste  Uebereinstimmnng  mit  der  Nicht- 
Euklidischen  Geometrie  des  Baumes.  Es  lassen  sich  nSmlich  die 
Ebene  nnd  ein  hypeTbolischer  Kaum  auf  fttnffach  unendlich 
viele  Arten  so  zuordnen,  d&ss  jedem  Kieise,  Kreisbfischel, 
Kreisnetze  in  der  Ebene  resp.  eine  Ebene,  Gerade,  einiPuakt 
im  Baume  eiodentig  entsprechen,  und  zwar  so,  das»  der 
Winkel  irgend  zweierKreise  oder  Kreisgebildeia  der  Ebene 
gleich  dem  Winkel  der  entsprechenden  Gebilde  im  hyper- 
bolischen Baume  ist. 

Hierbei  sind  den  Funkten  der  Ebene,  als  Kreisen  mit  verschwinden- 
dem Halbmesser,  die  Tangentenebenen  der  absoluten  FlKche  zugeordnet. 
Den  reellen  Kreisen  entsprechen  im  hyperbolischen  Räume  diejenigen 
Ebenen,  welche  die  absolute  FUche  reell  achneiden;  den  Kreisen  mit 
reellem  Mittelpunkt  und  imaginärem  HalbmeEser  dagegen  die  idealen 
Ebenen,  d.  b.  diejenigen,  welche  ausserhalb  der  absoluten  FlSche  liegen. 
Wenn  zwei  Kreise  sich  berühren,  so  entspricht  dem,  dass  die  zugeord- 
neten Ebenen  im  hyperbolischen  Räume  parallel  sind,  d.  h.  sich  nach 
einer  Geraden  schneiden,  welche  die  absolute  Fläche  hertthrt. 

Dieses  merkwürdige  Cebertragangsprincip  erlaubt  es,  aus  Sätzen  der 
Nicbt-Enklidiscben  Geometrie  neue  Sätze  über  die  Kreise  in  der  Ebene 
abzuleiten,    wofBr  ich   nur  wenige.   Übrigens  ganz   willkttrlicb  gewihlte 
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Beispiele   Knfttbren   will.     Es  ezietirt  z.  B.  in  der  Nicht- Euklidisch en 
Qeometrie  Tolgender  Satz: 

Wenn  E^  und  E^  zwei  veränderliche  Tangenten  ebenen  einer  Engel 
lind,  deren  Schnittlinie  beständig  in  einer  festen  Ebene  E  liegt,   so  ist 


*(f')-"(^)-« 


Hieraus  folgt  vermöge  nnseres  Uebertragnngsprincips :  Bewegen  sich 
svei  («neh  dem  Halbmesser  nach)  veränderliche  Kreise  K, 
nnd  JTj  so,  dass  sie  stets  mit  einem  festen  Kreise-C  einen 
Constanten,  nnd  zwar  beide  denselben  Winkel  einschüeasen 
nnd  sich  zugleich  immer  in  zwei  Punkten  achneiden,  die 
beide  auf  einem  festen  Kreise  IC  liegen,  so  ist 

-^j  =  consl. 

Als   Ewdtes  Beispiel  mCge  die  Uebertragung  des  Satzes  vom  üm< 

drehnngsellipsoid  dienen,  dass,  wenn  £,  eine  sogenannte  cyclische  Ebene 

(das  Reciproke  eines  Brennpunktes)  ist  und  £g  die  absolnte  Polare  des 

Poles  von  £j  in  Bezog  auf  das  ElUpsoid,   B  d^;egen  irgend  eine  Tan- 

gentenebene  desselben,  die  Gleichung  stattfindet 

sinfEE.) 

— ^-zr^ri  ^  conti. 

cosf^EE,) 

Sie  lautet:  Wenn  ein  veränderlicher  Kreis  jf  sich  so  bewegt, 
daas  die  Summe  der  Winkel,  welche  er  mit  zwei  festen  Krei- 
sen K,  und  C|  bildet,  constant  bleibt,  so  lassen  sich  zwei 
dnrcb  die  Schnittpunkte  von  K^  und  C^  gehende  Kreise  f, 
und  Cf  finden  von  der  Eigenschaft,  dass  fdr  jede  Lage  des 
veränderlichen  Kreises  X 

Aehnliche  Beipiele  liessen  sich  noch  in  Henge  angeben. 

Alle  bisher  aufgestellteii  Sätze,  soweit  sie  nur  Aussagen  über  Schnitt- 
winkel von  Kreisen  nnd  daraus  abgeleitete  Grössen  enthalten ,  gelten 
wörtlich  auch  fBr  die  Kreise  auf  der  Kngel  oder  überhaupt  für  die  kreis- 
artigen  Cnrven  anf  den  Flächen  von  constanter  Krammung. 


idbyGoOglC 


XVII. 

Deformation   einer    unendlich    dfinnen   kreisförmigen 
ebenen  Platte   durch  die  Wfixme,  wenn  die  Tempe- 
ratur der  einzelnen  Funkte   der  Platte  Mos  stetige 
Function  der  Entfemang  vom  Mittelpunkte  der 
Platte  ist. 

Von 
Dr.    F.   NlEMÖLLEIt 


I.  E^  iat  eine  bekannte  ErscheinTing,  dass  eine  KeUlI platte ,  Teiche 
in  der  Mitte  erwärmt  wird,  oft  plötzlich  mit  knackendem  GerXusch  ihre 
Gestalt  verändert  und  ans  der  labilen  Gleichgewichtslage  in  die  stabile 
fibergeht.  Diese  Eischeinaag  ans  der  Kircbhoff-OlebEch'Bchen  Theorie 
der  Deformation  eUstiacber  Platten  herzuleiten,  habe  ich  im  Folgenden 
versncht.     Die  Methode  und  BezeichntiDg  ist  die  Eirchhoff'sche.* 

Sind  Ij,  Ij,  Xg  die  Hauptdilatationen  im  Fnnkte  xgt  eines  elaati- 
schen  Körpers,  Pi,PjtPs  die  daaelbst  stattfindenden  Hanptdmcke,  f  nod 
0  die  Elasticit&tsconstanten  eines  isotropen  Körpers,  so  gelten  die  Be- 
ziehungen 

p,=-2Ä'(is+e(i,+Ag+i»)). 

Sind  x+ii,  y+o,  i-f-ff  die  Coordinaten  des  Punktes  xyz  nach  der  De. 
formation,  femer  a,,  ß^,  }>,;  Hj,  ß^,  y,;  c,,  f!,,  y^  die  Ricbtnngscosinosae 
der  Hanptdrnckaxen ,  so  ist 

g^  =  «*  '=  "i*^  +  "i%  +  V*». 
*  Kircfahoff,  Vorlemmgen  übet  matbematiBche Physik,  Vorl.  10, 11,98,29,30. 
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Eodlich  finden  sich  die  elastiBchen  Eiäfte  aas 

J*  =  Pi  "i*  +  Pt  «i'  +  Pi  ««'. 
n  =  Pißt*  +  Ptß>'  +  P,ßs*, 
3^  ^»  =  Pi  Yi*  +  P»  Yt'  +  Pi  J-s*. 

'  Y.  =  Zy  =  PißiY,+P^ß»Y,  +  Pzß,y>. 

Z*  =  -Tx  =^1  h  «i  +  P,  7i  "s  +^1  J-g  <%. 

n.  Wir  beschränken  ans  nnn  auf  den  Fall ,  daaa  der  Ansdehnnngs- 
coefficient  c  des  Eörpers  nach  allen  Richtnngen  conetant  sei.  iBt  dann 
im  Punkte  xgz  die  Temperatnr  (,  so  ist  die  Dilatation  nach  allen  Rich- 
tnngen ^cl.  Fär  uvw  gelten  also  jetzt  die  Differentialgleichnngen ,  die 
ans  2)  hervorgehen,  indem  man  statt  )n,  i^,  ^  fiberall  setzt  X,  +  c{, 
l,  +  c(,  l^-^  cl.  Infolge  der  zwischen  den  Richtnngscosinnssen  geltenden 
Relationen  bleiben  dann  die  drei  letzten  der  Gleichungen  2)  ungeändert, 
in  den  drei  ersten  hat  man  statt  Xa:,  ^g,  i.  resp.  zu  setzen  x^  —  cl, 
Sf  —  ct,  x^  —  cl. 

Aus  dem  nenen  Gleichungssystem  hat  man  il, ,  1^,  Ij  und  die  Rich- 
tnngscosinDSse  zu  berechnen,  in  1)  einzasetsen  und  mit  Hilfe  der 
erhaltenen  Werthe  ans  den  Gleichungen  3)  die  elastischen  Krfifte  zu 
finden. 

Wie- leicht  zu  sehen,  ergiebt  sich 

^,  =  -2i'C^,+Ö(a:,+j/5  +  r.)-ci(l  +  39)), 

'  Z,  =  -2S(z,  +  d(x^+!/^  +  t,)-clil+3B)), 

r,  =  Xj,  =  —  Kx^ ,  z,  =  r,  t=  —  Ä-y.,  X,  =  Z^=-  Kt,. 
Wirken  keine  äusseren  Kräfte  und  keine  Drnckkräfle  auf  die  Ober- 
fllcbe  des  Körpers,  was  wir  annehmen  wollen,  so  mnss  die  Arbeit  der 
inneren  Krftfte  bei  einer  möglichen  virtnellen  Bewegung  in  der  Gleich- 
gewichtslage verschwinden.  Ist  daher  d%  ein  Volumelement  des  Körpers 
und 

f=yrf.(J-,da',+  r,*yy+Z.Äi.  +  r.«y.+  Z^dJ.  +  Jr,d»,), 
so  moBS  in  der  Gleichgewichtslage  6^=0  sein.     Ist 
5) 


6)  IF=-Jlij(l,f=0.  -      jii.  Google 


^2  Deformation  einer  Platte  dnrch  Wärme. 

m.  Es  werden  von  Eirchhoff  die  Punkt«  einer  Platte  von  der 
Dicke  2A  auf  ein  rechtwinkliges  System  s,Sj  bezogen,  welches  in  die 
Hittelfläche  der  im  nattirliclien  Znstand  befindlichen  Platte  fällt.  Den 
Äsen  dieses  Syatcms  parallel  sind  in  jedem  Punkte  P  der  Platte  zwei 
Linien elemente  ds^  und  ds^  angenommen;  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  unterscheide  sich  nach  der  Deformation  von  90"  um  t.  Nach  der 
Deformation  werden  die  Punkte  bei  P  anf  ein  System  xyx  bezogen, 
welches  dadnrch  bestimmt  ist,  daas  sein  Nnllpnnkt  mit  P,  seine  ^-Aza 
mit  ds,  zusammenfällt  und  seine  xi/-Ebene  durch  d^  geht.  ItiEseiein 
im  Kaume  festes  System,  welches  mit  der  is-Axe  die  lUcbtungscosinnsse 
"d  <':<  "s'  *''''■  ^^'  $-Axe  ^,,  ß^,  ß^,  mit  der  i-Aze  yn  7a>  7s  ^''^~ 
BchliesBt.  Durch  die  Deformation  gehe  x  aber  inx+u,  y  in  y-f-v,  z  in 
z  +  ni,  ds,  und  ds^  in  rfs,{l  +  ff,)  nnd  di,{l  +  ffj);  sind  dann  «o,  c^,  n>^ 
die  Werthe  von  uew  im  Punkte  a:  =  91=1  =  0,  ist 

so   zeigt   Kirchhoff,    daM    bis   anf  nuendlicfa  kleine  Grössen   Bweiter 
Ordnnng  ^ 

ist.     Wir  setzen  diese  Werthe  in  4)  ein  nnd  nehmen  an,  dass  die  Tem- 
peratur (  von  z  unabhängig  sei.     Ans  deo  Gleichungen 

8)  «-  +  '^  +  «.  =  0,    ^.  +  ^.  +  ^._„, 

dx       oy        oz  dx        dy        oi  „_        _„ 

nnd    darana,    dass   an    der  Oberfläche  Z^,  Z^,  Z^  verschwinden   : 

weil  keine  Druckkräfte  wirken,  finden  wir  dann,  dass  Z,=sO  sein  muss; 

femer  mass  sein 

dt' — ^'äiT'   tfl  —  ^"ei'*'' 

di°  dx        dz  da: 

a  und  ß  sind  Integrationsconstanten. 

An    der  Oberfläche   mtlssen    -~  und   -7-^  verschwinden  oder  wenir- 
dz  dz  ° 

etens  kleiner,  ah  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  sein. 


Ton  Dr.  P.  NibmCllbs. 


Da  c  und  i  beide  unendlich  klein  sind,  so  können  wir 


dz      dz 
setzen,  wenn  -;-—  nnd  ^r-  endlich,  oder  ( stetig  ist.   Ans  2^  =  0  findet  sich 

Die  Gleichungen  7)  and  8)  erlanben,  die  in  5)  angegebene  Func- 
tion /  SU  bilden. 

Wir  wollen  noch  annehmen,  dass  die  Dicke  2h  der  Platte  bo  gering 
sei,  dasB  die  Dilatationen  a,,  «g,  fetner  t  unendlich  gross  seien  gegen 
q^z,  p,z  und  PiZ.     Es  findet  sich  dann  iF  = 

IT.  In  dem  speciellen  Falle,  den  wir  jetzt  betrachten,- setzen  wir 
s^^reostp,  »j  =  r«'nq?.  Nach  der  Defoimation  hat  dieser  Funkt  (s^s^) 
die  Cylinderco ordinalen  fcoiip,  (fSinip  und  £.  Da  l  von  91  nnabhKngig, 
sondern  blos  Function  von  r  ist,  und  fUr  m  =  0  wir  setzen  können 


1+.,^^'^+"^ ,  ,+,.=  »,  .=0, 


gesetzt  wird  und  R  der  Radins 
der  Platte  ist: 

Dnrch  10)  sind  die  Functionen  i  und  ^  bestimmt;  £  findet  sich  ans 

Wir  müssen  nun  die  beiden  Fälle  unterscheiden,  dass  ^  reell  wird 
oder  dass  es  imaginär  wird.  Im  letzten  Falle  bleibt  die  Platte  eben  bei 
der  Deformation;  nm  dann  den  Zustand  zu  bestimmen,  hätten  wir  in  10) 
f  =  9  zu  setzen  und  dann  blos  die  eine  willkürliche  Function  p  zu  he- 
atimmen  aus  10).  Die  Behandlung  beider  FfiUe  hat  keine  Schwierigkeit. 
Um  aber  beide  F&IU  gleichzeitig  zu  behandeln,  begnügen  wir  uns  mit 
folgender  Annäherung, 

Ist  die  Deformation  nicht  gross,  so  können  wit 

Zdttshrlft  f.  HUb*u>Uk  n.  PhnUi  XXIV,  S.  18 


DeFonnfttion  einer  Plfttt«  darch  Wttnne. 


wir  noch 

Bo  findet  aicb  ans   10),  indem  wir  die  Yariation  KasfOhrea  nnd,   wenn 
nötfaig,  partiell  integriren: 

12)  0-i[2rf(.-+4J"  +  l(i+«'+ir)-«')]. 

13)  0  =  (l  +  l)^(^+.-+lf)+it'_.^, 

12.)       0  =  [«f.2i-f(i  +  jr'  +  l(^  +  «-+ir)-«')], 

13.)       0  =  [a,.2r(.'+if  +  i(i  +  ,-+iJ'')-»l)]. 

Die  letzten  beiden  Gleictinngen  gelten  für  r  =  ö  und  r  =  R. 

V.    Es  wird   12)   befriedigt  durch   £"=0,   £=CoM(.  =  0.     Aus   13> 
folgt  d.nn 

7  +  «-ITX+«-   ^'-^.  +  ^-.    ^4/^1-  +  - 

0 
12b)  ist  erfüllt;  xas  13a)  bestimmt  sieb  die  Constante 
S 

0 
es  findet  eich  also  acliliesslicli 

0  0 

Für  r=fi  ist  p=fi4-—  I  Irdr.     Ist  I  oonstant,   ho  ist  f  =  R{l  +  el). 
0 
Tl.    Es  ISaat  sich  aber  12)  noch  befriedigen,  indem  man  setzt 

Es  sind  dann  12a)  nnd  13a)  Ton  selbst  ermUt. 
Schreiben  wir  t5)  in  der  Form 

(7  +  ''+K')<>+')  =  7  +  «'. 
ilifTerentilren  nnd  rergleicben  sie  mit  13),  so  folgt    i   üiA.]OOQ1c 


Von  Dr.  F.  NiehSllbk. 


od» 

4?= 

-m 

16) 

X 

:'+ir'. 

Au  16)  und 

od<r 
17) 

16)  folgt 

dftnn 

X 

=  ctr,  hW 

l  +  2i 
f^r  +  clr: 

-'(!  +  ' 

")■ 

f  i«  =y-icrf,  >I<0 

18)  £  =  -/)/- 2orl(lr, 


-/^^ 


venn  am  Raade  £^0  ist.   Die  Gleichtmgea  17)  nnd  18)  habea  einen  Sinn, 

wenn  t  rtlr  alle  Wertbe  von  ''^f.   negativ  ist,  wenn  alao  die  Platte  in 

der  Mitte  fltXTker  erwSrmt  ist,  als  am  Rande.  Offenbar  giefat  der  letzte 
Zostand  die  stabile  Gleich gev ich tslage  an,  der  erstere  dnich  14)  an- 
gegebene die  labile. 

Es  leuchtet  ein ,  dass  man  anch  den  stahilen  Zustand  leicht  berech- 
nen kann,  wenn  t  für  eineu  oder  für  mehrere  Wertbe  von  r  sein  Zeichen 
wecbselt.  Für  die  Theile,  in  welchen  f  negativ  ist,  sind  die  Gleichungen 
17)  nnd  18),  in  den  übrigen  Tbeileu  ist  die  Gleichung  13)  anzuwenden. 
Die  Orenzbe dingungen  sind  einTach  dnrch  l2a)  nnd  13a)  gegeben  nnd 
dadurch,  dass  die  Platte  BusammenhKngend  bleiben  tnnss. 


HgiLizedbyGoOglc 

18» 


xvni. 

Die  DeJSiutioii  der  £;eometriBehen  Gebilde  durdi 
Conatmetion  ihrer  Folarsysteme. 

Von 

H.  Thieue, 


«8. 

J«t&t  gebe  icb  drei  nicht  einem  Bfiscbel  a&gehörige  FISchen  (n  +  l)*" 
Ordnung  jf+\  B"+',  C"+'.  jf+*  nnd  0"+'  bestinunen  ein  Bflscbel 
(n  +  1)*"  Ordnnng  (^+',  ß"+')-  Eine  FlBche  X»+^  in  (^+',^+') 
beBtImmt  mit  C"+'  wieder  ein  Btlscbel  (C"+',  A'"+');  ein  Element  des 
letztern  sei  Y'+'.  Ans  der  Tbeorie  der  Flächen  n*"  Ordnung  seUe  ich 
nun  als  erwiesen  vorans,  dass  man  ans  j",  B",  (^,  den  Polaren  tod  x 
filr  A'  +  \  »"+',  C'+\  das  BUndel  {aI,BI,CZ)  erbitU,  indem  man  die 
durch  C"  nnd  die  Elemente  von  (^!^,  B")  bestimmten  Bäscbel  constmirt; 
sn  (^,  B%,  C^)  gehttrt  7",  da  es  zn  (C^,  ä')  gebfirt.  Ebenso  bestiroroen 
a',  ßj,  <^,  die  Polaren  von  y,  ein  Btlndel,  dem  F'  angehört.  (^U,  B^,  C^) 
nnd  (^,  B^,  C^)  kann  man  projectivisoh  aufeinander  bedehen,  indem 
man  A^,  f",  C. ,  F^,  reep.  den  Flächen  A^,  B^,  C^,  Fy  zuordnet.  Hierbei 
entsprecbeu  auch  J"  nnd  Xg  einander  nnd  deshalb  in  {aZ,  BZ)  nod 
{A^,  By)  allgemein  zwei  FlScben,  welche  Polaren  von  x  nnd  y  t6i  die- 
selbe Fläche  in  (-<"+',  ß"+')  sind.  Einer  beliebigen  Fläche  2!?  in 
{A',  B",  C^  entspricht  eine  Flache  Zj  ia  {-^,  B^,  Cj).     Da  (aI,  ^,  Cj) 

Nun  ist  aber  aI~^  =  aI~',  ß!;;"'  =  ß;j',  C"f'  =  t;r',  i'i^'sJ'jT'; 
(^^7',  &;~',  Cb"')  nnd  {^;j',  5;r'.  C^7')  haben  vier  und  infolge 
deeeen  alle  Elemente  entsprechend  gemein,  d.  b.  es  ist  ^y'  =  ^ir'. 
Nach  den  Eigenschaften  des  Bfindels  n^'  Ordnung  gehört  2^  mit  C^  nnd 
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einer  FlHche  U^  ana  (^J,  ßj),  der  PoUre  von  x  für  ü"+'  aus  {-!»+',  ß"  +  '), 
einem  Bfiscbel  an;  im  Bündel  (Al,  £^,C^)  sind  entsprechende  Elemente 
Z*,  die  Polare  von  r/  fttr  C"+',  d.  h.  Cg  and  Pj,  die  Polare  von  y  für 
I7"'^'.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  Z^  die  FIXche  ans  (f^^,  ü^),  velche 
mit  ^  in  (C",  U2)  der  Beziehung  der  gemischten  Polaren  genügt.  Hält 
man  x  und  Z"  fest,  lüest  y  den  unendlichen  Baum  darcblanfen  nnd 
ordnet  jedem  y  diejenige  FlScbe  Z^  in  {Cg,  Uy)  zu,  fUr  welche  C^^' 
^Cg^  ist,  so  ordnet  man  nach  den  Betrachtungen  des  vorigen  Para- 
graphen den  Punkten  des  Raumes  ein  PoUrsystem  Z'+*  zn,  welches  zum 
Büschel  (C-  +  ',  P"+')  gehört.  Lftsst  man  Zl  das  Bündel  (^J,  ff",  Cj) 
durchlaufen  nud  führt  man  für  jedes  Z^  dieselben  Constructionen  aus, 
so  erhSlt  man  eine  zweifache  Unendlichkeit  von  Flächen  (n  +  l)*'^  Ord- 
nung; diese  nenne  ich  das  Bündel  (J»+',  Ä*+',C+')  von  FUchen  (n-j-l)'" 
Ordnung.  Da  jede  beliebige  FUche  Z"+i  in  (-4"  +  ',  ß"+',  C"+')  einem 
aurch  C"+'  und  eine  Flllche  t/"+'  ans  {^"+',  B"+')  bestimmten  Büschel 
angehört,  so  kann  man  (.4°'''',  ff"*^',  C"+')  auch  constrnireu,  indem  man 
«DB  (7"+'  und  den  Elementen  von  {^"+',  ^+')  Büschel  constmirt. 

LKsst  man  2^  das  Büschel  (t/",  F^)  durcblaafeo ,  so  erhält  man  ein 
Büschel  von  Flächen  (»-{-1)'"  Ordnung;  denn  für  eine  beliebige  dieser 
Flächen  Z*'>~'  erhält  man  die  Polare  eines  Punktes  y,  indem  man  in 
iOg,Vg)  die  Fläche  Z^  sucht,  für  welche  Z'^'^Z^i"*  ist;  dies  ist  aber 
nach  vorigem  Paragraphen  die  Oonstruction  einer  Fläche  Z"+',  welche 
dem  Büschel  (ü"+',  »'"+')  angehUrt. 

Es  entspricht  somit  jeder  Fläche  in  {ytZ,  B%,  C^)  eine  Fläche  in 
(J-+',  ß"+',  C"+'),  jedem  Büschel  in  (>i',^,C')  ein  solches  in 
{jf+^,  ß"+',  C"+')  nnd,  -wie  leicht  ersichtlich  ist,  auch  umgekehrt. 
i^Z,Bl,C')  und  (^+',  ff»+',C"+»)  nennt  man  hiernach  zueinander 
projectivisch ;  (J"+',  B"+',  C"+')  Ist  zn  jedem  seiner  Polarbändel  pro- 
jectiviech.  Gehören  zwei  Flächen  *•+'  und  JV"+'  zu  (^■+',  ff"+',C"+'), 
so  gehört  (Af+S  ^■'l-<)  ganz  dem  Bündel  an,  weil  (SC,  iC)  ganz  zn 
i^>Bl,C')  gehören.  Da  zwei  Büschel  in  (A%,Bl,CZ)  ein  Element 
gemeiu  haben,  so  gilt  das  Gleiche  von  (/*"+',  ^+',  C"+'). 

Ist  dies  aber  der  Fall,  hat,  wenn  0-  +  ',  V'+\  Jf'+i,  Z-+'  belie- 
bige Elemente  von  (.^+',  *"+*,  C"+')  sind,  das  Büschel  (W-+',Z-+») 
mit  {D'+^f  y-^')  eine  Fläche  gemeinsam,  so  kann  man  auch  2"+^  nnd 
ttberhaupt  alle  Elemente  von  (^''+',  5"+',  C"+')  erhalten,  wenn  man  die 
dnrch  »"+'  nnd  die  Elemente  von  (&"+',  ?""+')  bestimmten  Büschel 
constmirt;  d.  h.  man  kann  der  Oonstruction  von  (■*"+',  0"+',  C"+')  statt 
^■4-1,  ^+1,  C*+^  drei  beliebige,  nicht  einem  Büschel  angehörige  Flächen 
P"+',   V+\   »"■+'  aas  tJ"+',  Ä»+',C"+')  zu  Grunde  legen. 
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Nachdem  so  das  Büschel  nnd  BUndel  Ton  Flachen  (n  +  1)'"  Ordnung 
construirt  nnd  ihre  nHchstliegenden  Eigenschaften  abgeleitet  sind,  seien 
vier  nicht  eiaem  BUndel  angehörige  Flüchen  (n  +  1)'"  Ordnung  J'+^, 
J9"+',  C'+^,  i>"+^  gegeben.  A'+\  5"+',  C-  +  '  beBtimmen  das  BHndel 
(-4"+',  ß"+',  C*+-');  7J*+-l  bestimmt  mit  jedem  Element  von  [J^*,  ß**',  O^*) 
ein  Bfisehel.  Die  Gesammtbeit  der  in  diesen  BOschetn  enthaltenen  FUcheo 
nenne  ich  das  Gebüsch  (,*■+•,  ß"+*,  C"+',J>*+').  Das  dnnsh  irgend 
2wei  FlKchen  des  Gebüsches,  X'+^  nnd  i^'+S  bestimmte  Büschel  gehSrt 
ganz  dem  Gebüsch  an.  Zunächst  nämlich  gehört  ^"'1''  mit  D"^'  and 
einer  FlXcbe  1/"+'  ans  (^'■*'*,  ff'+',  (7"+')  zu  einem  Bflscbel,  ebenso 
F*+-'  mit  2*"+' und  F-+i  »ns  (J-+',  B"+',  C^>).  Da  nun  ((/■+',  K»+i) 
zu  {A^t,  ß"+',  C"+>),,  also  (D"+i,  r"+i,  i)"+»)  zn  (^+i,  ß»+i,  C»+',  i>"+') 
gehört,  so  gehört  auch  (J"+',  F"+'),  das  mit  {D"+S  F"+', /)•+>)  »wei 
und  deshalb  alle  Elemente  gemein  hat,  zu  (^+',  ^+>,  C"+', /)■+*). 
Hieraus  folgt  weiter,  das«  (^■+',  ß"+',  (?■+',  i'"+')  das  aus  drei  beliebi- 
gen seiner  Flachen  ^"+',  7'+^,  2"+*  coniitTuirte  Bündel  gana  enthtit; 
denn  {Ä'+*,  J^+',  Z"+')  erhält  man  ans  den  gegebenen  Elementen  dorcfa 
Constraction  von  BOseheln,  deren  jedes  mit  (^+',  ß"+',  C"+i,/)"+') 
zvei  und  deshalb  alle  Elemente  gemeinsam  hat. 

Constmiren  wir  umgekehrt,  wenn  i)"+'  nicht  zn  (2""+*,  r"+',  Z"+') 
gehört,  aus  (Z"+',  7»+>,Z"+')  nod  fl"+'  ein  Gebüsch,  so  moss  diea«m 
auch  {A*+^,  £"+',  C"+')  angehören;  denn  die  drei  FlXoben,  welche  es 
mit  den  Büscheln  {Ä'+\  0»+^),  (i'»+»,  i>"+'),  (2"+',  1^+^)  gemeinsam 
bat,  hat  es  natürlich  auch  mit  {X"+\  f'+\  2"+',  /»"+')  gemeiiisam.  Wir 
können  also  zur  Oonstrnction  des  GebUsches  j^+',  2?"+'  und  C"+'  durch 
drei  beliebige  seiner  Flächen  ersetzen,  deren  Bündel  i)"+<  nicht  aogehSrt. 
'Ebenso  hfianen  wir  1)"+^  durch  f'^*,  welche  zum  Gebüsch,  aber  nicht 
zn  (*<■+',  ß"+',  £?■+')  gehört,  ersetzen;  denn  jedes  der  durch  ß"+t  and 
eine  Flache  0"+'  ans  (^+i,  5"  +  ',  C"+*)  bestimmten  Büschel  mnsa  gan« 
zn  (-i'+'i  ß"+',  C"+',  F'+i)  gehören,  weil  es  mit  diesem  zwei  Ele- 
mente, />■+'  nnd  0"+*,  gemein  hat.  Denkt  man  sich  nacheinander 
(^+',  ß»+i,  C"+')  und  /)■+>  durch  andere  Elemente  ersetzt,  so  folgt, 
dass  ein  Gebtisch  durch  vier  beliebige,  nicht  einem  Bündel  angehörige 
Flächen  X'+\   F"+',  Z"+>,   F"  +  '  bestimmt  ist. 

Ein  Bündel  {-?"+',  ?■  +  ',  Z"+')  nnd  ein  Büschel  (£7»+",  K-+»)  im 
Gebüsch  haben  mindestens  ein  Element  gemeinsam;  denn  K""!"'  moss  in 
(1"+',J"'+',  2"+',  P"+')  enthalten  sein,  also  zu  einem  der  durch  (7"+' 
und  die  Elemente  von  (X"-)'',  1"*+*,  Z"+')  bestimmten  Büschel  gehören. 
Zwei  Bändel  {J'"+',  J""*».  Z"+»)  und  (P"+»,  F»+i,  »"»+"}  müssen  ein 
Büschel  gemeinsam  haben;  denn  haben  (P"+',  V+i)  und  (F"+»,  »"+>) 
mit  (J:"  +  ',  P"+',  Z"+*)  die  Elemente  *"+'  nnd  JV"+'  gemeinsaia,   so 
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bkt  {M'*^,  If'+^)   mit  beiden   Bündelo   awei  Elemente  gemeinsun,  ist 
also  in  beiden  ganz  enthalten. 

Wie  wir  «ns  vier  Elementen  ^+',  £"+•,  C"+',  D'+^  die  dreifach 
nnendliehe  Kannichfaltigkeit  constrnirt  haben,  so  kSnnen  wir  euccessive 
KBB  5,  6,  ...  r  +  1  Elementen  die  4-,  5-,  ...  r-fache  Mann  ich  faltigkeit 
herstellen.  Ich  setze  jetzt  voraus,  das«  die  Mann  ich  faltigkeiten  bis  zur 
(r— l)-fach  nnendlicbeD  constmirt  sind,  und  constraire  die  r-fache. 
Gegeben  sind  r  +  1  nicht  einer  (r  —  1)- fachen  Hannicbfaltigkeit  angebS- 
rige  Flüchen  (n  +  1)*"  Ordanng  -r+',  B»+\  ...  Ä"+',  S-+'.  Ans  den 
ersten  r  Flüchen  constmire  ich  die  {r  —  1)- fache  Man nich faltigkeit 
(.rf"+',  5"+',  ...  Ä'+').  Dana  constitnirt  S"+'  mit  jedem  Elemente  von 
(J"+',  £■+', ...  B"+')  ein  Büschel;  die  Gesammtheit  der  in  diesen  Bfl- 
Bcbela  enthaltenen  Elemente  nenne  ich  die  r-fache  Maonicbfaltigkeit 
(^+\  fi"+', ...  Ä"+',  5»+').  In  derselben  Weise,  wie  beim  Gebüsch 
(^+',if"+',  C+',  2)"  +  '),  iäsBt  sich  Beigen,  dass  jedes  Büschel,  welches 
mit  der  r-fachen  Manu  ich  faltigkeit  2,  and,  da  jede  habere  Uannichfal- 
tigkeit  dnrch  Bfischelconatnictionen  entsteht,  jede  ;>(;><  r)  -  fache  Han- 
nicbfaltigkeit, welche  mit  ihr  p  +  1  nicht  einer  (p  — l)-fachen  Hannicb- 
faltigkeit angebörige  Elemente  gemein  hat,  ihr  ganz  angehört.  Hieraoa 
ergebt  sich  ferner,  ebenso  wie  beim  Gebüsch,  dass  man  statt  der  coa- 
stitnirenden  Elemente  ^+*,  £"+',  ...  Ä"+',  5"+'  beliebige  andere  r+1 
von  einander  unabhängige  Elemente  der  Constmction  zn  Omnde  legen 
kaoB.  Femer  ergieht  sich  in  analoger  Weise,  dass  eine  (r—1) -fache 
und  eine  pip<C  r)-  fache  Hannicbfaltigkeit,  die  der  r-fachen  angehören, 
rine  p  —  1-facbe  Hannicbfaltigkeit  gemeinsam  haben.  Eine  /)-facho  und 
eine  9- fache  Mannichfaltigkeit  in  der  r-fachen  Hannicbfaltigkeit  haben, 
wenn  p+j>r  ist,  mindestens  eine  (p  +  j  — r)-fache  Mannichfaltigkeit 
gemein.  Ergänzt  man  nämlich  die  p- fache  Hannicbfaltigkeit  dnrch  Hin- 
zafUgnng  weiterei  Besümmangselemente  zu  einer  (r\—l)- fachen  Hannicb- 
faltigkeit, so  hat  diese  mit  der  ^-fachen  eine  (7  — l}-facfae  gemein.  Die 
p- fache  und  9 -fache  in  der  r-fachen  Hannicbfaltigkeit  haben  dieselben 
Elemente  gemeinsam,  wie  die  ji-fache  mit  der  ($  — I}-fachBn  in  der 
(r  —  1) -fachen  Hannicbfaltigkeit.  Gilt  nan  für  ft^  (r  —  1)  der  Satz,  dass 
eine  (-fache  und  eine  a*facfae  Mannichfaltigkeit  in  einer  fi-fachen  für 
^+a;>f4  eine  (p  +  s  —  fi)  -  fache  UanDichfaltigkeit  gemein  haben,  so  haben 
die  p- fache  and  die  g-fache  in  der  r-fachen  eine  1p  +  (?— 1)  —  (r  — J)}' 
=  (p  +  j'—r)- fache  H  an  nich  faltigkeit  gemein. 

§6. 
Es  fragt  sieh   nnn,   wie  weit  man  in  der  Constmction   von   Man- 
niehfattigkoiten  fortschreiten   kann.     Aas  den  Scblnssbetrachtnngen  von 
§  1  wissen  wir,  dass  es  mindestens  eine  /'(n  +  l)-facbe  Hannichfaltigkeit- 
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^-1 

ist.  Eb  Keigt  sich  nan  ancb,  dasa  es  keine  bShere  Maanichraltigkeit  von 
Flächen  dieser  Ordnung  giebt.  Da  die  Fl&cben  n*"  Ordnung,  wie  als 
bewiesen  angenotumen  wird,  eine  /"(n)- fache  Mannichfaltigkeit  bilden,  so 
kann  ich  znoachst  eine  A")-f*ohe  Mann  ich  faltigkeit  (^■+',  ß"+», ...  /»■+') 
constrairen ,  in  der  die  Polaren  eines  Punktes  die  Gesammtheit  der  Flü- 
chen »**'  Ordnung  bilden.  Jetzt  gebe  ich  noch  eine  Fläche  Q'^*  und 
oonstrnire  {^+',J»+»,  .../*■+»,  0''+')-  In  (^+>,  ß-+', .. . /*+')  giebt 
es  eine  Fläche  -!'"+>,  fiJr  welche  ein  Ponkt  y  und  eine  beliebige  Flache  Xy 
Pol  und  Polare  oind.  WSble  ich  nun  ans  {J'+\  B'+\  ...  /*+')  A")  — 1 
Flächen,  von  denen  ^"+^  unabhängig  ist,  so  bestimmen  diese  mit  ^"^^ 
eine  /(tt)-facbe  Mann  ich  faltigkeit.  In  dieser  muss  es,  da  ihre  Polaren 
zu  jf  im  Allgemeinen  auch  die  ^(n)- fache  M an nicb faltigkeit  von  Flächen 
n'"  Ordnung  bilden,  eine  zweite  Fläche  ^'"+'  geben,  für  welche  y  und 
Xg  Pol  und  Polare  sind;  dasselbe  gilt  folglich  für  das  ganze  zn 
{,*■+»,  B"+',  .../*•+•,  Ö"+')  gehörige  Büschel  (J"+»,2''"+»).  Es  giebt 
also  bei  allgemeiner  Wahl  aller  Elemente  in  einer  {/*(") +  1}- fachen  Man- 
nich faltigkeit  von  Flächen  (n+1)**'  Ordnung  ein  Bfischel,  für  deseen 
Elemente  ein  gegebener  Punkt  und  eine  gegebene  Fläche  tt*"  Ordnung 
Fol  und  Polare  sind.  Giebt  man  nun  eine  weitere  Fläche  A"+*,  so  be- 
stimmt diese  mit  der  \f(a)  —  1  [  -  fachen  Man  nicb  faltigkeit  von  (,*■+'...  Q'+ '), 
welcher  (J"+',  ^"+')  nicht  angehört,  eine /(n)- fache  Haanicbfaltigkeit; 
in  dieser  giebt  es  eine  Fläche  -r"»+S  für  welche  y  und  Aj  Pol  und 
Polare  sind.  In  {^+',  B"+S  .../*+>,  ö"  +  ',-R"+M  giebt  es  also  ein 
Bändel  (^"+', -1""+',  A:""+1),  für  welche  ein  beliebiger  Punkt  und  eine 
beliebige  Fläche  Fol  und  Polare  sind.  Analog  beweist  man,  dass  es  in 
einer  }/'(n)  +  rj -fachen  Mannicb faltigkeit  eine  r-fache  Mannicbfaltigkeit 
giebt,  für  welche  ein  beliebiger  Punkt  und  eine  beliebige  Fläche  n*" 
Ordnung  Pol  und  Polare  sind.  In  Bezug  auf  diese  r-fache  Mannicbfal- 
tigkeit bilden  die  Polaren  eines  Punktes  t  eine  r-fache  Uannich Faltigkeit 
von  Flächen  b'"  Ordnung;  ist  jedoch  r>/'(n)  — ^(n— 1),  so  bilden  die 
Polaren  von  x  doch  nur  eine  [/"(«) —/"(n  —  l)! -fache  Mannicbfaltigkeit, 
da  überhaupt  alle  Flächen  n'"'  Ordnung,  welche  mit  X^  der  Eigenschaft 
der  gemischten  Polaren  geuflgen,  nur  eine  (/(n)—/"(n  —  l)J- fache  Man- 
nicbfaltigkeit bilden.  In  diesem  Falle  giebt  es  eine  {r— /('i)-|-/"(n  — 1)1- 
fache  Mannicbfaltigkeit,  fUr  welche  y  und  Xy,  z  and  eine  beliebige  Fläche 
.rH  Pol  und  Polare  sind,  wobei  allerdings  X^^  ^X^^  sein  muss.  Der 
Beweis  hierfür  ist  den  vorhergebeaden  Betrachtungen  analog.  Ebenso 
folgt  farr>2/(ii)-2/(n-l)-HA(n-2),  dass  es  eine  (r-2/'(,.}+2An -1) 
—  /(n— 2) {-fache  Mannicbfaltigkeit  giebt,  fitr  wel6he  «r  und  X^,  i  und 
-^i,  u  und  Xa  Pol  nnd  Polare  sind,  wenn  der  Bedingung  der  gemischten 
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Polaren  genfigt  üt.  Unter  derselben  Bedingung  giebt  es  id  der  f{ji  + 1  )- 
fftehen  Hannich faltigkeit  eine  Fl&che,  für  welche  y  und  Xg,  z  nnd  IT^,  u 
nnd  X*,  V  und  X^  Pol  nnd  Polare  sind.  Man  kann  hiemach  in  der- 
selben Allgemeinheit,  wie  es  in  §  1  geschehen  ist,  in  der  ^(n-fl)-fa.chen 
MAnnich faltigkeit  za  vier  Punkten  a,  b,  c,  d  die  Polaren  geben;  man  hat 
in  der  Hannich  faltigkeit  genau  wie  ohne  Rücksicht  auf  sie  der  einzigen 
Bedingung  der  gemischten  Polaren  zu  geuligen.  Die  Gesammtheit  der 
FlEchen  (n  +  l)*"  Ordnung  bildet  also  eine  lineare  /■(n  +  l)-fache  Han- 
nich faltigkeit.  Irgend  zwei  aus  Flächen  ("-{-])*"  Ordnung  bestehende 
Mann  ich  faltigkeiten  von  r-facher  und  J-facher  Unendlichkeit  haben,  wenn 
r  +  »>-/'(n-f-l)  ist,  mindestens  eine  |r+j— /(n-t-l)|-fache  H&uniclifal- 
tigkeit  miteinander  gemeinsam, 

§6. 

Unsere  Definition  des  Polaraystems  (n  -|- 1)'°''  Ordnung  liefert  sofort 
noch  einige  seiner  Eigenschaften.  Znuitchat  können  wir  die  n  Polaren 
eiDes  Punktes  X  in  Bezug  auf  -<'+'  definiren,  indem  wir  für  r^n  — I 
die  r**  Polare  von  x  fflr  ^  als  die  r  +  1"  Polare  von  x  fUt  -4"+'  be- 
zeichnen und  A^^.\  nennen. 

Die  erste  Polare  von  x,  ^,  gehe  durch  y;  die  erste  Polare  von  y 
ftir  j',  also  ^"g  ,  gebt  dann  aucb  durch  y.  Da  nun  .^"y  zugleich  die  erste 
Polare  von  x  für  J^  ist,  also  die  erste  Polare  von  x  fttr  A^  durch  y  geht, 
so  geht,  wie  wir  aus  der  Theorie  der  Flächen  n^"  Ordnung  als  bewiesen 
annehmen,  die  letzte  Polare  von  y  fttr  ^  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
letzte  Polare  von  y  ffir  ^"+'  durch  x.  Liegt  also  y  tad  ^y  der  ersten 
Polare  von  a7  ffir  irf"+',  so  liegt  x  «ai  A\o,  der  letzten  Polare  von  y  für 
^"+1.  Allgemein  geht  A^  ,  die  r"  Polare  von  x  für  ^"+',  durch  y, 
so  geht  Ait'^  oder  die  r'°  Polare  von  x  für  J^  durch  y,  folglich  die 
(K—r)"  Polare  von  y  für -ij,  wie  als  bewiesen- angenommen  wird,  durch 
x;  die  (n  — r)'"  Polare  von  y  fflr  ^  ist  aber  .4^-+'-'.  Es  gilt  also  auch 
für  ^+1  der  Satz:  Gebt  die  r"  Polare  von  x  durch  y,  so  gebt  die 
(n  +  I  — r)"  Polare  von  y  durch  x. 

Im  Allgemeinen  liegt  ein  Fol  x  nicht  auf  seiner  Folarfläche  A^. 
Die  Gesammtheit  der  Punkte  des  Raumes,  welche  auf  ihren  resp-  Polar- 
flficben  liegen,  bezeichne  ich  als  die  Ordnungsfläche  oder  auch  kurz 
fläche  des  Polarsystems. 

Ist  X  ein  Punkt  der  Ordnungsfläche,  so  berühren  sich  in  ihm  nach 
einem  als  bewiesen  angenommenen  Satze  für  Flächen  n*"  Ordnung  die 
sSmmtlichen  Polaren.  Die  erste  Polare  irgend  eines  Punktes  auf  ^'^n 
gebt,  wie  wir  bewiesen  haben,  dnrch  den  Pol  x.  Das  Bündel  erster 
Polaren,    das  der  Ebene  A^/^   zugehdrt,    hat  in  x  einen  gemeinsamen 


282  Die  Definition  der  geometrischeD  Gebilde  etc. 

Ponkt.  Dies  Polarenbflndel  schneidet  /F*««  in  einem  ebenen  PoUrnels 
mit  dem  gemeinsamen  Punkte  x.  Solche  Ebenen,  deren  Pülametse  einea 
gemeinsamen  Paukt  besitzen,  nenne  ich  Tangentialebenen  von  A'''^\  den 
gemeinsamen  Punkt  des  Netzes  Bertlbrnngspunkt.  Die  PoUrsysteme, 
welche  anf  den  in  ^'«a  durch  x  gehenden  Geraden  ausgeschnitten  wei- 
den, sind  natärlich  ancb  von  der  speciellen  Art,  dass  sie  den  Punkt  x 
gemeinsam  haben.  Solche  Geraden  nenne  ich  Tangenten  der  Fliehe  ^"+' 
im  Fnnkte  x. 

£ine  besondere  Art  von  Polarsystemen  A'^^  sind  diejenigen,  bei 
welchen  alle  ersten  Polaren  durch  einen  Punkt  x  gehen.  Bei  dieser  Art 
hat  natflrlich  jede  Ebene  durch  x  die  Eigenschaft  einer  Tangentialebene 
von  .4*+'.  A%,  die  Polare  von  x,  ist  ein  analoges  Gebilde,  ein  Folar- 
system  mit  dem  gemeinsamen  Pnnkte  x;  denn  die  erste  Polare  eines 
Punkte«  y  für  <J"  ist  identisch  mit  der  ersten  Polare  von  a;  fBr  ^;  sie 
geht  natfirlicb  mit  ^  daich  x.  Ebenso  besitzen  alle  tibrigen  Polaren 
von  X  bis  aur  («  —  ])'•",  einem  Kegel  aweiten  Gradea,  die  ausgeseichnete 
Eigenschaft.  Die  n*°  Polare  von  x  ist  deshalb  unbestimmt.  Einen  Punkt 
X,  welcher  für  .4"+'  diese  auigeeeiebneten  Eigenschaften  bat,  nenne  ich 
einen  Doppelpunkt  von  ^+i;  alle  Polaren  des  Doppelpunktes  besitzen 
in  ihm  ebenfalls  einen  Doppelpunkt. 

Die  zweite  Polare  eines  beliebigen  Punktes  y  geht  im  Allgemeinen 
nicht  durch  den  Doppelpunkt  x.  Liegt  aber  y  anf  ^^»-1,  der  vorletz- 
ten Polare  von  x,  so  geht  li^  durch  x  und  es  musa  J^  die  Gerade 
ix,y)  in  X  berflhren.  Das  auf  einer  Generatrix  (a;,  y)  des  Kegels  A*gt—i 
inducirte  Polarsystem  bat  also  die  specietle  Gigenschaft,  dass  die  ersten 
Polaren  aller  Pnnkte  von  {x,y)  in  x  einen  gemtinsamen  Doppelpunkt 
haben.  Geraden  solcher  Eigenschaft  nenne  ich  Tangenten  von  A"^^  im 
Doppelpunkte.  Die  Tangenten  in  einem  Doppelpunkte  bilden  also  einen 
Kegel  zweiten  Grades,  welcher  mit  der  (»— 1)"^"  Polare  des  Doppel- 
punktes identisch  ist.  Wegen  der  Beziehung  von  A*^~i  zu  den  Polaren 
von  x  folgt,  dass  iP"^^  und  die  Polaren  von  x  im  gemeinsamen  Doppel- 
punkte dieselben  Tangeuten  haben. 

Wendet  man  den  Bogriff  Doppelpunkt  auch  auf  die  Geometrie  von 
einer  und  zwei  Dtmensionen  au,  so  kann  man  sagen:  die  Schnitte  von 
^+1  mit  einer  Tangente  und  einer  Tangentialebene  haben  im  ßeiühmngs- 
punkte  einen  Doppelpunkt.  Die  Tangenten  einer  FUche  im  Doppel- 
punkte haben  in  diesem  einen  dreifachen  Pnnkt. 

Haben  zwei  Flächen  .*'+'  und  5"+'  einen  oder  mehrere  Punkte 
gemeinsam,  so  gehen  durch  diese  alle  FISchen  dea  Bfiscbels  (•<"+',  ^''''); 
denn  es  geben  nach  dem  entsprechenden  Satze  ftlr  FlScben  n^"  Ordnung 
durch  X  alle  Elemente  von  (^"^  ^"),  d.  h.  die  Polaren  von  r-  für  alle 
Elemente  von  {A'"^^,  ^+').  Da  nnn  durch  Bflsehelconstmctionen  alle 
linearen  Hannichfaltigkeiten   sich   herstellen  lassen,  so  haben  alte  £le- 
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mente  einer  linearen  Mannichfaltigkeit  die  Punkte  gemein,  welche  die 
constitnirend«!  Elemente  gemeinsam  haben. 

Durch,  einen  nicht  gemeinsamen  Fankt  x  gebt  eine  Flftche  dea  Büschels 
(-<•+',  Ä"+'),  weil  eine  Fläche  aus  (J^,  B^)  durch  x  geht.  Von  den  Fli- 
ehen einer  p-facben  linearen  Hannicbfaltigkeit  (.<''+',  ^+', ...  0"  +  ',  f*"+') 
geht  durch  x  eine  (;i—l)- fache  lineare  Mannich faltigkeit.  Da  man  näm- 
lich zur  Bestinunung  von  C-^+',  ß"-l-\  ...  0"+»,  /*■+')  die  FUchen  -<"+', 
Ä"+>,  ...0"+'  dtireh  diejenigen  FlMchen  A'~+\  B'''+\  ...  (Z'+i  aus 
(^+', /•»+>)>  (.5"+'./"+*),  ...  (()■+', /"■+').  welche  durchs:  gehen,  er- 
setcen  kann,  und  da  im  Allgemeinen  von  den  Flächen  eines  Büschels 
nar  eine  den  Punkt  x  enthält,  so  bekommt  man  alle  durch  x  gebenden 
Fliehen  von  (J"+\  ß"+',  ...  Ö"+>, />■+•),  wenn  man  die  (p— l)-fache 
Manaichfaltigkeit  (./"+',  ß^+', ...  0'"+')  constroirL 

Die  Gesammtheit  aller  Flächen  des  Kanmes  bilden  eine  /("  +  !)- 
fache  lineare  Hannichfaldgkeit,  die  durch  einen  Punkt  gehenden  folglich 
eine  |/'C''  +  1)—1  j -fache  tfannichfaltigkeit;  in  letzterer  die  durch  einen 
weiteren  Punkt  gehenden  eine  {/"(n+l)  — 2i-fache  u.a.w.  Im  Allgemei- 
nen bilden  alle  Flächen,  die  durch  p  Punkte  gehen,  eine  \f(.''+l^~p\- 
fache    lineare    Mann  ich  faltigkeit.     Im    Besondem    geht    dnrcb    /"{n  +  l) 


(n+2)(«  +  3)(n  +  4) 


1  Punkte  nur  eine  Fläche  (n  +  l)*"  Ordnung. 


In  derselben  Weise  folgt,  dass  eine  ebene  Cnrre  (n+l)'"  Ordnung 

dnrch  '^ -^ und   eine  binäre   Form    (n+I)'^   Ordnung    durch 

(n-f-l)  Punkte  bestimmt  ist. 

§7. 

Von  der  binären  Form  ("+!)'"  Ordnung  lassen  sich  noch  einige 
Sigenschaften  beweisen,  welche  dann  wieder  auch  für  Curren  und  Flä- 
chen von  Bedeutung  sind. 

Auf  einer  Geraden  sei  eine  binäre  Form  n'"  Grades  6"  und  täa 
Punkt  o  gegeben]  die  dnrch  a  repräsentirte  binäre  Form  sei  AK  Ich  will 
nun  zeigen,  dass  A^  und  B'  zusammengenommen  sich  als  eine  Form 
(n  +  l)""  Grades  darstellen  lassen,  die  ich  dann  mit  (7"+'  =  ..i^Ä*  be- 
■eicbn«.  ludern  ich  wieder  die  entsprechende  Eigenschaft  f&r  Formen 
von  niederem  Grade  als  n  für  bewiesen  annehme  und  ebenso  als  bewie* 
sen  annehme,  dass  die  Polare  eines  Punktes  x  für  eine  Form  HS''~' 
dem  Büschel  {S"\  R^~^)  angehört,  gilt  Folgendes.  Es  giebt  ein  BOschei 
von  Formen  (n-fl)*"  Ordnung,  fUr  welche  a  und  A^B*^^  Pol  und  Polare 
sind.  Die  Polaren  eines  Punktes  x  für  diese  Formen  (n  +  l)**' Ordnung 
bilden  die  Gesammtheit  der  Formen  n*"  Ordnung,  welche  mit  A^Bl~ 
der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genügen,  abo  das  Bfischel  von 
Formen,   för  welche  a  und  (^•^~')*',  die  Polare  von  «  fiir  i4'Äj~', 
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Fol  und  Polare  sind;  dieses  Büschel  sei  (f^,  Ql).  {f^,Qi)  hat  mit 
(^1^'^"  )  eine  Foim  Cf  gemeinsain;  denn  du  PoUrenbUaclifll  Ttm  a 
fllr  (B',A^ffl~')  ist  (_Bl~^,A^Bl^^,  nnd  letsterem  gehfirt,  wie  wir  «U 
bewiesen  angenomniBn  haben ,  (Jj  Ba~  )c  an ,  die  Polare  von  a  fBr 
ifrjQr)-  Lassen  wir  x  die  Gerade  durchlaufen,  so  bilden  die  Büschel 
(f",  A^S^"  ),  da  ihnen  ß'  gemeinsam  ist  nnd  die  Formen  ^*^~'  ein 
Büschel  bilden,  ein  Bündel  (5",  A^BZ~\  ^»Ä"');  die  Formen  C^'ä;"')^' 
bilden  ein  Bttschol  [iA'^~^)Z\i^*S«~\l.  Sucht  man  nun  xn  allen 
Punkten  x  der  Geraden  die  gemeinschaftliche  Form  der  Btiechel  (/^,  £>") 
und  (Ä",,*>Ä"'),  d.  h.  in  (Ä-,  ^»ßj"')  die  Form,  für  welche  a  und 
(^'^~  )x  Pol  nnd  Polare  sind,  so  erhSit  man  ein  Büschel;  denn  in 
einem  Bündel  bilden  die  Formen ,  ßtr  welche  die  Polaren  eines  Paukte« 
ein  Büschel  sind,  selbst  ein  Büschel.  Ordnet  man  nun  jedem  Fnokte  x 
die  gemeinsame  Form  von  (i^,  Q*)  und  (&*,  ^^£^~'),  dem  Punkte  a  die 
Form  ^>^~'  SU,  so  haben  wir  ein  Büschel  von  Formen  {A'BZ~\c'), 
welche  mit  J^S^'  der  Eigenschaft  der  gemischten  Polaren  genügen. 
Dies  Büschel  reprHsentirt  also  eine  Form  (n  +  l)*"  Ordnung  C+K  Zu 
den  reellen  Punkten  tod  C'^^  gehört  snuXchst  a,  da  n  ein  Punkt  seiner 
Polare  A^BZ~^  ist.  Femer  ist  jeder  reelle  Punkt  b  von  B'  ein  Punkt 
von  <?■+';  denn  Cj  gehört  xu  dem  Büecbel  (Ä",  -J^*»""'),  das  in  dieseo 
Falle  in  6  einen  gemeinsamen  Punkt  hat. 

Im  Anscblnsa  hieran  folgt  nun  sofort,  dass  eine  Form  (n  +  l)'" 
Ordnung  höchstens  n-f-1  reelle  Punkte  haben  kann.  Sind  nSmlicb  n  +  l 
Punkte  gegeben,  so  kann  man  die  dnrcb  sie  nach  S.  283  bestimmte  Form 
construiren,  indem  mau  suerst  die  durch  n  Punkte  bestimmte  Form  £" 
constmirt  und  dann  ans  B'  und  dem  letzten  Punkte  —  er  sei  a  — 
C"+^=;^'fl".  HStte  nuu  C"+'  ausser  den  n+1  Fnukten  noch  einen 
reellen  Punkt  ä,  so  mttsste  man  C*+'  auch  aus  d=D  und  B'  construiren 
können.  Es  würde  C'  gleichzeitig  zu  (ä",  -*'Ä~')  und  zu  (5",  D^J^~') 
gehören,  B*  also  zu  C-i'J^"', /»'ß^"').  Jeder  Punkt  von  ^~'  mOsste 
auch  ein  Punkt  von  B*  sein.  Ist  nun  aber  ji  ein  beliebiger  Punkt  der 
Geraden  nnd  x  =  B^^-i  seine  letale  Polare,  so  ist  y  ein  Punkt  tob 
£"~'.  Es  müsste  also  ein  beliebiger  Punkt  y  ein  Punkt  von  B*  und 
und  damit  auch  von  C+'  sein.  C"*"'  hätte  dann  mit  einer  beliebigen, 
durch  n  +  1  Punkte  bestimmten  Form  die  bestimmenden  Elemente  ge- 
meinsam, es  gäbe  nur  eine  Form  (n  +  1)'"  Ordnung,  was  der  Wirklich- 
keit widerspricht. 

Da  Curven  and  Flächen  auf  einer  Geraden  Polarsysteme  gleicher 
Ordnung  indnciren,  so  gilt  noch  der  Satz:  Curven  und  Flächen  (n  +  l)*" 
Ordnung  enthalten  von  einer  Geraden  höobstens  n+l  oder  alle  Punkte. 

Striegau,  im  September  1878. 

. -_-___  r .  -izcj  by  Google 


Ueber  die  Terwendnng  des  Pendels  nur  graphisohen 
DarBtelltmg  der  StimmgabeloiirTen. 

•Von 

J.  Hagen,  S.  J. 

Uienn  Taf.  IT  und  mangfigDrentafeln  I  n.  II. 


Um  die  Seh wingnngs zahlen  einzelner  Tdne,  sowie  die  VerhSltnisse 
der  SchwingnngBzafalen  der  Zweiklängo  zu  bestimmen,  wendet  man  drei 
verschiedene  Metboden  an,  die  aknstiscfae,  die  optische  nnd  die  graphische. 
Die  hei  der  ersten  Methode  gewöhnlich  zur  Verwendung  kommendeD 
Instrumente  sind  das  Monochord  und  die  verschiedenen  Sirenen,  die  bei 
der  zweiten  Methode  meist  angewandten  sind  die  Kaleidophone  von 
Wheatstone*  und  Melde,**  die  Vibrationsspt^el  nnd  der  Comparator 
von  Lissajous  (nach  welchem  Physiker  die  Stinamgabelcnrven  aach  als  . 
LisBajoQS'Hche  Cnrven  bezeichnet  werden),  dos  Vibrationamikroskop 
von  Helmholtz,  Eoenig's  manometrische  Flammen,  wthrend  znr  drit- 
ten Methode  die  verschiedenen  FhonautographeD  gehSren,  welch'  letz- 
tere theila  aus  Stimmgabeln  (wie  der  von  Weber,  Dnhamel,  KSnig 
und  Wertheim),  theils  aus  Saiten  (wie  der  von  Wertheim),  theils  ans 
Membranen  (wie  der  von  Scott  und  König)  verfertigt  werden. 

Ton  jeher  haben  die  Physiker  sich  bemttht,  die  akustischen  Expeci- 
meute  such  dem  Auge  zugänglich  zu  machen,  und  in  der  That  hat  die 
optische  Methode  eine  solche  Vollkommenheit  erlangt,  dass  Guillemin 
in  seinen  „Forces  de  la  natare"  mit  Becht  sagen  konnte,  ein  Taaber  sei 
im  Stande,   Tfine  mit  grösserer  Genauigkeit  zu  vergleichen,  als  es  dem 


*  Eine  knrze  Theorie  dieMs  Instrameoteg  hat  HeiT  Edward  Sang  im 
Editibtirgh  »ew>  Phiiotophieiü  Jourmal  (1832,  S.  808)  unter  dem  Titel;  ,^nal]/ris 
of  tht  mbration  of  wira"  mitgetheilt.    Tergl.  anch  Pogg.  Ann.  1837,  Bd.  86. 

**  Pogg.  Ann.  186!,  Bd.  115.  Das  Werk  dieses  Autors:  „Die  Lehre  von  den 
Schwingnngtcnrven",  hatte  ich  bei  Abfaesong  dieser  Abhandlung  nicht  aur  Hand, 
ebenso  wenig  die  Arbeiten  von  LiBsajoas  in  den  Comfit.  j&Md.  IBBS,  T.  41,  43, 
44.    Äan.  d.  cUm.  1SS7,  III.  ser.  T.  51. 
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feinsten  Obre  je  gelingen  verde.  Die  grftpbische  Methode  ist  indessen 
hinter  der  optischen  znrflckgeblieben ,  weil  eben  die  Schnelligkeit  elutl- 
scher  Schwingungen  die  entere  ebenso  sehr  eiflchwert,  wie  sie  letzten 
begünstigt. 

Es  lag  demnftcb  der  Gedanke  nicht  fem,  für  die  graphische  Methode 
einen  Körper  zn  wShl^n,  der  die  Schwingungen  el&atiscber  Körper  mit 
grosserer  Langsamkeit  ansffihrt,  nämlich  das  Pendel,  und  in  der  That 
ist  dieser  Gedanke  anch  keineswega  nen  und  wurde  in  letzter  Zeit  nament- 
lich in  England  weiter  verfolgt.  Schon  im  Jahre  1S44  soll  Professor 
Blackburn  in  Glasgow  eine  Constructioo  des  Pendels  erfunden  haben, 
die  den  Fendelkörper  in  zwei  zn  einander  senkrechten  Vertikalebenen 
schwingen  und,  wenn  er  ans  beiden  Ebenen  beransgesogen  wurde,  die 
Liasajonfl'scben  Curren  beschreiben  Hess.  Dieselbe  ist  in  ihrer  ein- 
fachsten Form  in  Taf.  IV  Fig.  1  dargestellt  und  wnrde,  soviel  mir  bekannt 
ist,  zuerst  von  Herrn  William  Swan,  Professor  an  der  üniversitXt 
St.  Andrews,  zur  graphischen  Darstellung  der  S timmgab elcnrven  benutzt. 
Eine  seiner  Methoden  bestand  darin,  dass  er  am  untern  Ende  des  Pen- 
delkbrpers  aus  einer  feinen  Oeffnang  Sand  ausströmen  liess.  In  den 
Vorlesungen  liess  er  die  Zeichnungen  anch  durch  elektrische  Funken 
ausfahren,  indem  er  DrShte  von  weichem  Eisen  zur  Aufhängung  benntite, 
den  FendelkSrper  an  seinem  untern  Ende  mit  einer  Metallspitie  versah 
nnd  den  einen  Pol  eines  BuhmkorfTschen  Inductionsapparates  mit 
einem  der  beiden  AufhKngepunkte  des  Pendels  verband,  während  der 
andere  Pol  mit  einem  Staniol plattchen  in  Verbindung  stand,  das  auf 
-  einem  Tische  unmittelbar  nnter  der  erwähnten  Metallspitze  lag.  Legte 
er  dann  ein  prlparirtes  Papier  auf  das  St&niolplättcben ,  so  gab  ein 
einziges  Grove'sches  Element  einen  hinreichend  starken  Strom,  um 
Funken  von  der  Metallspitze  nach  dem  StaniolplKttchen  überspringen  sa 
lassen,  welche  dann  die  Bahn  des  Pendelkörpers  bezeichneten  und  überdies 
durch  ihre  verschiedenen  Entfernungen  die  verschiedenen  Geschwindi^ 
keiten  angaben. 

Eine  dritte  Art  von  graphischer  Methode  wandte  Herr  Hubert  Airy 
an,  indem  er  ein  Glasröbrcben  mit  fein  ausgezogener  Spitze  und  mit 
Dinte  gefallt  am  untern  Ende  des  Pendelkörpers  befestigte  und  nnter 
demselben  ein  Blatt  Papier  mittelst  elastischer  Bänder  horizontal  aua- 
spannte.  Doch  war  sein  Apparat  in  praktischer  Beziehung  noch  sehr 
unvollkommen.  Eine  ausführliche  Beschreibung  seiner  Methode  findet 
man  in  der  „Nature"  17.  August  nnd  7.  September  1871. 

Später  hat  Herr  Tisley  die  Methode  des  Herrn  Airy  sehr  vervoll- 
kommnet durch  Constmction  seines  „Harmonograph"*,  der  auch  im  Jahre 

*  Der  Name  soll  wohl  andeuten,  dau  der  Apparat  nnr  die  Intervalle  der 
harmouucheu  Tonleiter,  deren  Schwinfpmgaxahlen  die  natarlichen  Zahlen  I,  S,  3, . . . 
sind,  dantellen  kann. 
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1676  in  London  anBg«Bt«IU  var  nnd  sa  baben  ist  bei  Tiiley  and  Spiller, 
OptieianB,  172  Brompton  Bosd,  London,  B.W.  Da  aber  der  Preis  dieies 
Apparates  mit  desBen  wiasenscliaftlicber  Bedeatnng  in  einem  nngänstigen 
VerbXknisse  steht  —  der  Harmonograph  kostet  in  seiner  vollkommensten 
Form  flber  400  Mk,  — ,  so  hat  Herr  Browning  seinen  „Sjmpalmograph"  * 
Bwar  nach  demaelben  Princip,  aber  in  einfacherer  Form**  constinirt 
(John  Browning,  63,  Strand,  London).  Indessen  kostet  anch  dieser 
Apparat  Immerhin  noch  70  Mark.  Es  möchte  deshalb  nicht  ganz  Uber- 
fldssig  sein,  eine  Constraction  kennen  zu  lernen,  die  Jeder  ohne  Kosten 
nnd  ohne  grosse  Uttbe  selbst  ausführen  kann,  die  aber,  was  ScbSn- 
beit  nnd  Präclsion-  ihrer  Leistangen  betrifft,  der  Tisley'scben  nnd 
Browning'schen  znm  wenigsten  nicht  nacbstebt,  wovon  sich  Jeder  aber' 
sengen  wird,  der  Gelegenheit  bat,  die  beiliegenden  Illnstrationen  (Klang- 
fignrentafeln  I  n.  II}  mit  Producten  der  erwähnten  Apparate  zn  vergleichen, 

Den  Apparat,  der  im  Folgenden  beschrieben  werden  soll,  hatte  ich  . 
im  Herbste  1877  Gelegenheit,  in  dem  in  England  bekannten  StonyhnrBt 
College  zu  sehen.  Der  dortige  Professor  der  Physik  nnd  Chemie,  Herr 
Jobn  Dobson,  hatte  ihn  selbst  construirt  nnd  war  so  frenndlich,  mir 
die  ganze  Einricbtnng  nnd  Behandlung  desselben  eingehend  za  erfclSren, 
so  dasB  es  mir  ein  Leichtes  war,  denselben  in  Verbindung  mit  einem  in 
mechanischen  Arbeiten  sehr  gewandten  Collegen,  Herrn  Jntz,  nachzn- 
coDstmiren.  Im  Einverständniss  mit  Herrn  Professor  Dobson  theile  ich 
nun  die  Bescbreibung  seines  Apparates,  sowie  nnsere  beiderseitigen  Er- 
fahmngen  in  Bebaadlnng  desselben  mit.  Es  ist  zwar  das  Princip,  die 
Lissajons'scben  Cnrven  dnrch  Pendelapparate  darznstellen,  auch  in 
Dentschland  längst  bekannt.  Der  Pendelapparat  von  Eisenlohr  ist 
indessen  nnr  für  die  optische  Methode  eingerichtet  nnd  hat  vordem 
Blackbarn'schen  Pendel  nnr  den  Vorzng,  dass  er  anch  schiefwinklige 
CompoBition  gestattet,  was  dem  Umstände  znznschreiben  ist,  dass  er  ans 
zwei  völlig  getrennten  Pendeln  besteht.  Der  Pendelapparat  von  Hos*** 
vereinigt  beide  Schwingungen  in  einem  Pendelktirper,  aber  so,  dass  die 
Ebene,  welche  man  fHr  kleine  Amplituden  dnrch  die  Bahn  desselben 
legen  kann,  ziemlich  stark  gegen  die  Horizontal  ebene  geneigt  iat.  Infolge 
dessen  eignet  sich  dieser  Apparat  aach  besser  fttr  die  optische,  als  für 
die  graphische  Methode,  nnd  in  der  That  wird  er  für  letztere  nnr  inso- 
fern benatzt,  als  man  die  schwingende  Kngel  mit  einer  Spitze  versieht 
und  in  Stanb  schreiben  Ifisst.     Es  bleiben  deshalb  die  Leistnngen  dieses 

'  Ton  »alitils,  6,  das  Schwingea 

**  und  more  reatonable  m  price,  wie  er  sich  in  einer  kleinen  Schrift  „The 
Sympalmtograph"  ausdrückt 

***  ^"BE-  A"'''  1S64,  Bd.  191.  Mehrere  der  hier  angeführten  Notisen  nnd 
Citate  haba  ich  dem  Werkchen  von  Dr.  Pisko:  „Die  neoeren  Apparate  der  ^ 
Akustik",  Wien  1846,  entlehnt 
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Apparates  noch  hinter  denen  des  SvAn'schen  znrttck.  Später  soll  Herr 
Enoblanch  ein  Pendel  constmirt  haben,  welches  die  Fi^ren  mit  Dinta 
anf  Papier  zeichnet;  ob  es  aber  Vollkomm eueres  leistet,  als  der  Apparat 
von  H.  Airy,  ist  mir  nicht  bekannt.  Dass  die  vollkommenerfln  nnd 
kostspieligeren  Apparate  von  Tisley  nad  Browning  in  Deutschland 
noch  keine  Verbreitung  gefunden  faaheu ,  ist  mir  von  mehreren  Freanden 
Ter  sichert  worden. 


I.   Theoretiioher  Theil. 

1.  Da  das  Pendel  nach  demselben  Gesetze  schwingt,  wie  die  freien 
Enden  der  Stimmgabeln  (wobei  selbstverständlich  beiderseits  nur  kleine 
Amplituden  in  Betracht  kommen),  so  lassen  sich  die  Bew^;itngen  der 
letzteren  dnrch  Pendelschwingungen  in  Terlaugsamter  Form  darstellen; 
Dass  nnn  zwei  ebene  schwingende  Pendel  auf  unser  Ohr  nicht  denselben 
Eindruck  machen,  wie  zwei  tSnende  Stimmgabeln,  rührt  einfach  daher, 
dass  dasselbe  ftlr  so  langsam  aufeinander  folgende  Schallwellen,  wie  sie 
das  Pendel  erzeugt,  nicht  empfSnglich  ist  Wtirde  man  ferner  zwei  in 
verschiedener  Bichtnng  schwingende  Pendelkörper  mit  Spiegeln  versehen, 
Khnlich  wie  bei  dem  bekannten  Experiment  von  Lissajons,  und  dnrch 
dieselben  einen  Lichtstrahl  auf  einen  Schirm  projiciren,  so  witrde  daselbst 
ein  ienchtender  Punkt  genau  die  LissajouB'scben  Carven  beschreiben, 
man  würde  aber  wieder  wegen  der  Langsamkeit  der  Bewegung  ni£  die 
ganze  Figur  in  einem  Linienzuge  sehen.  So  wenig  sich  also  das  Pendel 
für  die  akustische  nnd  optische  Methode  eignet,  so  sehr  begÜnsUgt  seine 
Langsamkeit  die  graphische  Methode. 

Aus  den  von  zwei  Pendeln  geseichneten  Stimmgabelcurven  wird  man 
allerdings,  eben  weil  das  menschliche  Obr  deren  Schallwellen  nicht  wahr- 
nimmt, keine  theoretischen  Resultate  ableiten  können;  dieselben  werden 
aber  sehr  dienlich  sein,  nm  in  einet  Vorlesung  die  Lissajons'schen 
CuTven  zu  erklären,  ja  man  kann  sie  fttr  sehr  grosse  Auditorien  benutzen, 
indem  man  die  Pendel  anf  geschwärztes  Glas  schreiben  lässt  nnd  die 
entstandene  Figur  nach  der  Methode  von  Desains  projicirt."  Kann 
demnach  das  graphische  Pendel  mit  den  Vibrationsspiegeln  von  Lis- 
sajons, was  die  wissenschaftliche  Bedeutung  der  Apparate  anbe- 
langt, in  keinen  Vergleich  kommen,  so  haben  doch  die  von  Eraterem 
gelieferten  Zeichonngen  nnd  namentlich  die  erwähnten  Projectionea  den 
Vortheil,  dass  sie  gross  sind,  immer  in  Buhe  bleiben  und  nicht  nur  eine 
Schwingung,  sondern  die  ganze  Bewegung  von  der  grössten  ArapUtade 
bis  zum  Verschwinden  derselben  in  einem  Bilde  darstellen. 


•  KoBmoB  1861,  Bd.  21  S.  647.  r  cj  ,:ciJby  GoOqIc 


Von  J.  Haobn.  289 

2.  Um  nun  zwei  Pendelschwingnngen  tod  TeTSchiedpner  Richtnng 
iDr  graptiiichen  DarBtellang  der  Stimmgabelcarven  zn  ververthen,  kann 
man  entweder  die  eine  Schwingung  auf  das  Papier  nnd  die  andere  auf 
den  Schreibstift,  oder  aber  beide  Bewegungen  auf  letztern  allein  Über- 
tragen. Im  entern  Falle  sind  zwei  getreDute  Pendelkörpet  erfor- 
derlich, im  letztern  kann  man  wieder  entweder  den  Schreibstift  durch 
Hebelarme  mit  zwei  getrennten  Pendelkörpern  in  Verbindung 
bringen  oder  anch  beide  Schwingungen  in  einem  Peadelkörper  ver- 
einigen. Die  ersteren  zwei  Methoden  bat  Tisley  angewandt.  Seine 
beiden  Pendel  bestehen  in  .beiden  Fällen  aus  Metallstangen  von  etwa 
1  m  Länge,  die  an  ihrem  unteren  Ende  verschiebbare  Gewichte  tragen 
Dud  etwas  unter  dem  oberen  Ende  mittelst  Messerschneiden  aufgehängt 
sind,  wSbrend  der  Schreibapparat  an  ihrem  oberen  Ende  angebracht  ist.* 
Die  dritte  Methode  wurde  von  den  Herren  W.  Swan  und  H.  Äiry  be- 
folgt nnd  findet  sich  ebenso  in  dem  Apparat  des  Herrn  Prof.  Dobson 
verwirklicht.  Was  nun  die  Vergleichnng  der  drei  Constrnctionsmethoden 
anbelangt,  so  hat  die  dritte  gegen  die  beiden  ersten  zwei  Nachtheile; 
erstlich  kann  sie  (wenigstens  ohne  besondere  Vorrichtung)  den  Einklang 
(1:1)  nicht  darstellen  und  zweitens  können  die  beiden  componirenden 
Schwingungen  keinen  beliebigen,  sondern  nur  einen  rechten  Winkel  mit- 
einander bilden.  Man  vergleiche  hierüber  die  folgende  Nummer  und  die 
Anmerkung  *  S.  298.  Bis  ist  ferner  nicht  schwer,  sich  davon  zu  fiber- 
zeagea,  dass  bei  allen -drei  Metboden  die  Pendel  in  gleicher  Weise 
sowohl  aus  Schnüren,  als  auch  ans  Metallstangen  hergestellt  werden 
können.  Bringt  man  im  letzteren  Falle  noch  weitere  verschiebbare  Ge- 
wichte über  den  Aufhänge  punkten  an,  so  kann  man  mit  knrzen  Pen- 
delstangetk sehr  laagsame  Schwingungen  erzielen,  während  man  im  erstem 
Falle  für  die  SchwingnugEverhältnisse,  die  unter  ]:  2  liegen,  schon  ziem- 
lich lange  Pendel  gebraucht.  Herr  Browning  hat  auch  solche  Pendel, 
die  unter  und  Über  ihren  Auf  hänge  punkten  mit  verschiebbaren  Gewichten 
versehen  sind,  nach  einem  von  Morgaa-Browa  entworfenen  Plane  ans- 
gefnhrt  nnd  liefert  dieselben  unter  dem  Namen  „Mtlronome  Sympalmograph^' 
um  dO  Mk.  Es  mag  demnach,  theoretisch  betrachtet,  die  Methode  von 
Tisley  und  Browning  der  Dobson'echen  vorzuziehen  sein.  Wem  ea 
aber,  wie  schon  erwähnt,  darauf  ankommt,  ohne  besondern  Aufwand  von 
Geld  und  Mühe  den  Apparat  selbst  zu  constmiren,  der  wird  der  Dobsou- 
schen  Methode  den  Vorzug  geben. 

3.  Zunächst  soll  nun  der  Apparat  des  Herrn  Prof.  Dobson  in 
seiner  «nfachsten  Form  erklärt  und  gezeigt  werden,  dass  die  von  seinem 


*  Eine  auBfahrlichereBeecbrcibung  des  T isle; 'sehen  Harmonograph^fln^P 
-  ■—•  „SnffMuering"  Feb.  6.  1874.  '        O 
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Uftber  die  Verwendung  des  Pendels  etc. 


Pendel  snsgefilhrte  Bewegnng  sich  als  Saperposition  zweier  ^fkeber 
Pendelsehwingongen  betrachten  ISsst 

Von  zwei  festen  Pnnbten  a  nnd  b  (Taf.  IV  Fig.  1)  gehen  zwei  gleicfa- 
Unge  Fäden  ans,  die  sich  in  c  vereinigen,  von  wo  ans  noch  ein  ein- 
facher weiter  gebt  bis  znm  Pendelkörper  m.  Der  Mittelpunkt  d  von  a  b 
sei  vertikal  über  dem  Ursprünge  0  eines  horizontal  liegenden  Coordina- 
tonsystems  (x,!/).  Legt  man  dessen  x-Äse  parallel  ab,  dann  trifft  de 
in  seiner  VeiUngening  fortwährend  die  jf-Axe,  wie  auch  der  Punkt  m 
nnter  dem  Einflnsse  der  Schwere  sich  bewegen  mag.  Diese  Linie  de  bilde 
mit  der  Vertikalen  dO  den  Winkel  if  nnd  mit  dem  Faden  cm  den  Win- 
kel gp.  Nun  leuchtet  sofort  ein,  dasa  die  vier  Punkte  a,  b^  c,  m  infolge 
der  Spannung  fortwährend  in  einer  Ebene  liegen,  folglich  die  Ebenen 
der  Winkel  <p  und  iff  anf  einander  senkrecht  stehen.  Denken  wir 
uns  weiter  durch  c  eine  Vertikale  gelegt  und  um  c  als  Mittelpunkt  mit 
cm  als  Eadins  eine  Eugerbeschrieben,  dann  werde  letztere  von  der  er- 
wähnten Vertikalen  in  g  und  von  de  in  p  getroffen;  endlich  sei  cm=^l, 
dp  =  t.  Zerlegt  man  dann  die  Schwerkraft  g  in  zwei  rechtwinklige  Com- 
ponentcn,  von  denen  die  eine  in  der  Richtung  von  l  liegt,  so  ist  die 
andere  offenbar  Tangente  des  Bogens  mg.  Erstere  wird  dnrch  die  Festig- 
keit  des  Fadens  aufgehoben,  letztere  hat,  wenn  der  Punkt  m  die  Masse 

1  besitzt,  den  Werth  g  sin{mcq)  oder  für  kleine  Amplituden  y  .mq.  Da 
man  aber  das  rechtwinklige  Dreieck  mpq  als  eben  betrachten  kann,  so 
bat  man  unmittelbar  für  die  rechtwinkligen  Componenten  von  -r-^'i  ^'* 
AnsdrUcke 

^.mp   und    —.pq^Y-pq, 


wo  q'  der  Schnittpunkt  des  Bogene  pq  mit  der  Vertikalen  rfO  ist.  Be- 
stimmt man  die  Lage  des  Punktes  m  dnrch  die  Coordinaten  x  and  y, 
so  bat  man  also  für  die  den  Coordinatenaxen  parallel  wirkenden  Com- 
ponenten der  den  Punkt  m  bewegenden  Kraft  die  Ausdrucke 

^=i...  r.|.,. 

Das  sind  aber  dieselben  Eräfle,  wie  sie  an  zwei  getrennten  ebenen  Pen- 
deln resp.  mit  den  Längen  l  und  L  wirken  würden,  woraus  sich  sogleich 
weiter  ergiebt,  dass  man  sich  die  Bewegung  des  Pendelkörpere  m  ent- 
standen denken  kann  dnrch  Snperposition  zweier  Pendelschwingungen, 
von  denen  die  eine  mit  der  Pcndellänge  '  parallel  der  x-Axe,  die  an- 
dere mit  der  Pendellänge  L  parallel  der  y-Axe  ausgeftibtt  wird.  £s  wird 
demnach  in  der  That  der  PendelkSrper  m  je  nach  dem  Verhältnisse  der 
beiden  PendellKngen  die  verschiedenen  Stimmgabel cnrven  beschreiben. 
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4.  Ee  tat  Dun  ein  Leichtes,  das  VerbXltiiiss  dar  beiden  Pen- 
d«ll2ngen  so  sn  boBtimmen ,  data  m  eine  verlangte  Cnrve  IwBcbreitit. 
Denn  anf  nnser  Pendel  lusen  eich  nach  3.  nnmittelbar  die  fflr  das  ebene 
Pendel  geltenden  Fonneln  anwenden 

1)  .  =  .„„!^,   ,^i,.o,'J!±l\ 

worin  (  die  Zeit  fiberhanpt,  A  und  B  di«  Dauer  einer  halben  Schwing- 
ung,* a  nnd  b  die  Amplituden  und  U  und  h  die  PendelUngen  bezeich- 
nen, wKhiend  tc  nnd  ß  zwei  ConBtanten  sind,  welche  den  Anfang  der 
Zeit  and  den  Phasenunterscbied  der  beiden  Schwingungen  bestimmen.** 
Soll  also  das  erste  Pendel  n,  Schwingungen  machen,  während  das 
zweite  it  derselben  ausführt,  so  bat  man 


oder 


3) 


d.  h.  die  Pendellangen  verhalten  sieb  umgekehrt,  wie  die  Quadrate  der 
8cbwingnng8zahleD . 

6.  Obwohl  die  matliematiBche  Theorie  der  Stimmgabel cnrven  ausser 
dem  Bereich  dieser  Abhandlang  liegt,  so  mögen  dennoch  die  folgenden 
Erörterungen  gestattet  sein,  da  eich  der  zweite  Tbeil  theilweise  auf  die- 
selben itfltzen  wird.  Zudem  dürfte  die  Drach'scbe  EUminationsmetbode 
viel  leicht  manchem  Leser  neu  sein. 

Zuntchst  soll  eine  geometrische  Coostructionsmetbode  der 
8timmgabelcarven  erwSbut  werden,  welche  der  in  Anmerkung  *  S.  285 
citirten  Abhandlung  des  Herrn  Saug  vom  Jahre  1832  entnommen  ist. 
Bringen  wir  die  Qleicbungen  i)  durch  Aendefung  der  Constanten  d  and 
ß  auf  die  Form 

SO  leigen  dieselben,  dass  die  Projectionen  des  bewegten  Punktes  anf  die 
rechtwinkligen  Axen  zusammenfallen  mit  den  gleichnamigen  Projectionen 
zweier  anderer  Punkte,  die  man  sich  je  einen  mit  dem  Badins  a,  resp.  b 
nm  den  Urspmng  beschriebenen  Kreis  mit  gleichförmiger  Geschwin- 
digkeit durchlaufend  denkt.     Constmirt  man  also  (Fig.  2  n.  3)  ans  den 

*  Eb  ist  alio  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  die  Zeit,  in  welcher  der 
PendelkSrper  die  Strecke  ia,  resp.  ib  znrQcklegt. 

**  Eine  Verwecbaeloug  mit  den  in  Fig.  1  gebraochten  Bezeichnungen  ist  wohl 
nicht  zu  befürchten.  Statt  des  früheren  Zeicheui  L  ist  Jetzt  h  gesetzt,  da«  nun 
sowohl  das  kfireere,  als  aach  das  lILngere  Feudal  bezeichnen  kann. 
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üeber  die  Verwendnng  des  Pendels  etc. 


Strecken  2a  and  2b  ein  Rechteck  nnd  Ober  zwei  aneinanderetossende 
Seiten  HKibkreise,  tbeilt  man  ferner  jeden  dieser  Halbkreise  in  eine  An- 
■ahl  gleicher  Tbeile,  so  daae  diese  Zahlen  fUr  die  Halbkreise  a  nnd  b 
sieb  Terbalten  wie  ji:ß,  fUllt  man  ferner  Ton  diesen  Theilnngspunkten 
Senkrechte  anf  die  Dnrchmesser  2a  und  2b  nnd  verlängert  dieselben 
dqrch  das  Bechteck  bindarch,  so  wird  die  Stimmgabelenrve  je  nach  dem 
Phasennnterschiede  der  beiden  Schwingungen  dnrch  die  Terscbledenen 
Schnittpnnkte  der  genannten  Perpendikel  gehen,  aber  so,  dass  nur  die 
vier  Seiten  des  Becbteeks  Tangenten  der  Carve  sein  können,  da  sie 
eben  die  Amplitndea  darstellen ,  wKhrend  die  genannten  Perpendikel  von 
der  Cnrve  nicht  bertthrt,  sondern  geschoitten  werden.  So  ist  jede  Stimm- 
gabelcnrve  mit  rechtwinkligen  Bewegangscomponenten  in  ein  Rechteck  mit 
den  Seiten  2a  und  2b  eingeschlossen,  das  sich  aber  infolge  derReibnng 
der  schwingenden  Körper  immer  mehr  verengert  Stehen  die  compo- 
nirenden  Schwingungen  nicht  anfeinander  senkrecht,  so  verwandelt  sich 
dieses  Rechteck  in  ein  schiefwinkliges  Parallelogramm.  Wir  wollen  das- 
selbe „Amplitndenparallelogramm"  nennen.  Die  oben  beschriebene 
Eintheilnng  der  Seiten  kann  man  in  diesem  Falle  anf  doppelte  Weise 
machen,  wie  dies  Fig.  4  näber  anhebt  nnd  wie  man  anch  dnrch  leichte 
Recbnnng  bestätigt  findet.  Mittelst  der  obenerwähnten  Gonstmctions- 
methode  kann  man  sich  dann  eine  Vorstellaog  davon  machen,  wie  die 
Sümmgabelcarven  in  diesem  Falle  sich  gestalten. 

Sa  sich  mit  dem  beim  Beginn  der  Bewegung  stattfindenden  Phaaen- 
nnterschiede  auch  die  Gestalt  der  Cnrve  ändert,  so  gehören  zn  einem 
nnd  demselben  SchwingangSTerbKUnisse  anch  anendlich  viele  verschiedene 
Cnrven ,  nnter  denen  sich  aber  immer  zwei  aasgezeichnete  Falte  befinden, 
die  wir  die  Haapttypen  nennen  können.  In  dem  ersten  Falle  ist  die 
Cnrve  keine  vollständige  Schlinge,  sondern  ein  begrenztes  Stack  einer 
unendlichen  Carve,  im  andern  Falle  ist  sie  eine  Schlinge  mit  vier  sym- 
metrischen Quadranten.  Als  mathematischen  Ausdruck  der  beiden  FlÜle 
kann  man  nnter  anderen  die  folgenden  wählen: 

ftir  den  ersten  Hanpttypus     ^  — i)i  =  0, 

und  fiir  den  zweiten  HaapttypuB  ß  —  o  =  ^. 

Der  Beweis  liegt  in  den  unten  folgenden  Eliminationsgleichungen 
7)  nnd  9). 

Herr  Perigal,  der  diese  Cnrveu  vor  etwa  40  Jahren  durch  eine  eigene 
Maschinerie  graphisch  dargestellt  hat,  nennt  die  erstere  Gattung  „Sypho- 
noids",  die  letztere  „Lemnoids".  In  der  Royal  Society,  der  Asironomical  Soririg 
und  der  Royal  IntUtulion  finden  sich  Sammlungen  der  Perigarscbcn  Cnr- 
ven. Worin  das  Princip  der  Perigal'schcn  Maschinerie,  das,  soviel  ich 
erfahren  konnte,  aaf  Bosammengesetzter  Kreisbewegung  beruht,  bestehe, 
läset  sich   ans  der  oben  angeführten  geometrischen  Coostructionsmethode 
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leicht  eiiatlien.  Befestigt  mAn  uKmlicb  in  dem  Krenznngspnnkte  der 
beiden  in  Fig.  5  dargestellten  Schienen  ti^a^  nnd  6,6(  einen  Schreibstift 
und  verbindet  zwei  sieb  nicht  gegenüberliegende  Scheiben  eo,  dass  ihre 
Uml&tifszeiten  sich  verhalten  wie  A:B,  so  vird  der  Stift  je  nach  diesem 
Yerbfiltnisse  die  verschiedenen  Stimmgabelcnrven  beschreiben  nnd  zwar, 
je  nach  der  Stellang  der  beiden  Schienen  gegen  einander,  anch  mit  ver- 
Bchiedenem  Fhasennnterschiede.  Kreazen  sich  die  Schienen  nicht  recht- 
winklig, 80  hat  man  den  obenerwähnten  Fall  schiefwinkliger  Componen- 
ten.*  Wie  weit  jedoch  dieser  Apparat  hinter  den  Leistnngen  des  Pen- 
dels zurückbleibt,  bedarf  wohl  keiner  ErwXhnang. 

6.  Die  Gleichungen  der  Stimmgabelcnrven  findet  man  durch 
Elimination  von  '  aus  den  Gleichungen  4).  Diese  Elimination  fuhrt  im 
Allgemeinen  anf  transcen deute  Ausdrucke,  die  aber  in  den  beiden  Fällen 

^-.=  0»i,d^-«=|, 

die  nach  b,  die  beiden  Hanpttypen  der  Stimmgab elcarven  darstellen, 
algebraisch  werden.  Fttr  dieselben  Ilisst  eich  denn  anch  die  Etimioation 
allgemein  ausfahren  mit  Hilfe  der  bekannten  trigonometrischen  Reihe 

worin  t  von  0  bis  -s-,  resp,  bis  — -—   gebt  nnd  n(i)   das  Ganss'sche 

Zeichen  ist  fttr  das  Prodnct  1.2.3...)'.  (Vergl.  Serret,  Algibre  super., 
pag.  194.) 

1.  Fall:  ß-a  =  Q. 

6)  -  =  eos — — -i,     "l  =cos — - — . 

Sind  Rg  und  »t  die  Schwingnngszahlen,  ist  also  "«-"^^'v' ß  <  ^° 
kann  man  die  Gleichungen  6)  immer  auf  die  Form  bringen 


Ea  ist  dann  nach  5) 

und  folglich  die  Gleichung  der  Curve 

7)  ZJ,{^)=ZB,{t). 

2.  F.11:  ?-.-|. 

*  Ganz  anf  demselben  Princip  beruht  auch  die  voo  EOuig  ausgefOhrte  Ho- 
di&oation  des  Wheatston'aohen  Ealeidophons.  Fisko,  Die  neueren  Apparate 
der  Akustik,  S.  123- 


Ueber  die  Verwendniig  dei  I'endelB  etc- 


Sind    wiedet   n,    nnd   n^   die    Schwingnngszfthlen ,    ist   also 


Es  ist  dann  viedec  naeh  5) 

und  folglich  die  Gleichung  der  Cnrre 


9) 


..,(--0=-('-¥)' 


Diese  Oleichnng  ist  aber  nnr  dann  von  7]  vencbieden ,  wenn  n,  an- 
gerade  vorausgesetzt  wird. 

Ist  also  das  Verbältniss  ngint  möglichst  reranfacfat  and  ist  n  die 
gTÖBBeie  der  beiden  Zahlen,  so  ist  die  Gleiohnng  für  den  ersten  Hanpttypus 
vom  Grade  n  uud  die  ftir  den  zveiten  Haapttypnfi  vom  Grade  2n,  Die 
Gleichungen  7)  und  9)  behalten  selbstverständlich  ihre  Giltigkeit,  welchen 
Winkel  anch  immer  die  beiden  componiienden  Schwingungen,  folglich 
auch  die  Axen  des  Coordinatensystems  miteinander  bilden.  Dieae  Elimi- 
naüonsmothode  ist  im  Wesentlichen  einer  Abhandlang  des  Herrn  Dracb 
entnommen:  The  Land,  Edinb,  and  Dubt.  Philosoph.  Magazine,  vol.  XXXIV, 
1849-  An  eaty  rule  for  formuliting  all  epicyclical  ctirves  mth  one  moeing 
circle  by  Ihe  binomial  theorem.    By  S.  M.  Drach  Esq.  F.  R.  A.  S.  —  Appendix. 

7.  Fttr  die  beiden  einfachsten  Fälle  A:B  =  \:\  und  A:B=^1:1  lüsst 
sich  ührigena  die  Elimination  leicht  allgemein  ausfuhren.  Setzt  man  assO, 
schreibt  also  die  Gleichungen  4)  für  den  ersten  Fall 

80  gtebt  die  Elimination  von  t 

welches  die  Gleichung  der  Ellipse  ist.  Conetruirt  man  das  in  5.  er- 
wähnte „Amplituden Parallelogramm",   so   stellt    die  Gleichaug   fttr  J3=0 

und  ß=B  die  beiden  Diagonalen  nnd  ftir  jSi^-^  eine  Ellipse  dar,  welche 

das  PacaUelogramm  in  der  Mitte  der  Seiten  berührt.  Es  sind  diM  die 
beiden  in  6.  erwShnten  Haupttypen,  die  sich  auch  nach  der  Drach- 
scben  Eliminationsmethode  behandeln  lassen.* 

*  Es  itt  dieaes,  da  hier  I,=I»  ist,  der  Fall  de«  ein&chen  sphärischen  Pendels 
und  man  siebt  aus  den  Entwickelungeu  in  dieser  and  der  folgenden  Nummer,  dass 
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Für  den  zweiten  Fall  schieiben  wir  die  Oleidinngen  4)  in  dec  Form 

and  erhalten  darcU  Elimination  von  I 

Fflr  ^^0  und  ß=B  erhält  man  zwei  symmetrisch  liegende  Parabeln 

S-i('±-f) 

und  fflr  ß^-^  eine  der  Lemaiscate  ähnliche  Cnrve  vierten  Grades 


?('-Ä- 


Es  sind  dies  wieder  die  beiden  Haapttjpen,  Tdr  welche  man  nach  der 
Drach'schen  Methode  dasselbe  Resultat  erhält.  Eine  auaftthrliche  Un- 
tersuchung der  Lage  und  Gestalt  der  eben  behandelten  Cntven  fHr  ver- 
schiedene Werthe  der  Phasen differenz  findet  man  in  dem  Lehrbache  der 
Experimentalphysik  von  WfiUner,  L  Bd.  l.  Abth.  g§  123  und  124.  An 
diesen  beiden  Beispielen  findet  man  auch  die  oben  über  den  Grad  der 
Eliminationsgleicfanngen  gemachte  Bemerkung  bestätigt. 


sich  die  Theorie  des  sphäriBcbeD  Pendele  für  kleine  Amplituden  Bshr  einfach 
durcblühren  lOsst,  indem  man  seine  Bewegnng  als  Superpoeition  zweier  ebenen 
Pendelschwingungen  betrachtet,  Dieae  AnBchaunngeweiae  zeigt  ancb,  daes  die 
elUptiache  Bahn  des  Pendeb  mit  dem  Isochroniamue  kleiner  Schwingungen  eng 
zusammenhängt.  Dasa  aber  die  Bahn  des  apharischen  Pendeb  für  grSaaere  Ampli- 
tuden schleifenförmig  wird,  rtihrt  nicht  daher,  daaa  jetzt  das  Gesetz  dee  Isocbro- 
nismuB  aeine  Geltung  verliert,  weil  sonst  der  Abstand  je  zweier  Scheitel  am  so 
giJJsser  sein  müaste,  je  schmier  die  einzelnen  Schleifen  sind,  während  doch  be- 
kanntlich das  Qegentheil  der  Fall  Ut.  (Durfege,  Theorie  d.  ellipt.  Funct.,  8.  332.) 
Die  Bewegung  des  sphäriachon  Pendels  lässt  sich  eben  für  grossere  Amplituden  nicht 
als  Superposition  sweier  ebenen  Pendelschwingungen  betrachten.  Stellte  man  dem- 
nach den  Tisley'acben  oder  Browning'schen  Apparat  auf  den  Einklang  (1:1) 
ein  und  liesse  ihn  mit  grösseren  Amplituden  eine  Cuive  beschreiben,  so  würde 
diese  zwar  acbleifenfSrmig  weiden,  aber  keineswegs  die  Bewegung  des  sphärischen 
Pendels  darstellen,  um  von  dieser  letzteren  ein  Bild  zu  erhalten,  habe  ich  mehrere 
Versuche  gemacht,  indem  ich  den  im  II. Theile  näher  zu  beschreibenden  Dobson- 
■chen  Schreibapparat  an  einer  Cardan'schen  Vorrichtung  und  apäter  auch  au 
einem  einfachen  Drahte  aufhing.  Die  erhaltenen  Bilder  waren  Ellipsen,  die  sich 
in  der  Bichtuug  der  Bewegung  laugsam  drehten,  erwiesen  sich  aber  als  aehr  ab- 
liängig  von  verschiedenen  Einflasseu,  welche  in  der  Theorie  nicht  berücksichtigt 
werden.  Vielleicht  wird  es  einem  geschickteren  Experimentator  gelingen,  diese 
Einflüsse  zu  verringern  und  Bilder  herzustellen,  an  welchen  sich  die  mathematischo 
Theorie  des  sphärischen  Pendels  verifidren  lässt  und  welche  zwedfelsohne  für  ein 
erstes  Studium  der  Theorie  and  namentlich  lür  Vorlesungen  von  Nutsen  wären. 
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den  Scbreibapparftt,  der  in  Fig.  6  nnr  angedeutet  und  in  Fig.  7  in  ver- 
giöseeitem  Hassstabe  dargestellt  ist.  Der  Buchstabe  ro  wird  den  Zusam- 
menhang der  Figuren  6  und  7  leicht  vermittelu.  Die  genannten  Scbnfire 
werden  mittelst  Drahthükchen  in  die  oberen  Schnüre  eingebSngt,  oder 
laufen  Über  zwei  an  der  untern  Seite  de«  StSbchens  cd  angebrachten 
Bollen  ineinander  über.* 

Der  zweiten  Schwierigkeit  b^egnet  Herr  Prof.  Dobson  dadnrch, 
daes  er  die  Schreibfeder  in  vertikaler  Achtung  frei  beweglich  macht  nnd 
durch  einen  Hebel  hk  (Fig.  7)  ihr  Gewicht  vermindert,  nnd  gerade  durch 
die  Empfindlichkeit  dieser  Vorrichtung  scheint  das  Dobson'sche  Pendel 
vor  allen  anderen  ähnlichen  Apparaten  eich  auszuzeichnen.  Diese  Feder 
besteht  ans  einem  Glasröhrchen  r  mit  fein  ausgezogener  Spitze,  das  in 
einem  zweiten,  unbeweglichen  Glasröhrchen  /  leicht  auf  und  ah  gleitet. 
Letsteres  wird  in  der  Uitte  des  Tischchens  T  vertikal  eingesenkt,  aber 
so,  dass  es  leicht  entfernt  und  nach  Bedürfniss  durch  ein  weiteres  oder 
engeres  eisetst  werden  kann.**  Der  in  Fig.  7  gezeichnete  Einschnitt  in 
das  Tischchen  ISsst  die  Feder  leichter  beobachten.  Letztere  wird  mittelst 
eines  Eantschnkringes  v  an  einem  Faden  befestigt  nnd  an  dem  Kopfe  k 
des  Hebels  mit  einer  Nadel  aufgebUngt.  Der  Kopf  k  besteht  aus  einem 
Kreisbogen  mit  dem  Badins  ok,  damit  die  Bewegung  der  Feder  r  genau 
vertikal  bleibt,  und  kann  aus  dickem  Papier  verfertigt  weiden.  Der 
Hebel  ist  im  Pnnkte  o  mit  einem  Faden  an  dem  Drahtständer  s  auf- 
gehängt, welch'  letzterer  in  dem  TischuheD  T  drehbar  sein  muss,  damit 
man  der  Feder  r  immer  die  richtige  Stellung  in  der  Httlse  r  geben  kann. 
Das  seitliche  Schaukeln  des  Hebels  wird  durch  das  Drahtgeleise  I  ver- 
hütet. Am  andern  Ende  A  des  Hebels  ist  ein  Gegengewicht  anzubringen, 
etwas  schwerer  als  die  Feder,  damit  letztere  das  Papier  nicht  berührt, 
bevor  der  Apparat  in  Bewegung  gesetzt  ist.  Dieses  Gegengewicht  ist 
leicht  so  anzubringen,  dass  es  das  Bestreben  des  Hebels,  sich  um  seine 
LSngenaze  zu  drehen,  welches  durch  das  am  obern  Ende  des  Bogens  k 
angreifende  Gewicht  der  Feder  r  verursacht  wird ,  aufhebt.  Ein  leichter 
Staniolreiter,  mit  dem  man  nachher  den  Hebel  nahe  am  Kopfe  k  (Fig.  7) 

*  Man  kennte  leicht  versucht  sein  su  glauben,  dass,  wenn  mau  die  erw&bn- 
teu  Drabthäkchen  so  einband,  dose  cd  mit  ab  einen  spitzen  Winkel  bildet,  die 
beiden  compcuirenden  Schwingungen  denselben  Winkel  miteinander  bilden  werden. 
Zerlegt  man  aber  in  diesem  Falle  die  senkrecht  zu  cd  gerichtete  Amplitude  in 
zwei  rechtwinklige  Componenten,  von  denen  die  eine  in  die  Schwingun^sebene  des 
grossen  Pendels  fiUll;,  so  addirt  sich  diese  Componente  eiufach  zur  Amplitude  des 
letztem,  was  bei  zwei  getrennten  Pendeln  nicht  der  Fall  wäre.  Der  Versuch  wird 
auch  zeigen,  duss  eine  Drehung  des  Stäbchens  cd  auf  die  Figur  keinen  Einfluss 
hat.  Wenn  demnach  Herr  8wan  in  einer  Note  zu  Herrn  Airy's  Aaftatz  (Naturc, 
Sept.  7  1871,  S.  866}  auch  in  diesem  Falle  von  „verschiedenen  Ndgungen"  der 
Componenten  spricht,  so  ist  das  zum  wenigsten  sehr  ungenau  ausgedrückt. 

**  Beide  lUilirchen  sind  da  Deutlichkeit  wegen  etwas  eu  breit  gezeichnet. 
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baUstet,  wird  daDn  genügen,  am  die  Feder  mit  dem  Papier  in  leichte 
BerübniDg  nnd  folglich  znm  Schreiben  zu  bringen.  Die  beiden  Scfanttre, 
an  welchen  der  Schreibap parat  hängt,  winden  sich  nm  die  Welle  w  (Fig.  6 
n.  Fig.  7),  welcbe  an  einer  Seite  ein  Zahnrad  i,  besitzt.  Ein  zweiter 
Zahnrad -Anfzng  z^  (der  in  Fig.  6  nur  angedeatet  ist  und  anf  beliebige 
Weise  constrnirt  werden  kann)  ist  an  der  Wand  befestigt,  nm  die  beiden 
Über  die  Rollen  a  nnd  6  (Fig.  6)  gebenden  Schnüre  anfznnebmen. 

2.  Der  Apparat  kann  in  einer  hohen  and  weiten  Fensternische  anf- 
gehSogt  werden;  der  nnter  dem  Schreibapparat  anf  anstellen  de  Tisch  aber, 
auf  welchen  das  Papier  zu  liegen  kommt,  mnss,  wenigstens  wenn  das 
Zimmer  bewohnt  ist,  vom  Boden  unabhängig,  also  an  der  Wand  befestigt 
aein.  Das  Tischchen  T  kann  etwa  40  cm  Länge  haben,  die  bei  g  (Fig.  7) 
aDznbringenden  Gewichte  sollten  nicht  nnter  12  — 15  kg  betragen.  Vorana- 
aicbtiich  werden  indessen  die  Zeichnangen  immer  genauer  nnd  schöner, 
je  grösser  die  Dimensionen  des  Apparates  nnd  je  schwerer  die  Gewichte 
sind.  Da  die  Schnüre  sich  starb  ziehen,  sind  Drähte  bei  weitem  vor- 
zuziehen. 

3.  Als  Dinte  empfiehlt  sich  violette  Anilinfarbe,  mit  beissem  Wasser 
angemacht,  die  man  nach  Bedärfniss  verdicken  nnd  verdau uen  kann. 
Filtrirt  wird  sie  die  Feder  weniger  leicht  verstopfen.  TJm  Letzteres  zu 
verhüten,  habe  ich  anch  nie  Gnmmi  angewandt,  während  Herr  Browning 
eine  gute  QnantitHt  desselben  ffir  nöthig  halt.  Gute  Resultate  wird  man 
nar  dann  erzielen,  wenn  man  Glanzpapier  gebraucht,  wie  es  z.  B.  zu 
Visitenkarten  verwendet  wird.  Die  Spitzen  der  Federn  müssen  nicht  gar 
EU  fein,  aber  kurz  sein,  damit  die  Dinte  nicht  eintrocknet,  und  einen 
flachen,  zur  Läagenaxe  der  Feder  senkrechten  Bruch  haben, 
damit  sie  das  Papier  nicht  aufritzt.  Ersteres  erreicht  man  leicht  bei 
vorsichtigem  Ausziehen  der  Spitze  in  einer  Gasflamme,  Letzteres  hat  bis- 
her mehr  Schwierigkeit  geboten.  Die  Methode,  welche. Herr  Airy  in 
dem  angeführten  Aufsätze  beschreibt  nnd  welche  im  Aetzen  des  Glases 
und  in  seiner  sogenannten  „Feuertaufe"  besteht,  ist  nach  seinem  eigenen 
Geständnisse  mUbsam  und  missglBckt  in  vielen  Fällen.  In  welcher 
Weise  Herr  Tisley  seine  Federn  bereitet,  die  er  einzeln  um  1  Kk.  ver> 
kauft,  ist  mir  nicht  bekannt.  Herr  Browning  räth  an,  die  Feder  mit 
freier  Hand  über  einen  Schleifstein  zu  führen.  Das  leichteste  und  immer 
sicher  zum  Ziele  führende  Mittel  besteht  darin,  dass  man  das  Schleifen 
dem  Apparat  selbst  UberlÜHst,  indem  man  die  Feder  in  der  oben  beschrie- 
benen Weise  in  denselben  einhängt,  dieselbe  aber  anstatt  anf  Papier,  anf 
einem  feinen  Schleifsteine  schreiben  lässt.  Der  Gebrauch  einer  Loupe 
wird  dann  zeigen,  wie  lange  Zeit  nnd  mit  einem  wie  schweren  Stantol- 
reiter  das  Pendel  diese  Arbeit  fortzusetzen  hat. 

4.  Die  Länge  />  des  grossen  Pendels,  die  man  von  der  Linie  ab 
^Fig.  6)  bis  zur  Fläche  des  Tischchens  T  berechnet,  ist  constant,  indem 
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die  Feder  immer  bis  za  dem  Tische  reicht,  Knf  welchem  das  Papier  liegt 
Die  LSnge  des  kleinen  findet  man  dann  für  ein  bestimmtes  Schwing- 
ungeverbältniss  n^:«!  nach  3)  ans  der  Formel 


=©■'.. 


wo    der   Bruch    ( —  j   immer  ein    echter  ict.      Bei    meinem   Apparate  ist 
It  =  301,7  cm  und  so  finde  ich  z.  B.  Für  die  grosse  Sexte  (3:5) 

'a  =  ^. 301,7  =  108,6  cm. 
Änf  diese  LSngo  stellt  man  dann  mit  Hilfe  eines  Massstabes  das  kleine 
Pendel  (vom  Stäbchen  cd  bis  «ur  Oberfläche  des  Tischchens  T  gerechnet) 
ein  and  läset  mit  Hilfe  des  Zabnradanfznges  i^  (Fig.  6)  die  Feder  dem 
Papiere  sehr  nahe  komipen.  Dann  saugt  man  Dinte  in  die  Feder, 
schlingt  einen  Faden  nm  die  Hülse  r  und  zieht  den  Schreib ap parat  in 
irgendwelcher  Achtung  an,  nm  ihn,  wenn  er  vollständig  znr  Rahe  ge- 
langt ist,  losznlasaen.  Igt  die  Schwiugnng  rnhig  und  regelmässig,  so 
setzt  man  den  Staniolreiter  in  der  obengenannten  W^ise  auf,  wodurch 
die  Feder  znm  Schreiben  kommt. 

Zunächst  ttberzengt  man  sich  leicht,  dass  die  Richtung,  in  der  man 
den  Apparat  anzieht,  nnr  anf  die  Breite  nnd  Länge,  nicht  aber  auf  die 
Art  der  Fignr  £inänss  hat,  da  das  Schwingungsverhältniss  infolge  dos 
IsochroniBmus  von  den  Amplituden  unabhängig  ist. 

Der  Schreihapparat  wird  vor  dem  Loslassen  zur  Euhe  gebracht  (in- 
dem man  ihn  z,  B.  gegen  die  Lehne  eines  Sessels  ansieht),  damit  die 
componirenden  Schwingungen  keinen  Phasenunterschied  besitzen,  die 
Curve  also  für  den  Anfang  wenigstens  zwei  Spitzen  aufweist,  was  f%r 
die  genaue  Einstellung  des  Apparates  von  Vortheil  ist.  Denn  bald  wird 
man  das  sogenannte  „Drehen"  der  Figur  beobachten,  indem  diese  Spitsen 
sich  mehr  und  mehr  abrunden.  Die  Gestalt  der  Fignr  ändert  eich  dann 
gerade  so,  als  ob  ß—a  in  Gleichung  4)  allmälig  von  Null  an  wachse. 

Man  kann  diese  Aeuderung  des  Phasen  unterschied  es  auch  mathe- 
matisch verfolgen  an  ä^ia  einfachen  Beispiele 

A==B  +  -,     (J-«  =  0, 

welches  ebenfalls  der  erwähnten  Abhandlung  von  Sang  entnommen  iGt. 
Man  hat  dann 


Ist   v  =  oo,   so  ist  die   resultirende  Bewegung   eine  Gerade,    nämlich  die 
eine  Diagonale  de&  Amplituden parallelogrammä      lut  aber  f  eine  endliche 
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sehr  grosse  Zahl,  deren  reoiprokes  Quadrat  man  vernachlässigen  kann, 
und  setzt  man  der  Beifae  nach 

j_o=:0,  =B,  =2ß,  =3fl,  =..., 
so  wird  die  halbe  Scliwiagnng  parallel  der  x-Aze  gegen  diejenige  parallel 
der  y-Axe  sich  der  Reihe  nach  verspäten  um  die  Zeiten 
£      25      3ß 

nnd  der  BerQhmngBpankt  der  Curve  mit  dem  AmplitndeuparalJelogramm 
wird  auf  den  beiden  parallelen  Seiten  So  von  deu  Enden  der  genannten 
Diagonale  abwechselnd  zurückweichen  nm  die  Strecken 

0,     asinveri  —  ,     asinvers  —,     asinvers — ,     .... 

bt  die  Anzahl  der  halben  Schwingungen  parallel  der  y-Axe  =  ^  (resp. 


2    J' 


so   hat  sich  die  Diagonale  in   eine  das  Amplitndenparallelo- 

gramm  in  der  Mitte  der  Seiten  berührende  Ellipse  verwandelt,  welche 
wiederum  nach  ebenaovielon  Schwingungen  in  die  andere  Diagonale  über- 
gegangen sein  wird.  Letztere  verwandelt  aich  dann  rückwärts  in  die  erste 
Diagonale  □.  s.  f.  Da  man  v  experimentell  bestimmen  kann ,  so  findet 
nuin  als  wahres  Seh  wingungsverh  äl  tu  las  (v  — ]):v,  welches  sehr  nahe  an 
1  liegt.  Will  man  überhaupt  den  Apparat  auf  das  Verhültniss  n, :  m 
einstellen  und  dreht  sich  die  Figur  in  v  halben  Schwingangen  des  grossen 
Pendels  vollstlndig,  so  ist  ihr  wahres  Seh wingnugsverhSitniss  [v  +  l]na:f»», 
je  nach  der  Richtung,  in  welcher  aich  die  Spitzen  abgerundet  haben. 

Die  Ursache  dieser  ICrecheiuuug  ist  eiu  Fehler  in  der  Länge  !,<  der, 
abgesehen  thd  den  verschiedenen  Eeibnngen  in  der  Luft,  in  den  Auf- 
hängf punkten  a,  b,  c,  d  (Fig.  6)  und  an  der  schreibenden  Feder  r,  von 
drei  Ursachen  herrührt  nnd  jetzt  nachträglich  corrigirt  werden  mnss. 
Erstlich  ist  das  grosse  Pendel,  da  sein  Schwingnngsmittelpunkt  Über  der 
Fliehe  des  Tischchens  7'. liegt,  zu  gross  vorausgesetzt,  also  wird  das 
kleine  zu  gross  berechnet.  Weiter  wird  das  kleine  Pendel,  da  sein 
Scbwingnngamittelpnnkt  ebenfalls  Über  der  Fläche  des  Tischchens  T  liegt, 
zu  kurz  al^emessen.  Endlich  macht  das  Stäbchen  cd  (Fig.  6)  infolge 
der  Dehnung  der  Schnüre  die  Schwingungen  des  kleinen  Pendels  theil- 
weiae  mit.  Als  Gesammt Wirkung  aller  dieser  Ursachen  stellt  sich  bei 
meinem  Apparate  herans,  dass  die  beobachtete  Länge  /g  immer  kürzer 
ist,  als  die  berechnete,  und  zwar  schwankt  der  Fehler  für  die  verschie- 
denen Zweiklänge  innerhalb  der  Octave  zwischen  0,5  cm  nnd  1,0  cm. 
Diesen  Fehler  findet  man  nnn  experimentell  auf  folgende  Weiao. 

Hau  denke  aich  auf  dem  Papier  das  Amplitndenrechteck  constmirt 
nnd  ziehe  den  Apparat  gegen  eine  Ecke  desselben  au.     Hier  wird  dann 
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die  erste  Spitze  der  Figar  auftreten.  Nun  überlege  man,  in  welcher  der 
drei  anderen  Ecken  und  nacb  wievielen  balben  Schwingungen  des  grosseo 
Pendels  die  andere  Spitze  auftreten  wird,  d.  h.  wo  und  wana  »■  halbe 
Scbwingungen  des  kleinen  Pendels  mit  n»  halben  Schwingungen  des 
grossen  Pendels  endigen  werden.  Bei  dem  oben  angeführten  Schwing- 
ungsTerbXltiiiBse  3:5  wird  die  zweite  Spitze,  da  beide  Zahlen  ungerade 
sind,  der  ersten  diagonal  gegenüberliegen  und  nach  drei  balbea  Schwing- 
□ngen  des  grossen  Pendels  zum  Vorschein  kommen.  Tritt  nun  anstatt 
einer  Spitze  eine  Rundung  auf,  so  wird  mau  aus  der  Beweguogsricfa- 
tnng  an  dieser  Stelle  leicht  erkennen,  welches  der  beiden  Pendel  sich 
verfrüht  hat,  d.  b.  zu  kurz  ist,  Ist  die  Länge  U  schon  sehr  genau,  so 
wird  man  den  Fehler  erat  bemerken,  nachdem  die  Feder  zu  wiederholten 
Malen  zu  derselben  Spitze  zurückgekehrt  ist.  Damit  aber  diese,  dem 
Stimmen  musikalischer  Inetrumeute  ganz  analoge  Correction  keine  ver- 
gebene Uühe  sei,  wird  man  gut  daran  tbun,  vor  derselben  die  Glewichte 
mehrere  Stunden  auf  die  Schnüre  wirken  zu  lassen.  Schreibt  man  sich 
die  beobachteten  Längen  des  kleinen  Pendele  nach  jedem  Versuche  auf, 
80  wird  man  bei  Wiederholnng  desselben  die  richtige  Länge  schon  mit 
dem  UasBstahe  bis  auf  1  mm  genau  -treffen.  So  leicht  es  nun  ist,  die 
beiden  componirenden  Schwingungen  ohne  Phasen  unterschied  beginnen 
zu  lassen,   so  scbwierig  ist  es,    denselben  eine  bestimmte  PhasendifTe- 

renz,  z.  B.  P  — «=:^  beiznlegen.  Die  Apparate  von  Tislej  und  Brow- 
ning bieten  hierin  so  wenig  Sicherheit,  wie  der  Dobsou'sche,  und 
weisen  den  Experimentator  einzig  auf  seine  Geschicklichkeit  an. 

5.    Schliesslich  mögen  noch  einige  Winke  für  die  Praxis  folgen. 

Danüt  man  nicht  Gefahr  laufe,  die  Schnüre  über  ihre  Tragkraft  hinaus 
zu  belasten,  ist  es  rathsam,  über  die  verschiedenen  Spannnngea  einen 
Ueberscblag  zu  machen.  Denken  wir  uns  die  drei  von  c  (Fig.  6)  ans 
gehenden  Schnüre  in  einer  Ebene  liegend  (was  bei  meinem  Apparate 
annähernd  der  Fall  ist)  und  gleiche  Winkel  miteinander  bildend, 
so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  sie  dieselbe  Spannung  besitzen,  näm- 
lich gleich  der  halben  Belastung  des  Apparates.  Bezeichnet  man  nämlich 
die  Spannung  von  cc  (Fig.  6)  mit  5  und  die  halbe  Belastnug  des  Appa- 
rates mit  6,  Bo  ist  bei  jeder  Stellung  des  Apparates 


also  fi'=G  für  i  =  — .     Ist  ferner  cd  gegen  ce  ziemlich  klein.,  so  haben 

die  von  e  und  /  an  über  die  Rollen  gehenden  Schnüre  nahezu  die  dop- 
pelte, und  wenn  dieselben  zwischen  a  und  Zg  in  eine  einzige  Übergeben, 
so    bat    diese    nahezu    die    vierfache   Spannung    von  jener   auszuhallen, 
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welche  die  von  c  oder  d  oach  w  ftthrenden  Schnttre  besitzen. 
l_l  grSssei  als  die  beiden  andeieD  an  c  liegenden  Winkel  (was  bei 
meiDem  Apparate  bei  der  kleinen  Terz  der  Fall  ist),  so  sind  die  erwKbn- 
ten  Spannungen  noch  gißsser. 

Selii  bequem  ist  ee,  wenn  man  das  Papier  nicht  von  vornherein  in 
kleine  Karten  zerschneidet,  sondern  eine»  grSseem  Bogen  dnrch  Linien 
in  Felder  abtheilt  und  auf  ein  Eeiesbiett  spannt. 

Die  Darstellung  der  Figuren  bietet,  wie  die  Erfahrung  lehrt  und 
wie  auch  von  Tomherein  bq  vermathen  ist,  um  ao  mehr  Schwierigkeit, 
je  enger  und  je  schneller  sich  die  einzelnen  Carrentheile  aneinander 
schmiegeo,  je   kleiner  also   bei  einem  und  demselben  Pendel  die  halbe 


/!■ 


Schwingungsdan  er  ist.     Dieselbe  ist  aber  nach  I.  Tb.  8  gleich  n»n 

also  wuchst  die  Schwierigkeit  um  so  mehr,  je  kleiner  "j,  d.  h.  die  kleinere 
der  beiden  Schwingnngszahlen  ist.  In  demselben  Verhältnisse  wSchst 
bekanntlich  auch  die  Consonanz  der  Zweiklänge  (Hei mholtz,  ,,Die  Lehre 
von  den  Tonempfindnugen",  S.  305),  so  dass  also  die  Zweiklänge  durch 
das  graphische  Pendel  um  so  schwieriger  darzasteHen  sind,  je 
vollkommener  ihre  Consonanz  ist.  Uan  beginnt  also  bei  der  Dar- 
stellung derselben  am  besten  mit  der  kleinen  Sexte  (5:S)  und  kleinen 
Terz  (5:6),  geht  dann  Über  zur  grossen  Terz  (4 :  5) ,  grossen  Sexte  (3 : 5) 
Dud  Quarte  (3 : 4)  und  macht  sieb  erst  nach  Erlangung  einiger  Uebnng 
an  die  Quinte  (2:3),  die  Octave(]:2}  und  überhaupt  an  die  ZweiklSnge, 
welche  ans  dem  Gmndtone  nnd  einem  seiner  Obertöne  (1:2,  1:3,  1^4 
D.  B.  w.)  bestehen. 

Ist  einmal  die  PendellÄnge  1^  richtig  gefunden  nnd  eine  passende 
Feder  gewählt,  gleitet  diese  frei  in  der  Hfllse  r  nnd  nnterlSsst  man  nicht, 
vor  jedem  Versuche  das  Papier  gut  zu  reinigen  nnd  frische  Dinte  in  die 
Feder  zu  saugen,  so  kann  man  mit  Sicherheit  auf  guten  Erfolg  rechnen. 
Hält  man  den  Schreibap parat  vor  dem  Loslassen  nicht  ganz  ruhig,  so 
wird  die  Figni  infolge  der  Krenenng  der  einzelnen  Linien  sogenannte 
WKasemngen  aufweisen,  welche  ihr  ein  sehr  hübsches  Äueseben  verleiben. 
Kicht  uninteressant  ist  es  vielleicht,  zn  wissen,  dass  Tisley  eine  Cnrve 
auf  Papier  nm  \  Hark  nnd  eine  auf  geschwärztem  Glase  um  2^  Hark 
verkauft. 


idbyGoOglc 


XX. 

Die  Differentialgleichnngen  der  Dioptrik  oontinoirlich 

geBohiohteter  LinseD   und  ihre   Anwendung  anf  die 

Dioptrik  der  Erystalllinse. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Mat'I'HIESREN 


Die  Formeln  der  Dioptrik  diBContinnirlicb  geechicbteter  centrirter 
LinBonsyetAine  sind  längst  bekannt.  Seitdem  nnn  aber  die  nuttheniKtiselie 
Literatur  über  die  Dioptrik  des  menscblicben  Anges  in  lapidem  Wachs- 
thum  begriffen  ist,  wird  ancb  das  Bedflrfniss  unabweiabnr,  sich  des  Pro- 
blems der  Dioptrik  von  Systemen  continnirlich  variabler  optischer  Dich- 
tigkeit zn  bemächtigen,  also  an  erster  Stelle  der  Dioptrik  der  Erystall- 
linse. Wir  wollen  deshalb  im  Folgenden  ans  den  bekannten  Formeln 
der  Dioptrik  diBcontinuirlicb  geschichteter  Linsensysteme  ihre  Differential- 
gleichnngen  herleiten,  wobei  wir  ein  ceotrirtes  System  continnirlich 
variabler  brechender,  sphärischer  Fliehen  voraussetzen. 

Angenommen,  es  seien  a  FUchen  zn  einem  System  verbanden ,  so 
gelten  folgende  Formeln  für  die  Berechnung  der  Cardin alp unkte: 

,  AA  ■/•— i"— I 


3)  -(»,  +  ..+...  +  ..,.. 

4)  -m.-. 


f,f,-f. 


M,M,. 

..M.^i' 

(-!)"■ 

_i     <Pi  Vt  ■ 

n—i- 

ei,_i-|-i<ii,_8, 

l.-lf.,;cdb,GOOgIC 
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Znm  VerstXndniss  der  nacli  folgen  den  Aualysis  wird  es  zweckmKeatg 
sein,  die  Bedeutung  der  Elemente  diceei'  Formeln  hervorzuheben.*  Ea 
bedeuten  nämlich  znnHchst  fa  und  ipa  dl«  beiden  Brennweiten  der  letzten 
oder  a"'"  Flüche,  r,  ihren  ErtlmmungEradiu«,  n^  den  relativen  BrechuagB- 
index  der  hinter  ihr  liegenden  Schicht  zu  dem  der  Torangebenden.  So- 
dann bedeuten  f  und  ip  die  negative  und  positive  Brennweite  des  ganzen 
Sjsteme ,  qD_  i  die  positive  Brennweite  des  vorangehenden ,  d.  b.  des 
ganzen  Systems  mit  Ausschluss  der  letzten  Fläche,  tis— i  den  Abstand 
des  Scheitelpunktes  der  a""  Flache  von  der  vordersten,  also  die  ganze 
Dicke  des  Systems  oder,  wenn  man  den  Scheitelpunkt  der  vordersten 
Flüche  als  Abecissenanfangspunkt  wählt,  die  Abscisse  der  a"'"  Fläche. 
Femer  bezeichnen  S^ajt—z  und  a^a—i  die  beiden  Hauptpunkts distanzen, 
d,  h.  resp.  den  Abstand  der  ersten  Fläche  vom  ersten  Hauptpunkte  H^ 
und  den  Abstand  der  a''^"  Fläche  vom  zweiten  Hauptpunkte  Ha.  Weiter 
bedeutet  ta-~\  das  Interstitium  dieser  beiden  Hauptpunkte,  endlich  rf„  -i 
den  Abstand  der  letzten  Fläche  von  der  vorletzten  und  Da—\'=df—\ 
-|-in,_4  den  Abstand  der  letzten  oder  n'*"  Fläche  von  dem  zweiten 
Hauptpunkte  des  vorangehenden  Systems, 

Die  Grösse  Ma—\  ist  nnr  eine  abgekürzte  Form,  deren  Bedeutung 
ans  Formel  2)  hinlSngUch  klar  wird  und  welche  sich  in  Form  einer 
Kettenbruchdeterminante  darstellen  iHsst  auf  folgende  Art: 


/■.-»-l+ll. 
-1, 

0, 
0, 

V. 

0, 

0, 

/.-.-T-s  +  is,... 
-l. 

0 
0 
0 
0 

0. 

0, 

0, 

1  f. 

-f,+1, 

1, 

0, 
0, 
0, 

f. 

0, 
0, 

0, 

-1, 

0 
0 
0 
0 

0, 

0, 

0, 

i.A 

-»■+", 

Zunächst  ISsst  sich  ans  den  Gleichungen  2),  5)  und  8)  die  Differen- 
tialgleichung für  die  negative  Brennweite  f  des  Systems  herleiten.  Es 
trete  zu  dem  bereits  vorhandenen  System  von  der  negativen  Brennweite 
f  eine  neue  brechende,  nnendlich  nahe  Fläche  hinzu,  so  geht  f  Über  in 
/'■I-3/' und  CS  wird  ff        r  r  r 

*  Ludw.  Hattbieeaen,  Grundriss  der  Dioptrik  geschichteter  LinBensjtteme, 
Uatbem.  Einleitnng  in  die  Dioptrik  des  menschl.  Auges,  §  81.    Leipzig  1BT7.      ,^' 

ZilBclilUt  f.  Hathtiutik  o.  Thfilk  XXIV,  B.  SO 
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10}  /•■.+i=-^__Y_i'  »-+'= 

Fttr  diese  nea  hinsatretende  FlKche  ist  also 


11)  f+»f= 


V.+i-T  +  c. 

und,  wenn  man  beiderseits  durch  f  dividirt, 

Divlditt  man  den  leteten  Qaotienten  im  Dividenden  nnd  Di^or  darch 
fa.\.\,  eo  resoltirt 

/■-  +  ! 

Für  eine  nnendlich  dfinne  Schiebt  wird  nun  /'a4-i  onendüch  grosa.  Be- 
zeichnen wir  nämlioh  den  ahsolnten  Brechnngsindex  der  vorangebenden 
Sobioht  mit  n,  den  der  hinEntretenden  mit  »  +  9k,  so  iat  der  relative 
Index 

15)  f-+.=-^.   ^'-i-°''-^''a?'"'- 

Deswegen  llsst  sich  die  Gleichnng  13)  verwandeln  in 
nnd,  nach  f,^\  anfgelfist, 

1  J'ij)  H 


") 


Da  aber  auch  geinSu  IS) 

1  im 

r.-t."    »-■.+, 

ist,  80  erbXlt  man,  indem  maa  statt  r^+t  karz  r  nnd  statt  ß^  die  Va- 
riable D  setat, 

")  1         a.    ''ij) 

/.+,  iir      i,/  +  i 

und  als  Differentialgleichung  der  negativen  Brennweite 


>(^)-'v-^A 


Sind  also  r  nnd  n  als  Functionen  von  if  gegeben  nnd  Ulsat  sieb  ß  an- 
nSberad  besümmen,  so  liest  sieb  ein  erster  NShernngsvertli  von  /  findui. 
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Znr  Beetimmang  von  D  lasBeu  sich  aber  noch  andere  Differentialgleich' 
UDgen  iierleiten.  Vorher  aber  wollen  wir  noch  die  Grösie  Ma  in  UiSa- 
rentialen  ansdräcken.     Aas  12)  nnd  IS)  folgt  DSmlich 

,     wa(})    (.-.a(l)).<-)       (.-.a(i))a. 

'  »."        /■.+.       "■  'f+B  =  »r  • 

In  3)  kann  man  statt  — £((]a_i  kurs  — s,  setzen.     Tritt  eine  nene 
FlSche  im  Abstände  8ti  hinzu,  so  wird  in  Berlicksichtignng  von  20) 


21) 

—  «i«-i 

=  -S«,- 

oder 

22) 
Da  aacb 

1} 

und  4) 

nf+D  nr- 

/'o  =  3)J  +  «Ia-2 

SD  setzen  ist,  so  wird,  wenn  man  der  Kflize  wegen  u^  an  die  Stelle  von 
uja—i  setzt,  Dssoj  nnd  22)  geht  über  in 

Da  D  im  Allgemeinen  sehr  klein  gegen  f  bleibt,  so  ist  es  von  Vortheil, 
die  Gleicbang  22)  in  eine  Keihe  zn  entwickeln,  n8mlich 


24) 

Ferner  iHsst  sich  eine  Differentialgleicbnng  bezüglich  D  finden  ans  1). 
Es  ist 

25)  O,  =  0,_V„^| 
oder 

26)  D^dn-  jp- {D~3D)^dt,+  ^  {D-dD). 
Geht  man  zn  der  nnondlicti  nahen  FlBche  über,  so  ist 

27)  /)  +  3g  =  a ,)  +  "-+^^''+ '  ß 
oder  gemKss  20) 

Dieselbe  nimmt  nach  einer  einfachen  Bednction   folgende  Form  an: 

Da  nun  in  BerUcksiohtigang  von  7)  r  c,  i:BjbyLjOOglC 
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2>  =  i,  +  «,-t 
iet,  so  wird  nach  29) 

30)  dD  =  3ii  +  da,~di  =  df,-Dfd(j\  +  D~. 
Integrirt  m&&  diese  Gleichnog,  so  erhKk  man  mit  Uacksicht  anf  22) 

31)  D=,+  ,,-,  =  „  +  .,-fDfl(l)+fD?^-fllC^. 
Daraus  folgt  die  Relation ,  wodurch  das  Interstitiam  gefnnden  wiid 

32)  .^f,r>{^-ß?^+ß,?i, 

oder  in  BerUcksichtignng  von  24) 


33)    I 


./,.-„.,_/4./,f-/#) 


Sind  f  nnd  Oj  annähernd  in  t)  gegeben,  ao  läset  sich  auch  ein  N&bemDgs- 
wertb  von  e  in  i}  daretellen.  Um  weiter  einen  genaaeren  Werth  für  a, 
zn  erhalten,  geht  man  in  Formet  24)  ein  and  setzt 


A?)  "(f). 


♦;+"i  — «        '»  "* 

mnltiplicirt  beiderseits  mit  rj  +  oj  —  t,  snbstitnirt  in  den  Gliedern  der 
Reihe  von  der  Kleinheit  zweiter  Ordnnng  die  Nähernngsverthe  von  otj 
und  t,  and  integrirt.  Dadurch  erhält  man  einen  genaneren  Werth  von 
«1  in  ij.     Ans  der  Gleichung 

35)  i)  =  «j  =  I,  +  o,  - 1 

findet  man  endlich  auch  a^. 

Der  Process  der  Integration  der  Difforentialgleichnngen  19),  33),  34) 
■st  knrz  der,  dass  man  nähernngs weise  bestimmt  in  Reibenform 

1.  /  ans  19),    2.  t  aas  33),    3.  «i  ans  34)  nnd  o,  ans  35)- 

Mit  f  ist  anch  qo  gegeben  durch  die  bekannte  Beziehung  tp  =  —  nf. 

Es  kommt  also  annächst  darauf  an,  einen  ersten  NXberangsverth  flir 
/>  =  «',  zn  finden.  Es  gieht  einen  sehr  oft  eintretenden  Fall,  welcher  in 
dieser  Hinsicht  besonders  beachtenswerth  erscheint.  In  demselben  ist 
nahezu  n  i  in 

und  zwar  bei  einer  dUnnen  brechenden  Schiebt  continnirlicb  variabler 
Dichtigkeit,  deren  Vorderflftcbe  durch  ein  Medinm  begrenzt  wird  von  der 
optischen  Dichtigkeit  der  VorderflÄche  und  deren  hintere  Fläche  begrcnat 
wird  durch  ein  Medium  von  der  optischen  Dichtigkeit  der  letzten  Fläche, 
so  dass  keinerlei  Discontinnität  stattfindet. 

Die  Dicke  der  in  Rede  stehenden  dUnnen  Schicht  sei  ^i;,  die  mitt- 
Iftren  Indices  der  drei  aufeinanderfolgenden  Medien  Itt^,,  IH,,  .4f,  beziehangs- 
wpise  gleich  n,  n  +  ^n,  n  +  2i*n  +  /^H.    Die  relativen  Indices  becHgl ich 
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der  jedesmal  Torangebendeu  Schichten  sind  beide  sehr  nahe  gleich  1 H . 

Endlich  sei  der  Radius  der  Vorderfläche  gleich  r,  der  der  hinteren  FlXcke 
r  +  ^r.     Dann  ist 


2r  +  [jr  +  r^)- 


.  der  erste  Hauptpunkt  liegt  in  der  Mitte  der  Schicht. 


r  findet  t 


=a^ 


und  also  nahezu  gleich  ~1.     Demzufolge  bt  auch 

d.  b.   der   zweite  Hauptpunkt   fHllt   gleichfalls    in   die  Mitte  der  Schicht. 
LSest  man  demnach  zu  einer  dünnen  brechenden  Schicht  eine  unendlich 
dttnne   brechende  Schicht  hinzutreten,    so  ist  für  J)  der  Nahem ngswerth  ' 
^1)  anzunehmen. 

Um  diese  wichtige  Thatsache  noch  in  einer  andern  Richtung  zn  verfol- 
gen ,  so  wird  bei  dem  Hinzutreten  neuer  brechender  Schichten  continnir- 
lich  variabeler  Elemente  dos  Interstitium  c  sehr  klein  bleiben  gegen  ij 
ond  «11  sowie  gegen  i>  oder  o^.     Geben  wir  unter  dieser  Voraussetzung 

in  Formel  24)  ein  und  setzen  weiter  voraus,  es  bleibe  d(y}  nahezu 
proportional  di],  so  wird  sein 

und  nahezu  ,    . 

>!+«.  "        • 

indem  die  folgenden  Glieder  der  Reihe  verbältuissmlCssig  klein  bleiben. 
Nimmt  man  wieder  den  relativen  Index  der  Vorderflüche  zu  dem  Medium 
^0  gleich  der  Einheit  an  und  ändert  sich  die  optische  Dichtigkeit  wenig, 
idt  also  etwa 

wo  \  gegen  1  beträchtlicli  klein  bleibt,  so  wird 

-8»,       dri 
folglieh  l  +  'i^l'  r„„db,G00gIc 
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-".l-il'  +  c, 

wobei  die  Constaute  C  verschwindet.     Dkiiii  ist  also  ebenfalls 

—  *i  =  l*I 
nnd  wegen  der  Belation  ^=1^4-«,  =  «,  auch 

/»  =  «,  =  lu. 
In  dem  voih«r  betrachteten  Falle  finden  nun  in  der  That' diese  Vorans- 
Setzungen  nabezii  statt.  Wir  setzen  vorans,  dass  ttich  der  Index  con- 
tinnirlich  von  Flüche  zu  FlScbe  verändere,  sunficbst  von  n  zn  n-)-^n, 
dann  im  Abstände  ^q  zu  n  +  2^n.  Bei  dieser  Annahme  darf  man  alao 
setzen 

Han  findet  dann  weiter  ans  der  Formel  für  die  negative  Brennweite  des 
Systems,  nämlich 

durch  EinsetEimg  der  betreffenden  Werthe 

^•=^;r-         »■= — ji — • 


-ir  +  Jr)n  ^^ 


'•  = Tn ■     "■ 

leicht  die  Belationen 

also  wenn  man  diffcrentürt, 

Aus  dei  Formel  24)  folgt  Für  die  betrachteten  Fälle  auch  noch 


<l)-i 


nnd  wenn  man  integntt, 

«( ^t=  Const. 

Wir  werden  jetzt  von  den  Differentialgleichnngeu  19),  24)  und  33), 
sowie  dem  zuletzt  abgeleiteten  Theoreme  eine  wichtige  Anwendung  auf 
die  Dioptrik  der  geschichteten  Erystalllinse  der  SXngethlere,  Vögel  und 
Fische  machen,  indem  wir  im  Stande  sind,  daraus  die  Oerter  der  Car- 
dinalpunkte  dieser  Linsen  zu  berechnen  nnd  zwar  bis  au  jedem  beliebi- 
gen Grade  von  Genauigkeit. 

Wir  gehen  dabei  ans  von  verschiedenen,  auf  Messungen  gesttttzten 
VorauBsetzungen ,  die  ftir  eine  nahe  gleichseitige  Kryetaltlinse,  also  fBr 
das  accommodirte  Menschen-  und  Thierange,   insbesondere  aber  ßlr  die 
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KiyBtallUiise  der  Fieche  giltig  sind.  Es  aind  nttmlioh  nacb  vorliegendeD 
MesanDgen  die  Erümmnngsradien  der  FUchen  den  Abständen  vom  Kern- 
centnun  proportioDal ,  abo 

WO  r,  den  KittmmnDgaradiiis  der  Sassereten  FUche,  ^  den  AbsUnd  einer 
beliebigen  Fläcbe  von  derselben,  b  den  Abstand  der  Hnssersten  Fläcbe 
vom  Kemcentmm  der  Linse  bezeicbnen.  Ferner  lässt  sich  der  relative 
Index  einer  beliebigen  Schiebt,  bezogen  «af  den  der  Snsseraten  Fläche, 
ausdrücken  durch  die  parabolische  Oleichnng 

Da  in  dieser  Formel  w  für  ij  =  6  den  Werth  l  +  £  annimmt,  so  bezeichnet 
1  +  t  den  relativen  Index  des  EernceDtmmB,  w&brend  der  Index  der 
Unssersten  Schicht  gleich  der  Einheit  angenommen  wnrde. 

Wir  Sachen  znuKcbst  einen  Näbemngswertb  des  Integrals  derDiffe-  ' 
rentialgleichung  19),  also  von 


Da  der  erste  Term  znr  Rechten  der  gcössere  ist,  so  suchen  wir  darans 
einen  NJiberungs werth  von  /  und  setzen  ihn  in  den  zweiten  du.  Eis 
ist  nnn 

und  weil  i  immer  verhSItuissmässig  klein  bleibt  (für  die  Linse  des  meoscb- 
lichen  Auges  gleicb  0,02545,  fttr  das  Auge  des  Dorsches  gleich  0,0848), 
so  kann  man  vorläufig  setzen      ; 

1       ,      >2M-V 

n       *     ^       6»       ' 

Demnaeb  ist 


/1\         2J8,       1  2£, 


Di«  Constsute  C  ist  gleich  NdI],     Da  ß  vorläufig  gleich  Jq  i 
so  ist  ein  genanerei  Wertfa 


oder 


It  man  hieraas 


Darch  Integration  erhilt  man  hieraas 


r„.db,G00gIc 
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39) 


Hit  Hilfe   diesee  Werthee   von  /  finden  wir  den  ersten  NähemngBweith 
von    E   ans  33) ,    aunächst  mit  Vemachliasigang  der  sehi  kleinen  Grösse 


oder 


40)  -it(>-,-)- 


7j^- 

Ffir  r^!=b,  wu  bei  kngligen  Linsen  (Fischlinsen)  der  Fall  ist,  wird  f=Q, 
d.  h.  die  beiden  Hauptpunkte  fallen  stets  znsammen.  Das  Interstitinm  t 
iut  darnach  dem  Kubas  der  Abscisse  proportional.  Für  eine  gleichseidg 
biconvexe,  symmetrische  Linse  ist  '^g^r^  und  i)  =  26,  also  das  Inter- 
stitinm der  Hauptpunkte  /         ■,  \ 

Sind  die  beiden  HSlftea  angleich,  ist  r,  von  r,  und  b^  von  b,  verschie- 
den, SU  hat  man  nur  nöthig,  die  Cardinal  punkte  jeder  Hälfte  ßlr  eich 
zu  berechnen  und  dann  die  beiden  Systeme  zu  comhinireu. 

Um  «I,   zu   beEtimmen,   geht  man  mit  i  ein  in  die  Formel  24),  zo- 
nächst  noch  mit  Vernachlässigung  von  ^.     Man  findet 
8, 

" ,-jr' 


-2?— '-t-t5J-I'4.i  tl 


Hebt  man  die  Bmchform  auf,  so  resnitirt,  wenn  in  den  AnsdrUcken  der 
Kleinheit  höherer  Ordnung  «^  =  —  ^1}  gesetzt  wird, 

Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 

wobei  die  Const&nte  des  Integrals  gleich  Null  ist.     Mittels  der  Gleichung 
35)  erhalten  wir  sofort  die  zwMte  Hauptpunktsdistanz 

Durch  Verbindung  von  39)  und  41)  finden  wir  noch 

Für  eine  geschichtete  Kngelliose  redncirt  sich  diese  Gleichung  auf 

alBo  far  eine  Hälfte  derselben  anf      „ 
«,/■--■ 

■•f  I  CooqIc 

Für  dieselbe  Liaee  sind  die  beiden  UanplpnnktsdiiiUnzen  ^ 
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Fflr  eine  ganze  symmetriEche  Erystallltnse  findet  man  die  Haoptpnakts- 
dietaDzen,  indem  man  sabstituirt  ti  =  2b.    Dadurch  wird 

oud  fflr  eine  geschichtete  Kogellinse 

Eb  lassen  sich  nnn  die  Formeln  der  Dioptrik  der  geschichteten  Krj- 
stalllinse  allgemein  ansdrfickeu  durch 

44)  -«.  =  4^  +  *.W£  +  ii(n)e'+---.- 

45)  '',  =  hv  +  %iv)£+x^iv)li'  +  ---> 

46)  «=-(t,W  +  *,W)E-Cz>{'))  +  Z,(')})i'----. 

47)  f=-^  =-^(.l  +  %m+h(v)^ +  ■■')■ 

Die  Fancdonen  ^,  %  n.  a.  w.  sind  sämmtlich  ganze  algebraische  Func- 
tionen der  Abscisse  tj  und  es  müssen  bei  gleichseitigen  Linsen,  also  für 
r,  =  rj  nnd  ij^Zb  die  Functionen 

*i{l)  +  Vt(i)),     IxM  +  Xtiv)   tt.  s.  w. 
in  46)  den  gemeinschaftlicbeB  Factor  1 haben,  wodurch  i  für  r,  =  ft 

verschwindet.  Dies  ist  nnn  auch  in  der  That  der  Fall.  Berücksichtigt 
man  uSmlich  auch  noch  die  Functionen  von  >f  mit  dem  Factor  £*,  so 
erhSlt  man  für  das  Interstitinm  den  genaueren  Wettb 

Dieser  Weith  verschwindet  allemal,  wenn  r,  =  6  ist,  und  bleibt  positiv, 
so  lange  r^l^  b  ist.  Mittels  dieses  und  eines  neuen  Nähernngawetthes 
von  /■  lassen  sich  abermals  genauere  Werthe  von  «,  und  «^  finden.  Für 
f  srhBlt  man  die  Gleichungen 

«)a(i)  =  -2r^^  +  2j.^^_,(4^;-5ii!+t$i!). 

Hat  die  geschichtete  Linse  zwei  Hälften  verschiedener  Krümmungen 
und  Axen,  wobei  die  Lage  des  Kemcentrums  zu  messen  iet,  so  berech- 
net man  die  Cardinal  punkte  jeder  Hälfte  fllr  sich  und  combinirt  diese 
Systeme.  Ist  die  Linae  beiderseits  von  dünneren  Uodien  begrenit,  so 
combinirt  man  vorher  jede  Hälfte  mit  dem  davor  oder  dahinter  liegenden 
Medium.  Bei  4er  KrjstalUinse  sind  diese  Medien  das  Eammerwasser 
und  der  Glaskörper,  welche  bei  allen  Augen  nahezu  denselben  Brechungs- 
iudex  Dil  =  1,3350  besitzen.  i  ^' 
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FUr'  die  Krystalllinsen  der  Fische  ist  aehr  nahe  r^asbsirj.  Ues- 
halb  wild  für  11  =  26 

/•--fj(H-4£+Ai«),     -«.  =  6  =  «j,     5  =  0. 

Es  dürfte  fUr  deu  Leser  von  Interesse  »ein,  die  abgeleiteten  Integrale 
an  einem  speciellen  Falle  zu  prüfen.  Wir  irKhlen  hierzu  die  KryBtaU- 
linse  eines  Dorschanges.  An  den  beiden  Angen  eines  und  desselben 
Individuums  fand  ich  durch  genaue  Messungen  mit  Hilfe  eii)eB  Abbe- 
seben Reftactometere  folgende  geometrische  und  optische  Conetanten: 

Kiümmuugsradius  der  Hornhaut gleich  13,5   mm, 

„  der  Tord.  u.  hint.  LinsenflKche      „         4,25   ,, 

Ort  der  vorderen  LinseuAHcbe ,,         0)5      „ 

„     des  Kerncentrams „         4,75  „ 

„     der  hinteren  LinsenflSche „         9,0     ,, 

„      „     Hetiua ,       16,5     „ 

Index  der  Hornhaut „         1,3770, 

„         „    Linsenkapsel „  1,3760 , 

„      des  Kerucentruras „         1,4950. 

Demnach  ist  für  die  KrystalUinee  des  Dorsches 

uad  die  negative  Brennveite  in  Corticalsnbstans 

/•=_-!    1,1144,     6  =  4,25mm. 
4£ 
Wir  berechnen  znnüchst  die  Cardinal  punkte  des  Linsensystems,   und 
zwar  combinirt 


a)  mit  dem  Kammerwasser: 
4,25  ^ 
0,030 


/;  =  -  ^^  =  - 141,70,     V,  =  1,030  .  141,70  =  145,95, 


/'.^  -  ,,,  =  -  ^  1,1144  =  -  13,955. 
Hieraus  ergtebt  sich 

/=- 12,70,    9.  =  13,09,    ^»=4,25,    -«,  =  3,87,   Og  =  0,38,    t  =  0,00. 
b)  mit  dem  GlaskSrper: 
/•,  =  -12,70,    v,  =  13,09,   /,=  -]45,95,    »,  =  141,70,   2)  =  4,63. 
Man  findet  hieraus 

f=~l%O0  =  -ip,    -«,  =  0,38,     «4  =  0,00. 

Die  Hauptpunkte  coincidiren  also  auch  jetzt  noch  mit  dem  Keracentrum. 

Die  BrenDweiteD  der  Hornhaut,  einerseits  von  Waaser,  andererseits  vod 

Kammervasaer  begrenzt,  sind  sehr  gross,  nümlicb 

/i  =  -9000,     »1  =  9013. 
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Wir  berechnen  endlich  die  Cardinal  punkte  des  ganzen  Aages.    £s  ist 
/-,  =  -9000,     91  =  9013,    /j=  —  v,  =  - 12,00,     /)  =  4,75. 
Duans  ergiebt  sich 

/■=~12,0,  9=12,0,  -o,  =  4,739,  «^  =  0,006,  (  =  0,005. 
'Eh  liegen  also  anob  die  beiden  Hauptpunkte  des  ganzen  Fischangea  fast 
genau  im  Kenicentrnm  der  Linse.  Der  Ort  des  zveiten  Hauptbronnpunktes 
iat  16,75,  nnd  da  der  Ort  der  Ketina  gleich  16,5  durch  directe  McBBung 
gefiinden  wnrde,  so  findet  eine  recht  gute  Uebeceinstinimang  statt,  Be- 
merkenewerth  ist  der  grosse  Totalindex  der  Fischlinse;  derselbe  betrSgt 
fUr  das  Äuge  des  Dorsches  1,6318. 

Die  Integrale  gestatten  ebenfalls  eine  Anvendnng  anf  das  mensch- 
liche Auge  und  fShren  zu  Resultaten,  welche  eine  völlige  Uebereinstim- 
mang  mit  den  bestehenden  Verhältnissen  erkennen  lassen.  Fhf  das 
gesunde  Ange  der  Mitteljähtigkeit  von  10  bis  50  Jahren  ist  nach  Über- 
einstimmenden Hessnngen  an  sieben  Linsen 

.-1  + 0,02646  ?^ifi'. 

Legt  man  die  geometrischen  Conitanten  desHelmholtz'sohen  Anges 
im  ZoBtande  der  Accommodation  fflr  die  Feme  zn  Otnnde,  so  gelangt 
man  zu  Weithea  für  die  Oerter  der  sechs  Cardinalpnnkte ,  welche  in 
der  folgenden  Tabelle  mit  früheren  Angaben  zusammengestellt  sind. 

Oerter  der  sechs  Cardlnalpunkt«  des  menseliliohen  An^s  bei 
AoeommodatioD  für  die  Ferne. 


CardiOBl- 
pmkU. 

Listing. 

Helmholti 
n  (IB74). 

Knapp. 

AuberL 

Mihi, 

F, 

-  12,88a 

-  18,763 

- 11,819 

- 12,279 

- 18,186 

B. 

VT6 

1,750 

2,132 

1,018 

1,809 

llt 

2,672 

2,115 

2,640 

2,890 

2,110 

^< 

7,242 

6,966 

6,821 

6,711 

6,884 

iC. 

7,640 

7,831 

7,229 

7,188 

7,185 

Jl 

22,647 

22,834 

21,180 

21,380 

22,130 

* 

0,897 

0,366 

0,408 

0,472 

0,301 

Rostock,  24.  Januar  1879. 
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XXI. 

Die  Bantellnng  der  eindeatigen  analytischen  FnnctioneD 
durch  unendliche  Prodncte  und  Fartialbruchreihen. 

Von 

C.  Fkenzel 

iii  Berlin. 


Die  von  Canchy  {Exercices  de  Malhetnali^ues,  I.  III)  ein  geschlagene 
Methode  zur  Prodactent Wickelung  eindeutiger  analytiucher  Functionen  mit 
gegebenen  Null-  und  Unendlicbkeitspankteu  fährt  bekanntlich  zn  dem 
Resultat  (verg).  KSnigaberger,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ellip- 
tischen PnnctioDen,  12.  Vorl.).  dass  eich  jede  solche  Fanction  f{u)  dar- 
stellen läset  in  der  Form 

(,_«)■■ 


■'■'-■Wr5' 


dabei  bezeichnen 

"ii  "gt  -■■   no^  "it  "ai  ■■■   die  von  Null  verschiedenen  Null-  und  Cnend- 

lichkeit^p unkte  dec  Function  fi«), 
>"i,  »ij,  ...  und  H,,  "j,  ...  die    betreffenden    Ordnungen    des    Null-    und 

Unendlich  Werdens , 
m  die  Ordnungszahl   von  f{u]  im  Punkte  u=0, 

eudlich  stellt  ü  eine  Function  von  u  dar,  die  entweder  eine  rationale 
oder  transcendente  ganze  Function  ist,  d.  h.  eine  Potenzreihe  von  u  mit 
einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl  von  Gliedern. 

FUr  den  sowohl  bei  den  Kreisfunctionen ,  als  auch  bei  deu  ellipti- 
schen Functionen  eintretenden  Fall,  dass  sich  die  Null-  und  Unendlich- 
keitsstellen  bis  in  das  unendlich  ferne  Gebiet  der  Ebene  des  Arguments 
hineinziehen,  hSugen  die  OoeMcienten  dieser  ganzen  Function  V  wesent- 
lich von  dem  Gesetze  ab ,  nach  welchem  die  einzelnen  Factoren  des  uu- 
ondlichen  Piodncts  miteinander  multipücirt  werden,  sie  nehmen  andere 
Werthe  an,  sobald  die  Beihenfolge  der  Factoren  geändert  wird;  das  un- 
endliche Product  selbst,   abgesehen  von   dem  Factor  e'',  ist  in   diesem 
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F&tle  im  AUgemeioen  nur  bei  ganz  bestimmten  Anfeinand erfolgen  der 
Factoren  convergent.  Ea  kann  daher  ancb  der  obige  Anadmck  der  Func- 
tion f(u)  nur  als  der.  Grenzwertb  einer  gewisiien  analytiscben  Fnnction, 
jedocb  _iiicht  als  ein  schon  fertiges  aualytiaches  Gebilde  betrachtet  werden. 

Wie  dieser  formale  UebeUtand  jenes  Ansdrnckes  eq  beseitigen  ist, 
bat  Herr  Weierstrass  in  seiner  Abhandlung  ,,Znr  Theorie  der  eindeu- 
tigen analytischen  Fanctiouen"  (Abhandlungen  der  matbem.  Classe  der 
IcSnigl.  Akademie  der  Wies enechaf tun  zu  Berlin,  Jahrg.  1876)  gezeigt. 
Um  das  Besnltat  dieser  Untersncbnng ,  so  weit  dasselbe  anf  die  hier 
ZQ  betrachtenden  Functionen  Bezng  hat,  angeben  za  kSnnen,  beschränken 
wir  nne  auf  solche  Functionen,  die  für  keinen  endlichen  Werth  des 
Ai^ments  nnendücb  gross  werden;  Fttnctionen,  die  im  Bndlichen  sowohl 
Nall-  als  auch  Unendlichkeitspunkte  besitzen,  lassen  sieb  alsdann  als 
Qnotienten  zweier  Functionen  dieser  letzten  Art  darstellen. 

Es  sei  demgemäss  f(u)  eine  filr  alle  endlichen  Werthe  des  Argu- 
ments endliche,  eindeutige  und  stetige  analytische  Fnnction ,  deren  Null- 
punkte 

a^,  a^,  ...   die  Ordutings^ablea  m,,  m,,  ... 
besitzen   mögen;    ist   auch   der  Punkt  u  =  0  ein  Nullpunkt  von  f{u),   so 
möge  dessen  Ordnungszahl  mit  m   bezeichnet  werden.     Sind  nun  diese 
NaUsteUen  so  beschaffen,   dass  die  ans  denselben  gebildete  unendliche 
Beihe 

für  gewisse  ganzzahlige  Werthe  von  fi  unbedingt  cnnTergirt,  und  ist  v 
die  kleinste  dieser  Kahlen  n,  so  lüsst  sich  nach  Herrn  Weierstrass  die 
Function  f{u)  darstellen  durch  das  unendliche,  anbedingt  convergente 
Product 

f{u)  =  e*i".u''ln{l--)e'  j     .     A  =  1,2....QD, 

■wo  ^(u)  eine  ganze  Function  von  u  oder  eine  beständig  conrergente 
Potenzreihe  ist. 

Im  Folgenden  soll  nun  eine  Herleitung  dieser  Gntwickelnng  auf 
Grund  der  Cauchy'schen  Methode  gegeben  werden.  Es  wird  dazu  nur 
einer  geringen  Modification  des  gewöhnlieh  eingeschlagenen  Verfahrens 
be.darfen,  welche  im  Wesentlichen  darauf  beruht,  dass  wir  erst  durch 
eine  beliebige  Curve  eine  endliche  Anzahl  von  Nullpunkten  absondern 
und  dann  diese  Curve  nach  einem  willkürlichen  Gesetz  ins  Unendliche 
rttcken  lassen. 

Sodann  soll  die  ebenfalls  von  Cauchy  berrfibrende  ATethode  der 
Parti albruchent Wickelung  einer  eindeutigen  analytischen  Fnnction  einer 
ähnlichen   Modification    unterworfen    werden,    welcbe  bewirkt,    dass     die 
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reaaltirende  Entwickeinng  anbedingt  convergirt;  das  gewShulicb  eto- 
geschlagen«  Verfahren  führt  bekanntlich  nnr  zu  bedingt  conTergenten 
Entwickelnngen.  AlUrdiDge  kann  man  unter  Uipständeo  eiDB  solche 
bedingt  convergente  Entwickelnng  dnrch  ein  von  Eisenstein  (Crelle's 
Jonmal,  Bd.  35  S-  153 äg.)  berrttbrendes  und  von  Herrn  Tbomae  (Afa- 
riss  einer  Theorie  der  complexen  Fnncdonen ,  2.  Anfl. ,  S.  70]  anf  die 
Weierstrass'acbe  Function  p(u)  angewandtes  Verfahren  in  eine  no- 
bedingt  convergente  Entwickelung  nmformen;  doch  ist  ein  solches  Ver- 
fahren weder  natargemSss ,  nocb  allgemein. 

Um  Wiederbolangen  za  vermeiden,  sollen  gleich  hier  die  Caacby- 
sehen  Sätze  aus  der  allgemeinen  Fnnctionentheorie ,  von  denen  im  Fol- 
genden Gebrauch  gemacht  werden  wird,  kurz  zusammengestellt  werden. 
Es  sind  dies  folgende. 

Satz  I.  Bezeichnet  f{u)  eine  eindeutige  analytische  Function,  welcbe 
im  Innern  und  am  Bande  eines  Ebenenstück  es  S  allenthalben  endlich 
und  stetig  ist,  so  ist  das  ttber  die  Begrenzungscurre  s  von  S  hineratreekte 
Integral  /» 

Jf(v)dp=0; 

femer  IJfsst  sich  der  Wertb  der  Function  /"(u)  in  irgend  einem  innerhalb 
s  gelegenen  Punkte  u  darstellen  dnrch  das  in  positiver  Umlaufs  rieh  tun  g 
za  nehmende  Integral 

Satz  II.  Bezeichnet  f(u)  eine  eindeutige  analytische  Function, 
welche  innerhalb  s  die  Dnstetigkeitspnnkte  «,,  dj ,  ...  besitzt,  sonst  aber 
auf  S  allenthalben  endlich  und  stetig  ist,  und  bezeichnet  ferner  u  irgend 
einen  Punkt  im  Innern  von  s,  so  ist 

dabei  bezeichnet    /  ein  Über  die  KandcnTve  £  nnd   /  ein  Über  die  natilr- 

.  Ä 

liebe  Begrenzung  der  Unstetigkeitss teile  a^  in  positiver  Umlaufsrichtung 
genommenes  Integral,  falls  wir  nach  Herrn  Kronecker  unter  der  natür- 
lichen Begrenzung  der  Unstetigkeitsstelle  ot  eine  einfach  geschlossene 
Curve  Tersteben,  welche  ausser  ai,  keine  andere  Unstetigkeitsstelle  ein- 
Echliesst;  endlich  bezieht  sieb  das  Snmmenzeichen  ^  t  aof  sXmmtliche 
Punkte  et*  innerhalb  s.  C^(K>tjlc 


ß 
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Ans  diesen  beiden  SHtien  «rgiebt  sich,  indem  wir  ^(v)  =  l  getzen, 
der  folgende:  • 

Satz  III.  Bezeichnet  u  einen  beliebigen  Pnnkt  innerhalb  einer  ein- 
feeh  geschlossenen  Carve  s,  und  m  eine  ganze  Zahl,  so  ist 

/  *■        '  ^2wi,      „     f«  =  — 1  ist 

Schliesslich  werden  wir  noch  von  einem  vierten  Satze  Gebrauch 
machen,  zn  dem  man  darcb  folgende  Betrachtang  gelangt. 

£s  seien  /*(»)  nnd  F(u)  zwei  für  alle  endlichen  Werthe  des  Argu- 
ments u  eindeutige  und  legnUie  Functionen  von  u,  die  sämmtliche  Nnll- 
und  Unendlichkeitepunkte  gemein  haben;  dann  ist  der  Quotient 

eine  eindeutige  Function  von  u,  die  im  Endlichen  ttberall  stetig  und  von 
0  verschieden  ist.     Bilden  wir  die  logarithnüsche  Ableitung 

Bo  stellt  dieselbe  eine  eindeutige  Function  dar,  die  im  Endlichen  allent- 
halben eindeutig  und  stetig  ist,  die  also  im  Endlichen  nirgends  unend- 
lich gross  wird,  wXhrend  sie  im  Allgemeinen  au  gewiesen  Stellen  ver- 
schwinden wird.  Diese  Function  if'(><)  ist  demnach  entweder  eine  ganze 
Function  oder  eine  Function  vom  Charakter  einer  ganzen  Function ,  d.  h. 
eine  beetHndig  convergente  Polenzreihe.  Verstehen  wir  demgemäss  unter 
i'iu)  eine  derartige  Function,  so  folgt  ans  der  letzten  Gleichung  rttck- 
'*ft»  x(u)  =  eVC\  mithin  f(tt)  =  eV(-). /■(«), 

d.  h.  in  Worten : 

Satz  IV.  Zwei  für  alle  endlichen  Werthe  des  Argumente  eindenüge 
and  regal&re, Functionen,  welche  sSmmtlicbe  Null-  und  Unendlichkeits- 
pnnkte  in  gleicher  Ordnung  gemein  haben,  kSnnen  sieh  nur  durch  einen 
Factor  von  der  Form  e'*''"'  unterscheiden,  wo  ^(u)  eine  ganze  Function 
oder  eine  Function  vom  Charakter  einer  ganzen  Funcüon  bezeichnet. 

Es  ist  bei  diesem  Satze  besonderes  Gewicht  darauf  zu  legen,  dass 
die  beiden  Functionen  F{u)  nnd  f(u)  nur  für  endliche  Werthe  des  Argu- 
ments die  verlangt«  Eigenschaft  zu  besitzen  brancben;  wie  sie  sich  im 
Unendlichen  verhalten,  oh  sie  daselbst  überhaupt  definirt  sind,  kommt 
hierbei  gar  nicht  in  Betracht. 


S  !■    Dia  FrodnetentwiAkeltuig  der  eind«Dtig«n  analytisohui  Fnnctioiien. 
Wir  verstehen  in  diesem  Paragraphen  unter /*(»)  eine  ein  dentige 
■  aalytische  Function,  die  fttr  endliche  Werthe  von  u  allent- 
halben  endlich   und  stetig  ist,   die  also  im  Endlichen  keinen  Un- 
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endlicfakeitspnnlct  besitet.  Wie  «ich  diese  Function  im  Unendlieben  ver- 
bllt,  ist  uns  gleicbgiltigi  —  sie  wiid  daselbst,  wie  ntis  allgemeinen 
SSteen  der  Fnnctionentheorie  bervorgebt  einen  endlicben  Wertb  besitzen, 
falls  f{u)  conatknt  ist;  hingegen  wird  sie  im  Unendlichen  einen  Diecon- 
tinnitStspnnkt  erster  oder  zweiter  Gattung  (nach  Herrn  C.  Nenrnftno 
eine  polare  oder  nicht  polare  Unatetigkeit,  nach  Herrn  Weierstrass  eine 
ansaerweaentlicbe  oder  eine  wesontlicbe  b in gnUre  Stelle)  haben,  je  nach- 
dem f(u)  eine  ganze  rationale  oder  eine  ganze  transcendcnte  Fonction  ist. 

Sind  nun 
"ii  "i'  "si  '--  ^i^  Nullpunkte  von  f(u)  and 

"tu  "'t' "S'  "■  die  Ordnungen  des  Verschwindens  in  den  hetreffenden 
Punkten , 
so  fragt  es  sich,  ob  überhaupt  eine  Function  existirt,  die  den  gestellten 
Anfordernngen  genflgt,  und   dann,  inwieweit  dieselbe  durch  obige  An- 
gaben bestimmt  ist. 

Beide  Fragen  werden  dadurch  ihre  Erledigung  finden,  dass  wir  den 
allgemeinsten  analytischen  Ansdruck  für  die  geforderte  Function  aufstel- 
len. Dabei  können  wir  uns  auf  den  Fall  beschränken,  dass  sich  die 
Reihe  der  Nullpunkte  bis  in  das  Unendliche  hineineratreckt;  denn  der 
allgemeinste  analytische  Ausdruck  fdr  eine  eindeutige  Function  mit  den 
n  im  Endlichen  liegenden  Nullpunkten  i],  ig,  ...  f«  ist  zufolge  des 
SaUes  IV 

-'■'•(•-^r-('-r-(>-7.)-- 

falls  keine  der  Grössen  Oj,  a^,  ...  a^  gleich  Null  ist,  und 

falls  auch  der  Punkt  u  =  0  ein  Nullpunkt  der  in  Rede  stehenden  Func- 
tion ist.  Denken  wir  uns  die  Punkte  a,,  o,,  ...  nach  derGrösse  ihrer 
Uoduln  oder  absoluten  BetrSge  geordnet,  so  dass 

ist  (wo  allgemein  |o*]^r  ist,  falls  a*  =  r,e'*),  so  kännen  wir  dem- 
gemKss  Toraussetzen ,  dass 

lim\a„]  =  <x 

ist. 

Es  sei  nun  n^t  irgend  einer  der  Nnllpankto  i, ,  a^,  . . . ;  dann  ist  die 
Function  /*(«)  in  der  Umgebung  des  Punktes  p  =  at  entwickelbar  in  eine 
Reibe  von  der  Form 

1)         /(t')  =  (o-'»*)-'M»  +  ^t{''-«*)  +  '^'*(''-'"*)'+-t, 
mitbin 


Von  C.  Fhenzel.  321 


*o  fioi")  eioe  in  der  Umgebnng  des  pQnktes  v  =  ai  eindeutige  nnd  stetige 
Fnoction  ist.  Diese  logtiritb mische  Ableitnng  von  f(v)  wird  demnach  in 
den  Pnnkten  »=5=a,,a,,  ...  anendlich  gross  erster  Ordnung,  während  «ie 
sonst  im  Endlichen  allenthalhen  endlich  bleibt. 

Denken  vir  nns  jetst  darcb  einen  beliebigen  Contonr  s,  der  jedoch 
dnrch  keinen  der  Pnnkte  (Tj,  Oj,  ...  hindnrcligelit ,  eine  beliebige  end- 
liche Anzahl  dieser  Pnnkte  abgesondert,  nnd  bezeichnen  wir  mit  w  «inen 
beliebigeo  Pankt  innerhalb  dieses  Contonrs,  so  ist  nach  Satz  II 


2^i^J  f{v)v~u^2mj  f{v)v-u 


Abb   der  obigen  Entwickeinng  der  Fnnction    -rr-r   in  der  ümgehnng  des 
Panktes  « =  a^  folgt  aber  nach  Satz  I  und  III 

ZitiJ    f{f,)v-u      *.*-«• 
mithin  wird 

r(«)^5Ti_^|t* L  r(^  Ji. 

flu)      ^    u-at      2niJ    f{v)  u-v 
» 
Um  nnn  zu  einem  Ausdruck  fflr  die  Function  f{u)  selber  zn  gelangen, 
mnltipliciren   wir  diese  Oleichnng  mit  du  nnd  integriren  ron  einem  be- 
liebigen Anfangswerthe  Ug  hie  u;   dann  erhalten  wir,  wenn  wir  von  den 
Logarithmen  zu  den  Zahlen  Übergehen, 

A«o)      V  ^"o-"*''  2,(7    A")  '^"0-" 

wo  sich   das  Piodnctzeichen  11  auf  sämmtlicbe  Pnnkte  a^  innerhalb  des 
Contonrs  s  bezieht. 

Da  wir  spSter  den  Contonr  S  immer  grCsser  nnd  grösser  werden 
lassen,  so  kfinoen  wir  gleich  von  vornherein  annehmen,  dass  derselbe 
den  Nnllpnnkt  nmschliesse.  Nehmen  wir  femer  an,  daas  der  Punkt  0 
kein  Nnllpnnkt  der  Fnnction /(u)  sei,  so  können  wir  Uq^O  setzen  nnd 
erhalten  alsdann 

:») 

ibi 

\d,, 

oogic 


«D  C  =  f{fi')  ist.     Ist  hiDgegen  der  Punkt  0  ein  NaUpnnkt  von  ^(u)  ood 
bezeichDen  wii  dessen  Ordnungszshl  mit  »t,  so  erhalten  wir  offenbar 


a.  Fhnia  xziv,  &. 
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wo    C=\ — ^  ist  nud   wo  Ferner  W  ein  Piodnct  bezeichnet,   vel- 

ches  flieh  nur  anf  die  von  0  Terscbtedenen  Pnnbte  ijt  innerhaJb  (  besiebt 
Die  letstere  Form  von  f(u)  nmfaaBt  aacfa  die  vorbei^hende ,  falls  wir 
anter  m  irgend  eine  positive  ganse  Zahl,  inel.  0,  verstehen j  wir  branchen 
uns  daher  nur  mit  dieser  Fenn  weiter  zu  beschKfligen. 

Nehmen   wir  nun -den  Contonr  s  bereits  bo  groea  an,  das»  der  ab- 
solute Betrag  von  u  kleiner  sei,  ab  der  absolute  Betrag  jedes  Rand- 

pnnktes  v  des  Contoars ,  so  ktinnen  wir  den  Logarithmus  von  1 nach 

fltügenden  Potenzen  von  —  entwickeln  und  erhalten 


nur  fUr  t>  =  0  und  für  sämmtliche  von  0  versebiedene  Nailpnnkte  a^  von 
-  f(v)\  wir  können  demnach  sufolge  des  Canchy'scben  Satzes  II  folgende 
Zerlegung  eintreten  lassen: 

•  (0)  (<.») 

wo  sich  das  Zeichen  ^.^  auf  sSmmtUcbe  von  0  verschiedene  Punkte  »i 
innerhalb  s  bezieht 

Zur  Behandlung  des  ersten   dieser  beiden  Integrale  entwickeln  wir 

■j—r  in  der  Umgebung  des  Punktes  0  =  0;  es  sei  daselbst 

2)  f(ü)  =  v''{A  +  A-v  +  A-'v'  +  ...\,     m>0, 

dann  wird 

^>       7W  =  7+  A+^.  +  ...  =7+-  +  -+-"'  +  - 

und  somit  nach  Satz  III 

(0) 
Zur  Behandlung  des  zweiten  Integrals  erinnern  wir  Dos  daran ,  dass 

■"    ••■*-   Umgebung   des 


Punktes  t^ai,  die  Form  besitzt 

*o  A(»)'in  der  Umgebnog  des  Punktes  a^  stetig  ist;  daher  wird  nach 
Satz  1  und  III 


Von  C.  Frbnzgl,  3 

Fusen  wir  die  beiden  znletzt  erbaltenea  Besaltate  zosammeiir 
Bliebt  sieb 


.=!;■: 


wo  «'""'>  den  Coefficienten  von  »■-'  in  der  Eiitwickelnng  der  Function 
-TT—  nach  ateigenden  Potenzen  von  v  darstellt.     Demnacb  wird 

wo  sich  die  Zeichen  H'  and  S'  auf  sJCmnitlicbe  von  0  verscbiedene  NnlU 
pnnkte  der  Fnnction  ({u)  beziehen,  die  sich  innerbalb  des  Contonrs  s 
befinden. 

Lassen  wir  nnn  diesen  Contonr  s  nach  einem  willkärlichen 
Gesetz  immer  grösser  nnd  grösser,  schlieGslicb  unendlich  grosB  werdeni 
doch  so,  dass  er  niemals  dnich  einen  der  Fnnkte  Oj,  o,,  ...  hindurch- 
geht, und  ferner  so,  dass  allmälig  sämmtliche  Pnnkte  desselben  in  das 
Unendliche  tücken ,  so  wird  an  der  für  f{u)  entwickelten  Formel  vor- 
llofig  Nichts  geändert,  nnr  dass  jetzt  H'  and  S'  nnendliche  Prodncte 
nnd  Summen  bedeuten,  die  jedoch  immer  in  demselben  Umfange 
tu  nehmen  sind. 

Ist  insbesondere  die  Reibe  der  Nullstellen  a,,  a,,  ...  so  bescbaffen, 
dass  ftlr  eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl  v  die  Reihe  der  absoluten 

tinen   eudlicben   Wertb  bat,    so   sind  sBmmtliche  Summen    ^,''  -^   fUr 

"  >  V  unbedingt  convergent.  Sondern  wir  daher  von  ü  denjenigen  Be* 
BtaudthetI  ab,  der  fflr  sich  allein  eine  unbedingt  convergente  Fotenzreibe 
giebt,  und  bezeichnen  wir  diesen  Beatandthei)  mit  ^(u),  so  erbalten  vir 

.=,w+|.(£.2'.=) 

nnd  folglich 

,<7„.„.,,jJ',-fi©",      ,.^,,,,, Cookie 
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vo  JI'  genau  dieselbe  Bedeatnng  und  denselben  Dmfatig  hat,  wie  dfts  in 
dem  Ansdracke  fttr  f{u)  bereits  vorhandene  Prodnctzeicben.  Da  nnn  ^'C") 
unbedingt  converprt  und  somit  der  Factor  «^'"1  keinen  Einflusa  »nf  die 
Convergenz  dea  unendlichen  Prodactes  Air  f{ii)  haben  kann,  so  kBnnen 
irir  diesen  Factor  ganz  toh  dem  nuendlicbeu  Prodnct  absondern  vnd 
erhalten  alsdann  schliesslich ,  indem  wir  nns  noch  den  constanten  Factor 
C  in  den  Exponent! alfactor  mit  anfgenommen  denken,  für  /'(»)  den  fol- 
genden Aosdntck; 


IJ^-^y-^"-  "><>■ 


3)         /■(!*)  =  eVW.a" 

Ist  die  Function  f{u)  gegeben  and  handelt  es  sich  dämm,  diesalbR 
dnrch  ein  anendlichea  Prodnct  darzustellen ,  so  wird  ^(u)  eine  Toltkom- 
men  bestimmte  ganse  (rationale  oder  transcendente)  Fnnction  von  u  seis. 
Handelt  es  sich  jedoch  d&mm,  den  allgemeinsten  Ansdnick  einer  ein- 
deutigen analytischen  Fnnction  mit  den  gegebenen  Nnllstellen  Oj,  o,,  ... 
aufzustellen,  so  werden  wir  unter  if>(u)  eine  willkürliche  ganie  Function 
%a  verstehen  haben  und  die  Formel  3)  wird  alsdann  znfolge  des  Satzes  IV 
den  allgemeinsten  analytischen  Ausdruck  für  die  verlangte  Fnnction  dar- 
stellen. 

§  2.    Beiipifll«  lor  FrodnotantwiAeliuig. 

Das  einfachste  Beispiel  für  die  in  §  1  betrachteten  Functionen  bieten 
uns  die  trigonometrischen  Functionen  Sinus  und  Cosinus  dar. 

Die  Function  <tn(nv)  bat  die  Nullpunkte  erster  Ordnung 
0.  ±J.   ±2,  ...; 
ihre  Prodactentwickelnng    besitzt  daher,    da  hier  die  Reibe     ^^*  — 

=  2^^l—  bereits  fUr  n>2  unbedingt  convei^irt  und  somit  in  der  For- 
mel 3),  §  1,  v  =  2  angenommen  werden  kann,  die  Form 

«n{!i„)-eH-K„JJ  j(l-f).Jj=eVM.,(„), 
WO  *(u)  sur  Abktirznng  gesetzt  ist  für  das  Über  sSmmtlicbe  ganze  Zahlen 
k  hinzaerstr  ecken  de  Prodnct  "•  /  /    jl^"  x)*^   (•   """^   ^^  ferner  f(w) 

eine   gewisse   (rationale   oder   transcendente)    ganze  Function    von   u  be- 
deutet. 

Es  .handelt  sich  darum,  diese  Function  if(ii)  zu  bestimmen.  Zudem 
Zwecke  werden  wir  noch  mehrere  Eigenschaften  der  Sinus-Function  als 
gegeben  annehmen  mtlsseD,  nftmlich  die  folgenden:  '~ 
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1.  Die  Function  sm(jtu)   ist  eine  ünfach  periodische  Fnnctioo 
mit  der  primitiven  Periode  2; 

2.  die  Function  sin{nu)  ist  eiae  ungerade  Function; 

3.  ee  ist  der  Orenzwertli 

L  ««  J>,=o~  ' 

oder  ander<9  AuagedrUckt:   iu  der  Entwickelung  der  FuncüoQ 
sin{nu)  in  der  Umgebung  des  Punktes  u  =  0 

hat  der  Coefficient  J  den  Weg  ir. 
Difierentiireo  wir  zunächst  den  Ausdruck 


,(.,=..J7'|(. 

9  bei  der  uabedii 
tt,  so  ergiebt  Bit 


logarith misch  nach  u,  was  bei  der  unbedingten  Convergenz  dieses  unend- 
lichen Products  erlaubt  ist,  so  ergiebt  sich 


auf  der  rechten  Seite  dieser  Gi-leichung  wird  nur  die  Anordnung  der 
Glieder  ein  wenig  geändert,  wenn  wir  u  durch  u+1  ersetzen,  mithin  ist 

s{u)   s(u+iy 

and  somit  zafolge  der  ersten  und  zweiten  Eigenschaft  der  Function 
"''('■°)  ♦•(«  +  !)-♦'("), 

d.  h.  die  FuneÜon  V(")  hat  die  Periode  1.  Nun  ist  aber  iff'Cu)  eine 
ganze  Fnnction ,  die  im  Endlichen  nirgends  unendlich  wird ;  folglich  kann 
i\6  ihrer  Periodicitftt  wegen  auch  im  Unendlichen  nicht  unendlich  gross 
«erden,  d.  h.  ^'{u)  ist  eine  Conatante,  folglich 

*(«)  =  <.«  +  ?, 
und  somit,  wenn  wir  ^=A  setzen: 

Aus  der  Darstellung  der  Function  5(u)  als  unendliches  Product  folgt 
QQmittelbar,  dass  s(u)  eine  ungerade  Function  ist.  Veitaoschen  wir  daher 
in  der  letzten  Gleichung  u  mit  —  u,  so  erhalten  wir 

<L  b.  es  musB 

6""  =  «-""  oder  e*""=l 

Kin  fUt  jedweden  Werth  von  u;  dies  ist  natürlich  nur  mSglich,  wenn 
"=0  ist,  folglich  wird  _^^ 

«„(».)=^..(.o--<«.]7'j(i-i-)«^. 

Um  endlich  noch  den  Factor  A  zu  bestimmen,  heuotzen  wir  diaj 
Wtte  Eigenschaft:  ^  .OOyiL 
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Und  erhalten  dadurch  A^^n;   es  wird  demnach  3tn(nu)  definitiv  durch 
folgendes  unbedingt  convergente  nnendliehe  Prodnct  dargeatellt  sein: 


1) 
Ebenso  wttrden  wir  erbalten 


-<-)=-^'!('-t)'1- 


2)  „,(,„,=]Jj(i__|_)^«j. 


Jedes  dieser  beiden  unendlichen  Prodncte  ist  unbedingt  coovergent,  liefert 
also  stete  denselben  Werth,  iu  welcher  Reihenfolge  wir  auch  die  ganzen 
Zahlen  k  aufeinander  folgen  lassen.  Am  einfachsten  ist  es,  in  dem 
Prodnct  ffir  sin{nu)  nach  k  von  — nhis+n,  in  dem  Prodnct  für  cos(nu) 
nach  k  von  —  (n+1)  bis  +n  zu  multipliciren  und  dann  n  unendlich 
gross  werden  su  lassen;  dabei  heben  sich  bereits  iu  den  endlichen  Pro* 
duclen  die  Expo  neu  tialfactoren  gegenseitig  auf  und  wir  erhalten 

3)    ™(„„)  =  ,..,*»|j.(l_i),    ™(,.)=JJ,__|j.(l-^). 

Uiese  Prodncte  sind  nicht  mehr  unbedingt  convei^ent;  es  ist  nicht 
erlaubt,  sie  schlechthin  als  unendliche  Prodncte  anzusehen,  die  sich  über 
alle  ganzzahligen  Wertbe  von  k  von  —  oo  bis  +01  erstrecken.  Nehmen 
wir  z,  B.  in  dem  Prodaot  fSr  co${itu)  die  Factorenanordnnng 

wo  .p  eine  positive  ganee  Zahl  bedeutet,  so  erhalten  wir  hierftlr  den 
Werth  «"'■'*'. r(i*(Äw),  wo  Igp  den  reellen  Werth  des  Logarithmus  be- 
deutet.    In  der  That  folgt  aas  Grleichnng  2) 


m 


oder,  ida 


folglich 


^.J L-+^_+_!_+    +_J_ 

■*■  2 


Google 
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ist,  und  da  dieser  Grenzwerth  zufolge  det  Definition  des  bestimmten  In- 
tegrale  als  eine  aneodltche  Snmme  anendlicli  kleiner  Grössen  gleich  dem 
aaf  geradem  Wege  genommenen  Integral 
P 

A,  b.  gleicb  dem  reellen  Logarithmas  von  p  ist: 

4)  co«(n«)  =  c--'»P;  Km    [Tt(t  —  ^^-^,v.z.b.w. 


Als  «weites  Beispiel  zur  Prcdnctentwickelnng  betrachten  wir  die 
Jacobi'schen  Theta-  oder  ancb  die  WeieretraBs'acben  Sigmafnnctio- 
Den.  Es  sind  dies  ebenfalls  eindeutige  analytische  Functionen,  die  fflr 
endliche  Werthe  des  ÄTgnments  u  nirgends  unendlich  gross  werden ;  ihre 
Nnllpnnkte  sind  sKmmtlich  von  der  ersten  Ordnaog  und  besitsen  die  Form 

ai,  =  'n.a  +  n.b  +  c, 
wo  a,  b,  c  beliebige  complexe  Grössen   sind,  von  denen  a  und  6  kein 
reelles  Veib&ltniss  haben  dtlrfen,  und  wo  ferner  m  und  n  alle  positiven 
und   negativen  ganzen  Zahlen   durchlaufen.     Die  aus  diesen  Nullstellen 
gebildeten  Reihen 


sind,  wie  u.  A.  Eisenstein  (in  Crelle's  Journal,  Bd.  35  8.  153  flg.) 
bewiesen  hat,  unbedingt  convergent  für  »^3;  daher  können  wir  in 
unserer  allgemeinen  Pro duct entwickelang  v  =  3  annehmen  und  wir  erhal- 
ten somit  als  allgemeinste  Form  fHr  die  in  Rede  stehenden  Funcüoueu 
das  folgende,  unbedingt  oonvei^ente  unendliche  Prodnct: 

«.,=«..«..J7'|(.-r.)-^''(^^"!. 

wo  c  =  l  oder  =0  ist,  ja  nachdem  der  Punkt  u  =  0  ein  Nullpunkt  der 
Function  ist  oder  nicht. 

Fahren  wir  statt  a  und  6  die  Beaeichnungen  Sta  und  So»'  ein  (denen 
die  Jacobi'schen  Bezeichnungen  2K  und  2t  A"  entsprechen  wtirden)  und 
betrachten  wir  insbesondere  diejenigen  eindeutigen  analytischen  Functio- 
nen, deren  Nullpunkte  von  der  ersten  Ordnung  sind  und  die  Form  be- 
aitsen 

io  =  ^mta  +  inm, 

Bo  wird  die  einfachste  unter  diesen  Functionen  die  folgende  sein: 

5)  .(.)=..77'i('-^)-'^*«)'!.    ,-,     , 
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wo  Bicb  du  Ptoductz eichen  auf  eXnimtliGhe  von  Null  verschiedene  Punkte 
m,  d.  h.  auf  sämtutUche  poeitire  und  negative  ganzzahltge  Werthe  von 
tu  und  n  mit  AuESchluBs  der  Combination  in=:0,  n^O  bezieht. 

Alle  anderen  Functionen  mit  denselben  Nullpunkten ,  also  auch  die 
Jaoobi'sche  TLetafunction  mit  dem  Index  1,  werden  sich  von  der  Func- 
tion a(u)  nur  durch  einen  Factor  von  der  Form  e*'"'  unterscheiden. 
Bekanntlich  gelangt  man  zu  dieser  Thetarnnction  durch  die  Betrachtung 
des  bedingt  convergetiten  nnendlicfaeu  Products 


i.=„.,»77'(i-^), 


indem  man  entweder  erst  nach  m  zwischen  den  Grenzen  —fi  und  +fi 
(fi=<»)  und  dann  nach  n  zwischen  den  Grenzen  —  v  und  +v  {»'  =  00), 
oder  indem  mau  umgekehrt  erst  nach  n  und  dann  nach  m  moltiplicirt. 
Von  diesen  beiden  Factorenfolgeu ,  die  wir  bez.  mit  Um  und  lim  bezeich- 
nen wollen,  führt  die  erste  nur  dann  zu  einem  couTergonten  Ausdruck, 
wenn  der  reelle  Theil  von  — :  positiv  ist,  während  bei  der  andern  Fac- 

torenanordnuDg  der  reelle  Theil  von  — ;  als  negativ  vorausgesetzt  wer- 
den   mnss;    in    dem   ersten   Falle    ist   der   absolute  Betrag   der  Grösse 

tn'ni 
q  =  e  ^    kleiner  als  1 ,  in  dem  andern  Falle  ist  der  absolute  Betrag  von 

g  grösser  als  1,  also  derjenige  von  p=se'"  kleiner  als  I.  Der  erste 
Greuzwerth  ist  bis  auf  einen  constanteu  Factor  identisch  mit  der  Jacobi- 
Echen  Function  9,(u,  9),  den  zweiten  Grenzwerth  bezeichnen  wir  (nach 
Briol  et  Bouguel,  Fonclions  elUpliques,  2"'  id„  piff.  321)  Ö|(h,p),  so 
dass  also 
6)    %il,u,q)  =  AJimu.YJ'[\-^  und  #i(a,p)=  ß.Hmu.  JjYl -^) 

ist,  wo  A  und  B  Constanteu  sind.     Ftlhren  wir  nun  auch  in  dem  unend- 
.  liehen  Product  für  ff(u)  diese  beiden  speciellen  Factoren folgen  ein,  so 
erhalten  wir 

den  Frodnctentwickelungen  1)  und  2)  oder  vielmehr  von  den  bekannten 
Partialbruchentwickelangen  für  tg{Tsv)  und  cotg^itu),  die  sich  sofort  durch 
logariibmische  Differentiation  der  Gleichungen  1)  und  2)  ergeben,  Ge- 
brauch macht;  man  gelangt  alsdann  zu  dem  Resultat  C    (M^olt 
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I  t]  and  V  d'Q  Bedentnng  haben 


1  = 


_oV)  ,^tf'(tD') 


SnbBtitairen  vir  diese  Werthe  in  obige  Gleicbnngen ,  so  erhalten  wir 

80  daSB  sicli  also  die  Jacobi'sche  Thetafnnction  mit  dem  Index  1  von 
der  WeierBtrass'schen  Fnoetion  a{u)  im  Wesentlichen  nar  durch  einen 
BzponentialfactoT  von  der  Form  e"^  unterscheidet.  Äehnlich  vorhXit  es 
sich  mit  den  abrigen  Theta-  und  Sigmafunctioaen. 

Als  drittes  Beispiel  endlich  betrachten  wir  die  Legendre'sche 
Fanctiuo  r(u),  die  für  reelle  positive  Werthe  von  u  dgrch  das  Euler'ache 
Integral  zweiter  Oattang 


9)  r(»)  =  /.— r-'i» 


,^ß 


definirt  ist.  Wir  wollen  diese  Function  auch  für  beliebige  compleze 
Werthe  des  Arguments  definiren,  indem  wir  sie  als  allgemeine  analytische 
Function  mit  gegebenen  singnUren  Pankteo  ansehen. 

Die  Function  r(u)  besitzt  bekanntlich  die  Dnendlicbkettspunkte 
erster  Ordnung  u(=0,  —I,  —2,  ...,  und  ist  sonst  allenthalben  stetig 
und  von  Null  verschieden.  Bezeichnen  wir  den  reciproken  Wertb  von 
r{u  +  l),  den  Herr  Weierstraes  die  Faotorielle  von  u  nennt  und  mit 
Fc{u)  bezeichnet  (Crelle's  Journal,  Bd-  51),  mit 

10)  H»)  =  7^,. 

SO  ist  dies  eine  eindentige  analytische  Function  von  u,  die  für  alle  end- 
lichen Werthe  von  u  allenthalben  endlich  und  stetig  ist  und  die  in  den 
Punkten  u  =  — 1,  —2,  — ?,  ...  in  der  ersten  Ordnung  verschwindet^ 
ihr  analytischer  Ausdruck  mnss  daher  nach  §  1  die  Form  besitaen 

wo  sich  das  Zeichen  /  /   auf  alle  von  0  verschiedenen  positiven  ganzen 

Zahlen  k  bezieht. 

Es  handelt  sich  darum,  die  ganze  Function  iff(ii)  so  zu  bestimmen, 

Zu  dem  Zwecke  vetfabren  wir 
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idinlich  wie  frfihei  bei  der  Fnnction  ^(nu),  indem  wir  souHchst  tos  dn 
bekannten  Fnnctionalgleichnng  der  Gammafnncüon 

12)  n«+i)-".r(«) 

Gebraach  maeben,  aus  der  sich 

ISO  r(«-i)-«-rM 

ergiebt. 

Setnen  wir  zur  Abkünnag 

so  dass 

14)  ,M=.»«w.»(«) 

ist,  Bo  erbalten  wir  dnrch  logaritbmi sehe  Differentiation  fSr  — — rdieiu- 

tp{u) 
bedingt  conrergente  Part ialbnicb reibe 


»■(»)  4" 


t'(»-1)      -p   \       1  11 

»(»-D      ■4'    j»  +  *-l      ij- 

Scbreiben  wir  uub  beide  Snmmen  ttxplicite  hin ,  so  seben  wir  sofort,  dtn 


-1) 
-1) 

1  ,  »'(«) 
'.  +  »(.) 

»(«- 

-1)= 

.«.».»M 

ist;  mithin  wird 

15) 

»ein,    wo  C  eine  Conatante  bezeicbnet      Der   Werth    dieser   ConeUnteo 
lässt  sich  leicbt  angeben.     Offenbar  ist  <pC*^)=  1,  mithin 

oder,  da 

,(„-i)=m(i+^)r^i 

=_.,(„.-)r--^.0."-=i).---^... 

ist,  90  wird  ^'^^^"^^'^^ 

folglich,   wenn   wir  statt  C  eine  neue  Constante  ^einfahren    dnreb  die 
Gleichung  * 

16)  C  =  c*,  V 

M  =  lgC=l  +  (^-lg2)+(i-lgl)  +  (^JW  +  - 


1.  h.  V 

17J  «=._!'.  ^-'.(l  +  i)j  =0,577215664J,t^, 


r 
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es  ist  dieses  M  also  nichts  ÄDderes,  als  die  bekannte  (Hascheroni'sehe) 
Const&nU  des  Integral logaiithmos. 

Ana  den  Gleichangen  14)  and  15)  folgt  nnn 

y(«-l)  =  C.eV(— 1)-V<'').uy(«); 
mithin  mnss,  Falls  die  Fnnctionalgletobnng  12^  erfüllt  sein  soU, 

oder,  da  C=e*  ist, 

18)  ^fw-l)  =  ^(M)-Ä  +  2nin( 

sein,  wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Dnrcb  DiffereDtiatioD  ergiebt  sieb 
bieraas 

*'(w-l)  =  iC'C«). 
d.  b.    die  Function   ^'{ti)   besitzt  die  Periode  I ;   dies  ist  aber,    da  if  (u) 
üne  gacse  Fanctiou  ist,  nnr  möglicb,  wenn  if'(u)  gleich  einer  Constan- 
ten ist,  so  dass  also  ^[u)  die  Form  besitst 
*(«)  =  ««  +  (!. 
Sabstitniren  wir  diesen  Werth  von  ^{u)  in  Gleicbnng  18),  so  erhallen  wir 

tL=M—2mni; 
mithin  wird,  wenn  wir  noch  E^ •=  A  setzen, 

,(»)=. -•^''-•"«■.»(.)="^«<»'-'-"«-.]J{(i+^)«"i}. 

Um  endlich  noch  den  constanten  Factor  J,  sowie  die  ganze  Zahl  m  ku 
bestimmen,  setzen  wir  fest,  dass 

19)  rci)  =  1 

sei,  nnd  femer,  dass  die  Fnncüon  ^(11)  fflr  reelle  Wertbe  des  At^uments 
ebenfalls  reell  sei.  Ans  der  ersten  dieser  beiden  Eigenschaften  folgt 
]i(0}c=l,  mitbin  A^l;  ans  der  zweiten  Eigenschaft  ergiebt  sich  m^0> 
Somit  wird  definitiv 

'»)        'W=rörfr,='--17!('+x)'"^i- 

Ve^leicht  man  diese  Prodactentwickelnng,  in  welcher  k  alle  positiven 
ganzen  Zahlen  (exel.  0)  dnrcblftnft,  mit  der  oben  fOr  »in(nu)  anfgestell- 
ten  ProdactentwickeluDg,  in  welcher  it  alle  positiven  nnd  negativen  gan- 
zen Zihlen  (excl.  0)  dnrchUaft,  so  erkennt  man  sofort,  dass 

hieraus  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  Oleichongen  10)  nnd  12)  die  bekannte 
Belation 


rw.r(i-w)=^        .„.„.„Google 
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Wir  veratebeo  la  diesem  Pftragrapheo  unter /(u)  eine  eindeutige 
analytische  Fnuctiou,  die  im  Endlichen  nnr  polare  oder 
ansBerweeenttiche  singnlSre  Stellen  besitzt,  sonst  sbei 
allenthalben  endlich  nnd  stetig  ist;  das  Verhalten  derselben  für 
nnendlich  grosse  Werthe  des  Arguments  soll  vorI8afig  wieder  ansser 
Betracht  gelassen  werden. 
Es  seien 

Oj,  «g,   ...  die  üneadlichkeitsp unkte  Ton  /"OOi 

ft,,  fi^,  ...  die  Ordnangen  des  Unendlichwerdens  in  diesen  Pnnkten. 
Denken  wir  uns  nun  wieder  durch  einen  einfach  geschlossen en  Coatoar  s, 
der  jedoch  durch  keinen  dieser  Unendlichkeitspunkte  hindurchgeht,  ein 
einfach  zusammen  hängen  des  FUcbenstUck  abgesondert,  so  ut  nach  dem 
Cauchy'schen  Satz  11  der  Werth  der  Function  /(")  in  einem  beliebigen 
Punkte  u  innerhalb  dieses  Contonrs  gegebeir  durch  die  Formel 

'W         iaiZi  J   »-«       2«iJ    v-u  ' 
(«*)  « 

wo  sieb  das  Summenzeichen  auf  sSmmtliche  im  Innern  von  s  befindliche 
Unendlichkeitspunkte  u  bezieht. 

Um  das  über  die  natätliche  Begrenzung  von  ca  in  positiver  Richtung 

zu    erstreckende  Integral    /    ausznwerthen ,    entwickeln  wir  die  Function 

(^) 

f(v)    in    der   Umgebung    des  Punktes    a«;    diese  Entwickelung  wird   die 
Form  besitzen 

Zufolge  dieser  Entwickelung  wird 

_}_  rf(y)  rf" L  ri^^l^ 

wo  F{t>)  zur  Abkürzung  gesetzt  ist  fär 

Diese  Function  /*((>)    ist   in   der  Umgebung   des  Punktes   0  =  «^  endlich 
nnd  stetig,  mitbin  wird  nach  dem  Cauchy'schen  Satze  1 


LJ 


.?»<-"(«») 


(.j)  ,     . .  I,,  Coogic 
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oder,   wie  eicb  dnrcfa  wiederholte  Diffetenliftlion  toh  F(v)  nach  v  Inicht 


j_  rn-)ä.      A  AT-« 


Dtw  Rftndintcgral  zerlegen  wir  mit  Hilfe  der  IdeotitSt 
_1 1       «       1 

in  folgende  zwei  lotegrftle: 

8  St 

Ton  desen  wir  annfichet  das  erate  weiter  behandeln. 

Die   Function  -^  wird,  mag  nun  der  Paukt  e=0  mit  zn  den  Ün- 

eDdlichkeitspnnkten  der  Function  f(t>)  gehSren  oder  nicht,  a>  fttr  e=0 
ond  fiir  die  von  0  verBchiedenen  Unendlichkeitspnnkte  at  der  Fnnction 
/(e);  ea  ist  demnach  unter  der  VoranssetEung,  dasa  der  Contoar  s  den 
Pankt  i>=0  bereits  einacbliesst ,  nach  Satz  II 


«  (0)  (ij 


In  der  Umgebung   des  Funktet   t>  =  0  ist  nun  f(v)  eutwickelbar  in  eine 
Reihe  von  der  Form 

WO  ft  =  0  ist,  wenn  0  =  0  ein  uentraler  Punkt,  usd  ft>0,  wenn  p<=0 
ein  Dnendlicbkeitspankt  von    f(ii)  ist;  mithin  wird  nach  Satz  III 

Um  ferner  das   ttber   die  natflrliche  Begrenzung  von  «t  genommene  In- 
tegral  zu  berechnen,   bemerken   wir,   dass   nach  1)  die  Entwickeluugeu 


<"*  +  ("—<'*} 


Ck>ogIe 
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moItipIioireD  wir  dieie  beiden  B«iben   miteiDuider,  so   erbalten  wir  fDr 

den  Coefficienten  vod  in  der  Ruhen entvickelnne  der  Function  — 

p  — «i  t 

folgenden  Ausdruck: 

k£  A'*  a'l**'"*'     Ai«"" 


-?' 


(-!)»  = 


rf 


folglich  wird  fUr  at^^O 
und  somit 

Nun  var  das  zu  ermittelnde  Randintegnl 

J     v~u      J     p  J    V      v-u    ' 

g  »  » 

mitbin  erhalten  vir  als  vorläufiges  Bf^sultat  folgende  Darstellung  f^r  f{«): 

s 
falls  i>  =  0  ein  Nnllpnnkt  tou  /(u)  ist; 

s 
falls  e  =  0  ein  nentraler  Punkt  von  f(ii)  ist;  und  endlich 

falls  r  =  0  ein  Unendlichkeitspunkt  (».*"  Ordnung  Ton  f(u)  ist. 
Dabei   beziehen   sich  die  Zeichen   ^^t  und    ^,t  auf  sämmtlicbe, 
besttglicb  auf  sämmtliche  von  Null  verschiedene  Uoendliobkeitspunkte  n». 
die  sich  innerhalb  des  Contonrs  $  befinden. 

Es  erübrige  nun   noch,   den  Werth  des  Bandintegrsis    / ^ — 

Bu  ermitteln.     Zu   Afoa  Zwecke  werden  wir  den  Contonr  s  immer  mehr 
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nnd  mehr,  ecblieselicb  biB  ins  unendliche  anwacbsen  lassen,  so  dus  dann 
gleichzeitig  die  Sammen  ^,*  and  ^,*  20  uneudlicbeD  Sammen  wer- 
den, falls  die  Äozalil  der  Unendlicbkeitspnnkte  ai  seihet  anendlich  gross 
bt.  Eb  können  nun  bei  dieser  Erweiteraug  des  CoDtonrs  Bwei  wesent- 
lich von  einander  verschiedene  Fälle  eintreten:  Entweder  wird  es  mlig- 
licb  sein,  den  Contonr  s  stets  so  zu  fUbiea,  dass  er  anch  in  nnendlicher 
Ferne  niemals  den  Punkten  a/,  zn  nahe  kommt;  oder  diese  MSglicfakeit 
wird  wegen  zn  dichter  AnbSnfang  der  Punkte  «i  im  Unendlichen  nicbt 
vorbanden  sein.  In  dem  ersten  dieser  beiden  FSlle  kann  man  den  Con- 
tonr s  anch  im  Unendlichen  stets  so  fllhren,  dass  der  absolute  Betrag 
von  f(_ti)  fflr  jeden  Fnnkt  von  s  nnterbalb  einer  angebbaren  endlichen 
Zahl  liegt;  im  zweiten  Falle  wird  eine  solche  endliche  Zahl  nicht  mehr 
angebbar  sein.  Die  einfachsten  Beispiele  fttr  den  ersten  Fall  bieten  nns 
die  trigonometrischen  Fnnctionen  lg.,  coig,,  sec,  cosec,  sowie  sSmmtliche 
doppelt  periodische  Fnnctionen.  Hingegen  tritt  bei  der  Function  r(u) 
der  zweite  Fall  ein;  zwar  ist  es  hier  möglich,  die  Cnme  s  so  zn  legen, 
dass  sie  die  auf  der  negativen  Absciüsenaxe  gelegenen  Unendlichkeits- 
pankte  «  =  0,  —1,  —2,  -—3,  ...  anch  im  Unendlichen  stets  vermeidet, 
doch  ist  ftir  jeden  positiven  unendlich  grossen  Wertb  von  u  r(u)  grSsBer 
als  jede  angebbare  endliche  Zahl.  Die  Functionen  dieser  letzten  Kate- 
gorie besitzen  im  Unendlichen  einen  Disco ntinnitStspankt,  den  man  bis- 
her mit  zn  den  DiacontinuitKten  zweiter  Gattung  zählte,  den  wir  aber 
nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Prjrm  von  diesen  absondern  nnd  als  Dis- 
eontinnitätspnnkt  dritter  Gattung  bezeichnen  wollen. 

In  dem  ersten  der  beiden  betrachteten  Fälle,  in  welchem  also  der 
unendlich  ferne  Punkt  ein  Diseontinnitätspunkt  zweiter  Gattnng  iet,  liegt 
der  absolute  Betrag  von  f(v)  für  sämmtlicbe  Kandpunkte  v  stets  anter 
einer  angebbaren  endlichen  Grenze  M,  wie  gross  wir  auch  den  Contonr  f 
wählen  mögen;  diese  Grösse  M  ist  demaach  unabhängig  von  der  Wahl 
des  Contours.  Bezeichnen  wir  nun  die  Entfemung  des  Pnnktes  u  vom 
Nullpunkte,  d.  h.  den  absolnten  Betrag  von  u,  mit  /,  femer  den  abso- 
luten Betrag  desjenigen  Randpunktes  v,  der  dem  Punkte  o  «n  nächsten 
liegt,  mit  m,  so  wird  /  eine  endliche,  von  der  Bescbaffenbeit  des  Con- 
toura  unabhängige  Länge,  m  hingegen  eine  lineare  Grösse  sein,  die  sich 
von  einer  Randcnrve  zur  andern  ändert.  Nehmen  wir  gleich  von  vorn- 
herein den  Contonr  s  so  gross  an,  dass  m>l  ist,  so  werden  ftir  s&mmt- 
behe  Bandpnnkte  v  dieses  Contonrs  die  Ungleichheiten  bestehen 
^^^  I/-MK».     I»l>'>.     \v-u\>m-!. 

mithin  besitzt  der  absolute  Betrag  jenes  Integrals,  wenn  wir  noch  die 
Uuge  der  Bandcarve  s  mit  *  bezeichnen,  die  obere  Grense      ^  lOO^IC 
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f. 


m(m-iy 


Lassen  wir  nun  den  Onutonr  s  nach  allen  Seiten  hin  Über  aUe  Grenzen 
sieb  erweitern,  so  bleiben  I  und  M  nnveründert,  s  nii(^  m  hingegen  wer* 
den  als  lineare  Grössen  in  gleicher  Ordnung  unendlich  gross;  mitbin 
nähert  sich  jener  Quotient,  also  anch  das  Integral  selbst,  dem  Grenz- 
wertb  0. 

In  dem  zweiten  Falle,  in  welchem  der  nnendlicb  ferne  Punkt  der 
Argnmentenebeue  ein  Disco ntinnitStspnnkt  dritter  Gattong  von  f(u)  ist, 
verschwindet  zwar  nicht  das  Integral ;  doch  ISsst  eich  anch  hier  die  ana- 
Iftische    Fonn    des    Integral werth es    leicht   angeben.     Wir  können    hier 

offenbar  für  den  Quotienten die  Entwickelnng  setzen 


wo  Cd  c,,  ...  cosstante  Coef&cientcn  bedeuten.  Es  tritt  also  in  diesem 
Falle  zn  der  obigen  Parti albmch entwickelnng  noch  eine  Potenzreihe  (eine 
ganze  transcendente  Function)  hinzu,  so  dass  wir  hier,  in  Analogie  zu 
den  rationalen  Fnnclinneu,  /*(»)  eine  nnecbt  gebrochene  transcendente 
Function  nennen  können,  während  diejenigen  Functioneu,  die  im  Un- 
endlichen einen  DiscontinuiUttspnnkt  zweiter  Gattnng  besitzen,  als  echt 
gebrochene  transcendente  Functioueu  zu  bezeichnen  wären. 

Wir  erhalten  demnach  als  Besnitat  unserer  Untersuchung  für  eine 
echt  gebrochene  transcendente  Function  ({n)  folgende  Partial- 
bruch Zerlegung: 

falls  der  Punkt  c  =  0  ein  Nullpunkt  von  f{u)  ist; 

3b)  n.)=A+2'>|v-VAr-"jp^-^|, 

falls  der  Punkt  e>  =  0  ein  neutraler  Punkt  von  f(u)  ist;  und  endlich 

falls  der  Punkt  o  =  (i  ein  ünendlichkeitspnnkt  fi*"  Ordnung  von /(u)  ist 
Für  eine  nnecht  gebrochene  transcendente  Function  f{u)  kommt 
zu  dieser  Partiatbrnch entwickelnng  noch  eine  ganze  Function  von  der  Form 
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4)  «.if.(«)  =  c,i.  +  Cj«»  +  Cj«»  +  ... 

Dass  Übrigens  dJeee  PartUlbnicbentwickelangea  sowohl,  als  anch  die  in 
§  1  abgeleitete  Productentwickelnug  unbedingt  convergiren,  ergiebt  sich  ans 
nnserer  Herleitnnf;  von  selbst;  denn  die  Form  des  Contonrs  s,  den  wir 
zar  Abgrenzung  einer  endlichen  Anzahl  von  singulSren  Stellen  der  Func- 
tion f{u)  bennteten  und  von  dessen  Wahl  die  Aufeinanderfolge  der  ein- 
zelnen Summanden,  reap.  Factoren  abhing,  war  von  ans  stets  willkfirlich 
gelassen  worden.  Freilich,  wenn  man,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht, 
flir  diesen  Contonr  ein  zur  teellen  und  imaginSren  Axe  symmetrisch 
gelegenes  Rechteck  wählt,  so  ist  es  nicht  zu  verwundern,  dass  man  nur 
zu  bedingt  convergenten  Reihen-  und  Froductentwickelungen  gelangt; 
denn  alsdann  fallen  gerade  diejenigen  Beetaodtheile  aus  den  unendlichen 
Summen  und  Predncten  heraus ,  welche  die  letzteren  zu  unbedingt  con- 
vergenten  machen. 

§  4.    Beispiel«  zur  Partialbrnohentwickeliuig. 

Die  einfach  periodischen  Functionen  fg.,  colg,,  sec.  und  cosec.,  sowie 
die  doppelt  periodischen  Functionen  gehören  offenbar  der  Kategorie  der 
echt  gebrochenen  transcen deuten  Functionen  an,  sind  demnach  nach 
einer  der  Formeln  3)  des  vorigen  Paragraphen  zu  behandeln;  und  zwar 
werden  die  Formeln 

3a),     3b),     3c)    bez.  anzutrenden  sein  bei  den  Functionen 
Ig.,      tec,     cotg. 
Betrachten  wir  insbesondere  die  Function  rolg{iiu);  dieselbe  bfisitzt 
die  U  nen  dl  ich  keitsp  unkte  erster  Ordnung 

0,  +1..±2 

mithin  ist  ihre  Partialbmchentwickelnng  von  der  Form 


.,,„,=4+|u.{^^ij, 


*o  Ä  und  At  die  ersten  EntwickelungecoeKcienten  der  Function  colg(Tiv) 
in  der  Umgebung  der  Punkte  v=0  und  v^k  sind.  Diese  Entwiche- 
Inngen  besitzen  die  Form 

«./g(»B)  =  i[A  +  A'i'-H...)   und  colg{^v)  =  -^\Ai  +  A-^(,>~k)+...\; 

da  nun  die  Function  cotg{jtv)  die  Periode  I  besitzt,  also  der-Fnnctio- 
Dslgleichnng 

cotg,t{v+k)=colg{Mv) 
*genfigt,  wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  sind  die  Entwieke- 
Inngscoefßcienten  Aj,  A'«,  ...  bez.  identisch  mitA,A',  ...,  so  dass  die 
»Inge  Partialbruchentwickeliiug  die  Form  annimmt  /'-' 

MlHhrtft  f.  HotiMBiMIk  a.  Fhpik  XXIV,  .V  M 
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«„(.„)=AJi+^;(^^+i)j.- 

Da  endlich 

[!!^)]^  ^=1  „d  [»<(«)]„.  =  ], 
also 

ist,  Bo  besitst  der  CoeMcient  Ä  den  Werth  —  und  es  wird 'definitiT 

1)  ,„„(.„,=i+^;(_i_+i.). 

Von  den  doppelt  periodiechen  Functionen  wollen  wir  insbesondere 
diejenigen  zweiter  Ordnung  und  tou  diesen  die  Weierstrass'sclie 
Function  p(u)  betracbten;  die  Jacobi'scheo  elliptischen  Fanctionen 
sinam(u),  cosam{ti)  waA  dam{u)  lassen  selbstverstSndlicb  eine  ganz  ana- 
loge Bebandlnng  zu. 

Es  sei  also  p{v)  eine  eindeutige  analytische,  doppelt  periodische 
Function  zweiter  Ordnung,  mit  den  primitiven  Perroden  2iii  und  2di',  die 
in  jedem  Periodenparallelogramm  nur  einmal  unendlich  gross  zweiter  Ord- 
nung wird,  nSmlich  im  Funkte  u  =  ()  und  in  den  zu  diesem  congrnenten 
Funkten;  dann  wird  diese  Function  in  jedem  PetiodeDparallelograDun 
auch  zweimal  gleich  Null  werden,  und  zwar  werden  diese  Nullpunkte, 
die  wir  Torläufig  mit  Ug  und  u^  bezeichnen  wollen,  im  Allgemeinen  dis- 
erete  sein  und  nach  einem  von  Lionville  herrührenden  Satze  der  Be- 
lation  _  _ 

«o  +  WoHzO,  d.  h.  B(,  +  Wo  =  2mo  +  2v«>' 
genügen,  wo  ft  und  v  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Es  seien  jetzt  u  und  ti  irgend  zwei  correspondirende  Punkte  innei^ 
halb  desselben  Perioden paral  1  el ogramms ,  d.  h.  zwei  solche  Funkte,  in 
denen  p{u)  denselben  Werth  annimmt,  so  ist  wiederum  nach  dem  Liou- 
ville'schen  Satze 

u  +  u  =  Ug  +  7a  =  Q,  also  «  =  -«,  folglich  p(ü)=p{-~u) 
oder,  ih  p(u)=p[u)  ist, 

2)  p(—u)=p(u),  d.  h.  p{u)  ist  eine  gerade  Function. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Function  p{u) —^(p),  wo  i' eine  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet,  sowohl  für  u  =  v,  als  auch  tUr  u^  —  n  verschwindet, 
wXbrend  ihre  Uuendlicbkeitspnnkte  dieselben  sind,  wie  die  von  p{u). 
Deschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  Fnnctionswerthe  im  ersten 
Periodenparallelogramm  mit  den  Ecken  0,  2m,  2(d'  und  2<a  +  2ai',  und 
nehmen  an,  der  Punkt  e  liege  in  diesem  ersten  Feriodenparallelogramm, 
so  entspricht  dem  Punkte  u  =  —  v  innerhalb  dieses  Parallel  ogramms 
der  Punkt 


Von  C  Fbknzkl, 


HO  dus  u  =  r  nnd  M  =  —  »  +  2o)  +  2o)'  die  beiden  Nullpunkte  der  Func- 
tion p{u)  —p{v)  im  eraten  Perioden paTallelogramm  sind;  es  sind  dies  auch 
die  einzigen  Nullpunkte  and  jeder  ist  von  der  ersten  Ordnung,  da  p(u) 
eine  doppelt  periodische  Fnnction  aweiter  Ordnung  ist. 

Lassen  wir  iiisbesondere  den  Paukt  v  in  eisen  der  Funkte  ca,  ai  +  a>', 
at  tiineinfallen  und  beseicbnen  nach  Herrn  Weierstrass  die  dort  vor- 
handenen Functionswertbe  mit 

p(o>)  =  c,,    p{a>  +  a)  =  et,    p[m')  =  e^, 
M   werden  sich  die  beiden  Nullpunkte  erster  Ordnung  v  und  —ti  +  2a 
4-2»'    für  jede    dieser  drei    Functionen   za  einem   einzigen  Nullpunkte 
iweiter  Ordnung  vereinigea;  die  Functionen 

p(«)-«,,    p(«)-e„    piu)-es 
werden  nftmlich  in  den  Punkten 

u  =  (0  ,      «  =  «  +  «',      B  =  «' 
von  der  zweiten  Ordnung  gleich  Nall,  während  ihre  Unendlichkeitspnnkte 
ebenfalls    von    der   sweiten  Ordnung   sind  nnd  die  Form  u  ~  0  besitzen. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Ableitung^  (u)  in  u  =  w,  u^tu-f-m  und 
u=m'  Nullpunkte  erster  Ordnung,  und  in  »  =  0  einen  Uneodlicbkeitspnnkt 
dritter  Ordnung  besitzt;  und  da  p'(u)  nur  da  unendlich  gross  werden  kann, 
wo  j){u}  unendlich  gross  wird,  so  sind  diese  Kall-  und  Unendlichkeitspunkte  die 
einugen  der  Fnnction  p'{u)  innerhalb  des  ersten  Peiiodenparallelogramnu. 

Betrachten  wir  nun  die  beiden  Functionen 

ip\u)y  und  ip(u)-e,-)ip(u)-e^ip{u)-e,-), 
K  sehen  wir,  daas  jede  derselben  im  Punkte  u=0  nnendlich  gross  sechs- 
tel Ordnung  und  in  den  Punkten  u^m,  u^u-f-m',  u  =  a>' gleich  0  zwei- 
ter Ordnung  wird;  mithin  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  doppelt 
periodische  Functionen 

(?•(«»■-..  (p  W  -  .,)  (f  (»)-  a,)  (,.  (.)  -  e,} , 
WO  {  einen  constanten  Factor  bedeutet.     Zur  Bestimmung  desselben  ent- 
wickeln wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen  von  u.    Die  Ent- 
vickelungvonpCu]  in  derUmgebungdesNullpunktes  wird  von  der  Form  sein 


oder  vielmehr,  da  p(u)  eine  gerade  Function  ist,  von  der  Form 

pC«)  =  Aca+aV-hait  „«  +  ...). 

HieraoB  folgt 


ferner 


Dvich  Vergleichuog  der  beidereettigen  Coeffiäenteo  ergiebt  sicb~''~^^^3 
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,      .  4A*=«.A»,     0  =  iA»(3A"-e,-e,-fig),     .... 

also  iBt  V  i       I      B 

3)  ^'"X'     «i  +  ^+*'»  =  3A''. 
DemgemilBS  lantet  die  Diffeientialgleichnng  der  Fanction  p{u): 

(/("»■-xCp(«)-«,)(p(«)-«.)CfW-''0. 

ifo  A  den  CoefGcienteu  von  -^  in  der  Entvickelnng  der  Function  p{u) 

nach  Potenzen  von  u  bezeichnet. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  vir  zur  Anfetellung  der  Partütl- 
broobentwickelnng  der  Fanction  p{u)  über. 

Da  p(jt)  eine  eindeutige  analytische  Function  ist,  deren  Dnendlioh' 
keitspuukte  von  der  zweiten  Ordnung  sind  und  die  Form  besitzen 

«ji  =  n?  ^  2  m  0 -|- 2  H  <■>', 
so  lautet  ihre  Partialbmchentwickelung  nach  Formel  3  c)  des  vorigen  Para- 
graphen      .  3 

Nun  ist  p{u)  eine  Function  mit  der  Periode  w,  genagt  also  der  Fnnotio- 
nalgleichnng  p(»  +  «')  =?(«); 

folglich  besitzen  die  Coefficienten  At  säuuntlich  den  Werth  A  und  die 
Coefficienten  A't  BKmmtlich  den  Werth  A',  d.  b.  den  Werth  0;  es  redncirt 
sieb  demnach  obige  Entwickelang  anf 

Wir  ersehen  bierans,  dass  durch  Angabe  der  beiden  Perioden  20  und  2u', 
sowie  durch  die  Annahme,  dass  der  Pnnkt  u=0  ein  Unendlichkeitspunkt 
zweiter  Ordnung  sei,  die  Function  p{u)  bis  auf  zwei  Cocstanten  A  und 
A"  vollkommen  bestimmt  ist.  Wir  gelangen  zu  der  Weierstrass'schen 
Function  p{u),  wenn  wir  noch  annehmen,  dass 

4)  A  =  l  und  A"=0,  d.  h.  £^  +  €,  +  €,  =  0 
ist.     Dann  wird  definitiv 


-'^"+f+y+Z[*-. 


5)  pC«)^ 


"»•"''^  i(i<-«')'    »v 


ferner  lautet  jetzt  die  Entwickelang  dieser  Function  in  der  Umgebnng 
des  NnllpnnkteB 

6)  p(ii)  =  i(l  +  A"o*+A"o'+...) 

und  die  Differentialgieictinng 

7)  (p(»))'-4{p(«)-«,)(p(»)-«.)(f (")-«,)- VM-S,P(«)-S„ 
WO  g^  und  g,  die  Bedeutung  haben 


H...  +  ..+  i+|..,(_^-|), 


Von  C.  Frinzbl.  341 

Als  letztes  Beispiel  betrachten  vir  die  Function  r(u).     Von  dieser 
wissen  wir,  dass  sie  in  den  Punkten 

,,  =  0,  -1,  -2,  ... 
nnendlich  gross  erster  Ordnung  wird,  ferner,  dass  sie  ausser  diesen  Un- 
Btetigkeitsp unkten  erster  Gattung  im  Unendlichen  noch  einen  Unstetig- 
keitspankt  dritter  Gattung  besitzt;  mithin  besitzt  nach  den  Formeln  3b) 
Dod  4]  des  vorigen  Paragraphen  die  Function  r{u)  eine  Partialbmch- 
zerlegnng  von  der  Form 

r(«)  =  c,«  +  c,w»  +  .. 

die  zuerst  von  Herrn  Frym  (Borchardt's  Journal  Bd.  82)  angegeben 
worden  ist;  dabei  bezeichnen  A  und  A'  die  beiden  ersten  Entwickelnnga- 
coefficieuten  von  r(u)  in  der  Umgebung  des  Punktes  u^O,  und  A^  den 
eraten  Entwickelnngscoef^cienten  von  r(u)  in  der  Umgebung  des  Pnoktes 
u  =  — A. 

Zur  Bestimmung   dieser  Coefficienten  dient  die  Fnnctionalgleicbnng 
der  Function   r{u),  nSmlich 

r(u+i)  =  «.r{«), 

oder  wenn  wir  in  derselben  u  —  k  statt  u  schreiben, 

i(>.-*+i)  =  (>.-i).r(«-t). 

Nun  besitzen  aber  die  Entwickelungen  der  Function  r(u)  in  der  Um- 
gebung der  Punkte  U5=— A  und  w  = — *+l  die  Form 

'•(«)-^(A,  +  A'.(»+4)+...|, 

mithin  ist  ftlr  kleine  Werthe  von  u 

nu~k)  =  ~^A^+A'tu  +  ...\, 

r(«-A+l)  =  l|At_,+A'i_,«  +  ,..i; 

BubstitDiien  wir  diese  beiden  Bntwicke langen  in  obige  Gleichung  r(u-A4-l) 
^(u  —  k)  r(u  —  k)  und  ordnen  rechter  Hand  nach  Potenzen  von  u,  so 
erhalten   wir  durch  Vergleichnng  der  beiderseitigen  Entwickelungacoeffi- 

cieuten  von  —  die  Relation 

9)  Ai_i  =  -AA*. 

Setzen  wir  bierin  successive  A  =  ],2,  ...n  und  mnlüpliciren.die  so  ent- 
Btebenden  Gleichungen  miteinander,  so  ergieht  sich 

,0)  i..(^-.A.=  fcj!I-.A, 

SO  dass  nunmehr  obige  KntwidEelung  von  rfju)  die  F^hüj  imlllimt  ö 
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n.,=c..+..+...+.-+A|i+|.fc^(^-i)!, 

wenn  wir  die  ConsUnte 


odei 
11) 


rw=c.+c,.+c,  »■  +  ...+ A._2'*m^'• 


Zufolge  der  Gleichnng  19),  §2,  und  der  Fanctionalgleicbnng  der  Func- 
tion r(u)  ist  «)>er 

[».n")i.-.=ni)-ii 

demnftch  vird 

13)  A  =  1 

nnd  Bomit 


^       kl     u  +  k' 


13)  /■(«)=«„  +  €,«  +  (:,«»  +  ...+ 

B^  erübrigt  noch,  die  CoefGcienten  c^,  c^,  g,,  ...  zn  bestinunen.    ^n 
dem  Zwecke  diflFerentiiren  wir  die  Gleichung  13)  nach  u  nnd  erhalten 

mithin  wird 

[.V-K.)-fci?L=.+|.fe?l-.     n-0,I.» 

Andererseits  folgt  aus  der  Entwickelnng  der  Function.  /*(«)  in  der  Dm- 
gebnng  des  Fnnktes  h  ^  0 

r  M=     i  +  A-+A"»+A-«'+..., 

J'M ^  +  A"+2A'-«  +  ..., 

jfr"M=     ^  +  A"-+3A"  +  ..., 

ifr"{B)  =  -i  +  An  +  4A"»  +  ..,, 


31 

(-1)' 


[ji '"'•'« -yrL.=A'-+".    "  =  o,  1,  2,-oogIc 


Von  C.  Fbhnzel. 

Somit  bestehen  zwischen  den  Coefficienten  Cg,  c,,  c,,  ...  einenetta  nnd 
den  CoefGcienten  A,  A',  A",  ...  andereraeita  die  Belationen 


üer  wenn  wir  znr  AbkOnnng 


13) 

setsen, 

14)  c,  =  At"+')  +  (-l)»+'.«,+i,     11  =  0,  1,  2,  .... 

Die  numerischen  Wertbe  der  GrSsaen  »,,  «,,  ...  kSnnen  wir  als 
bekannt  ToransBetzen ;  es  bleiben  also  nnr  noch  die  Werthe  von  A', 
A",  ...  za  ermitteln  äbng.  Nnn  ist  r(u+l)  =  u.I'(u),  mithin  besitzt 
die  Fnnction  r{u-{-l)  für  kleine  Werthe  von  u  eine  Entwickelung  von 
der  Form 

15)  r(M  +  l)  =  H-A'«  +  A'V+...; 

wir  haben  also  nnr  F(u+1)  nach  Potenzen  von  u  zu  entwickeln,  die 
CoefBcienten  dieser  Entwickeinng  geben  alsdann  die  gesnchten  Wertb« 
von  A'    A" 

Diese  Entwickeinng  kann  ebenfalls  als  bekannt  voransgesetzt  werden. 
Eb  iHsst  sich   nBmlich  ans  der   frflher  anfgestellten  Frodnctentwickelnng 

•  1 

die  Function  y  (u)  =  „ .        .     eine  beständig  convergente  Fotenzreibe  für 

)>(u)  ableiten,  wie  zuerst  Herr  Weierstrass  bewiesen  hat  (Crelle's 
Jonmal,  Bd.  51  S.  7);  die  Coefficienten  dieser  Potenzreihe  sind  von 
Herrn  Scheibner  (Leipziger  Berichte,  matb.-pbys.  Claese,  Jahrg.  1862 
S.  75)  berechnet  worden.  Bildet  man  den  reciproken  Wertb  dieser  Reihe, 
so  gelangt  man  zu  der  Entwickeinng  15)  und  somit  zu  den  gesuchten 
Werthen  von  A',  A",  ...;  insbesondere  wird  A'^  —  Jlf,  wo  M  dieselbe 
Bedentnng  hat,  wie  in  dem  unendlichen  Frodnct  für  y{u). 


idbyGoOglC 


Kleinere  Mittheilimgen. 


ZIX.    Henet  elementare«  SdiliesBongiproblem. 

Zwei  feste  Kreise  in  der  Ebene  sind  gegeben.  Man  .verlangt  die 
Bedingungen  zu  kennen,  unter  denen  eine  Reibe  von  Kreisen,  deren 
jeder  seine  beiden  Nachbarn  nnd.  die  beiden  festen  Kreise  berlibrt,  ge- 
schlossen sein  wird. 

Diese  Aufgabe  wird  gelöst  durch  den  folgenden  Lehrsatz: 

Wenn  zwei  Kreise  M^,  M^  einander  und  zwei  feste  Kreise  ^,  B 
berühren  und  man  verbindet  die  Cbordalpnnkte  (A,  B,  *,)  und  {A,  B,  U^ 
mit  einem  der  Pnnktkreise  der  8chaar  {A,  B),  so  ist  in  diesem  Pnnkt- 
kreise  ein  Winkel  entstanden,  welcher  von  der  Wahl  der  Kreise  JVj,  M^ 
unabbSngig  ist. 

Coesfeld.  Schwbbino. 


XXXIV.  Versammlung 
deutscher 

Philologen  und  SchnlmSnner. 


Mit  Allerhöchster  Genehmigung  Sr.  Majestät  des  Kaisers  und 
Königs  Wilhelm  findet  auf  Grund  des  zu  äera  im  vorigen  Jahre 
gefaaaten  Beschlusses  die  diesjährige  Versammlung  deutscher  Philologen 
und  Schulmänner  in  Trier  vom  24.  bis  27.  September  statt  und  laden 
wir  die  Fach-  und  Bemfageuossen  zu  zahlreicher  Betheiligung  ein. 
Wegen  Beschaffung  guter  und  billiger  Quartiere  wolle  man  sich  m^- 
lichst  IrQhzeitig  an  den  mitunterzeichneten  Director  Dr.  Bronke  wen- 
den.   Alles  Nähere  besagt  das  demnächst  auszugebende  Programm. 

Bonn  und  Trier,  2.  Juni  1879. 

Büehler.    Dronke. 
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Die  Bildnng  afOner  Fi^rnren  durch  Umlieh-rer&nderliche 
Syiteme. 

Von 

Dr.  L.  Geibenheiuer 


Hieisn  Taf.  V  Fig.  1— W. 

§1. 
In  einer,  vor  einiger  Zeit  in  Torliegeoder  Zeitschrift  enchienenen 
Arbeit*  veröffentlichte  ich  eine  Untersnchnng  Über  die  Bewegung  äbn- 
licb-verSnderlicher  ebener  Systeme,  in  welcher  nachgewiesen  wnrde,  dass 
die  Phasen  einer  beliehigeo,  Shnlicb- veränderlichen  Cnrve  nach  Grösse 
ond  Lage  erhalten  werden,  indem  sich  ihre  ähnlich -verSuderliche  Ebene 
mittelst  einer  Ähnlich- veräaderlicben  Polonrve  aaf  einer  festen  Polbahn 
abrollt.  Der  momentane  Drehnngs winke!  der  variablen  Polcnrve  ist  in 
jedem  Zeitdifferential  gleich  der  algebraischen  Snmme  der  zn  den  ent- 
sprechenden gleichen  Bogeuincrementen  auf  Polcarre  nnd  Polbabn  ge- 
hörigen  Contingenzwinkel ;  nnd  ist  aTiaser  diesen  das  Gesetz  über  die 
VerKnderlichkeit  der  Polcnrve  bekannt,  welches  ie  einer  für  die  coDstmc- 
tive  Verrendnng  sehr  geeigneten  Weise  durch  die  Angabe  des  Wende- 
oder RSckkebrkreises  dargestellt  wird,  so  lassen  sich  in  jedem  Momente 
die  Elemente,  also  Kichtnng  nnd  KrBmmnng,  des  zu  einer  ähnlioh-ver- 
&nderlicben  Cnrve  existtrenden  einhüllenden  Bogen diflferentials  dnrch  die 
Elemente  des  eingehdUten  Bogen differenti als  bestimmen.  Die  Gesetze 
des  einfachsten  Falles,  bei  welchem  die  variable  Cnrve  in  einen  Punkt 
iQsammenechmmpft,  also  die  Hfltlbahn  in  die  von  diesem  Punkte  be- 
schriebene Trajeetorie  Qbergebt,  sind  bereits  von  Oronard  anfgestellt 
worden, •• 


*  Geisenheimer,    untersnchnng    der  Bewegmig    Uinlich-verftnderlicher 
BTiteme.    Zeitoohrift  f.  Math,  nnd  Fhyi ,  Bd.  XXIV  S.  12».  ^  ~  I 

••  0rovard,  L'Imtüta,  1869,  pag.  84.  i   l-  .llOj^lC 
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Die  Bewegung  eines  Khnlicli -TerlndeTlichen  Systems  ist  in  jedem 
Angenblicke  durch  die  zweier  seiner  Pnnkte  bestimmt.  Demnach  ist  die 
Bewegung  eines  ähnlich -TerSndBrlichen  Systems  gegeben,  sobald  iwei 
Trajectorien  und  die  auf  diesen  befindlichen,  gleichzeitig  passirten  Pnnkte 
bekannt  sind.  Ein  specieller  Fall  dieser  Bestimmnngs weise  tritt  ein, 
wenn  zwei  Punkte  des  Sbnlicb  -verRnderlichen  Systems  affine  Punktieihen 
beschreiben.  Bereits  Buimester  hat  erkannt,  dass  in  diesem  Falle  alle 
Pnnkte  des  Systems  affine  Punktreihen  durchlaufen.*  Die  folgende  Dn- 
tersnchung  geht  in  eine  ausfübilichere  Erörterung  dieses  wichtigen  Spe- 
cialfalles  «in;  die  Beanltate  derselben  werden  nicht  nur  nene  Gerichti- 
pnnkte  für  die  Auffassung  der  Bewegung  beliebiget  Xhnlich -Ter8nderlieher 
Systeme  liefern,  sondern  auch  mehrere  allgemeine  Gesetze  Über  die  Krflm- 
mungen  entsprechender  Elemente  in  affinen  CnrreD  und  der  Fnaspunkt- 
curven  geben. 

In  den  affinen  Systemen  ^  und  2^  seien  A,  und  k^  zwei  entspre- 
chende Curren,  Ji  und  J^  zwei  entsprechende  Punkte  in  diesen  Corven. 
Zwei  affine  Systeme  in  nieht  perspectirischer  Lage  haben  stets  einen 
Punkt  und  zwei  durch  diesen  laufende  reelle  oder  imagiu&re  Ger&de  als 
selbstentsp  rechen  de  Elemente  gemein.  Im  Folgenden  werde  znnSchst 
TorauBgesetzt ,  dass  diese  Geraden,  welche  die  Asymptotenrichtungen  des 
durch  zwei  entsprechende  Strahlbüsobel  gebildeten  Kegelschnitts  bestim- 
men, reell  seien.  Es  sei  S  der  stets  reelle,  Selbsten tsprech ende  Punkt, 
u,  V  die  selbstentsp  reeben  den  Geraden.  Wird  .4^  JV,||^jJ^^j||u  ^zogen 
und  entspricht  i^^,  dem  Punkte  If^,  so  folgt,  da  in  affinen  Systemen  das 
VerhKltniss  entsprechender  Strecken  fOr  parallele  Linien  constant: 
^,  JV, :  ^g  A^,  =  Conti.  =  m. 

Ebenso  ergiebt  sieb  f&r  das  Verb Sltniss  zweier  zu  v  parallelen,  üch 
ontsp  rechen  den  Strecken   eine  constaote  Zahl   n.     Die  Verbindungslinie 
zwischen  J,  und  jf^  schneide  u  in  V,  v  in   F,  so  wird 
^,  V:  J,r=m,     A^  Vi  A^  ü=  n. 
l)  Die  selbatentsprechenden  Strahlen  zweier  affiner  Sy- 
steme tbeilen   die  Verbindungslinie  zweier  beliebiger 
entsprechender  Pnnkte  nach  festen  Verhältnissen. 

Das  Product  m.n  der  beiden  constanten  Verhältnisse  bedeutet  das 
FlftchenTerbXltniss  zweier  sich  entsprechenden  Parallelogramme,  deren 
Seiten  den  selbstentsp  rechenden  Geraden  parallel  laufen,  also  Überhaupt 
das  VerhSitniss  sweier  sich  in  £^  und  S^  entsprechenden  FlXchenriume. 

Ist  ausser  dem  System  E^  das  System  der  sich  selbst  entsprechen- 
den Geraden  nebst  den  Tbeilnngsconstanten  m  nnd  n  gegeben ,  so  iat  ^ 


*  Bnrmetter,  Einematäsch •  geometrische  Theorie  der  affin -verliiderlidieii 
etc.  S;aleme.    Zeitschrift  £,  Math.  u.  Ph;t.,  Bd.  XXUl,  Heft  8. 
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eiadentig  bestimmt.  Zn  jedem  Punkte  A^  in  S^  gehört  ein  Pnnht  A^ 
in  2^,  der  leicht  ala  Schnitt  eweier,  den  selbstentsp  rechen  den  Linien 
paralleler  Geraden  gefanden  wird.  Yerschiefat  man  das  System  ^  pa- 
rallel zn  sich  seihst,  so  hleiben  die  sich  selbst  entsprechenden  Bichtnngen 
und  deren  VerbSltniase  nngeSndert.  Wird  Punkt  A^  parallel  za  u  ver- 
schoben, gleitet  der  sich  seihst  entsprechende  Pnnht  5  anF  v;  Terechiebt 
man  A^  pmallel  zn  e,  gleitet  S  auf  u.  Demnach  kann  durch  passende 
Verschiebnng  ISngs  beider  Bichtungen  u  nnd  v,  bezüglich  ISngs  der  Re- 
sultante dieser  beiden  Verschiebungen,  5  jeden  Ort  der  Ebene  ein- 

Drebeu  wir  femer  die  affinen  Systeme  £i  und  Z^  beide  nm  gleiche 
Winkel,  so  mflssen  sich  diejenigen  Richtungen,  velche  sich  ror  der 
Drehung  selbst  entsprachen,  auch  nach  der  Drehung  selbst  entsprechen. 
Im  Znsammenhaug  mit  dem  Vorstehenden  folgt  hieraus: 

2)  Werden  die  starr  gedachten  Systeme  Z,  und  2^  so  be- 
wegt, dass  die  Neigung  entsprechender  Linien  un- 
geändert  bleibt,  so  bleiben  auch  der  Winkel  and  die 
Theilungsconstanten  (mund  n)  der  selbstentsprechen- 
den  Geraden  der  beiden  affinen  Systeme  nngeSndert. 
Ihr  Schnittpunkt  5  kann  hierbei  durch  passendeTranv 
lation  an  jeden  Punkt  der  Ebene  gelangen. 

Ans  dem  letzten  Theile  des  Satzes  folgt  auch  die  Richtigkeit  der 
Umkehmng; 

3)  Bleiben  die  Lagen  einer  Linie  im  System  Z^  gegen  die 
sich  selbst  entsprechenden  Linien,  wie  deren  zugehö- 
rige Theilungsconstanten  nngeSndert,  so  Sudert  sich 
das  zu  S^  affine  System  ^  ,nur  der  Lage,  nicht  der 
Grösse  und  Gestalt  nach.  Die  Drehung  des  Systems  £^ 
ist  der  des  Systems  Ey  gleich  und  gleichgerichtet. 

Eine  Erweiterung  eriSfart  der  Torhergehende  Satz  ftlr  den  speciellen 
Fall,  dass  2^  and  ^  entgegengeKetzt-Shnliche  Systeme  sind.  In  diesem 
Falle  ist  der  Winkel  der  selbstentsprechenden  Geraden  beider  Systeme 
ein  rechter.  Die  selbstentep  rechen  den  Geraden  theilen  jede  Verbindungs- 
linie entsprechender  Punkte  harmonisch,  und  das  VerhSltniss  zweier 
beliebigen  entsprechenden  Strecken  ist  stets  gleich  dem  Äehnlichkeits- 
rerhSltniss  der  beiden  Figuren.  Demnach  wird,  falls  der  Winkel  der 
selbstenlsprechenden  Geraden  ein  rechter,  und  m  gleich  —n  ist,  ^  der 
Gestalt  und  Grösse  nach  ungeftndert  bleiben,  auch  wenn  die  Drehung 
für  ^  und  das  System  der  selbstentsprech enden  Geraden  eine  verschie- 
dene ist. 

In  den  affinen  Systemen  S^  und  2^  (Fig.  I)  sollen  den  durch  A^ 
beliebig  gezogenen  Geraden  A^B^  and  A^C^  die  Geraden  A^B^  und  A^C^ 
entsprechen.     Entsprechende  gerade  Strecken  affiner  Systeme  kSnnen  als 
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Bisher  wurde  angenommen,  dass  die  drei  XhDÜchen  Systeme,  velche 
BU  den  Gentden  ^i'l^,  B^B^,  C,C,  gehören,  sieh  in  discreten  Lagen 
befinden.  Backen  diese  Geraden  nnendlich  nahe,  so  gehen  unsere  SStxe 
in  Bolche  über  die  stetige  Bewegung  eines  ähnlich -rerXnderlichen  Systems 
über,  in  welchem  swei  Punkte,  A^  und  ^,  affine  Punktreihen  Ar,  nnd  Ar, 
beschreiben.  Die  Sätze  behalten  aach  für  die  stetige  Bewegung  ibre 
GeUnng;  und  der  Kreis  n>,  welcher  fttr  discrete  Lagen  den  snr  Linie 
■^i^t  gebSrigen  Wendekreis  bildet,  ist  dies  auch  für  die  stetige  Bewegnng, 
Der  Wendepol,  welcher  hei  der  Bewegung  eines  beliebigen  ähnlich -ver- 
änderlichen Systems  eine  Carre  besohieibt,  fällt  in  diesem  Falle  mit  dem 
festbleibenden  Affinitätspol  susaromen.  Alle  Punkte  des  Kreises  w  be- 
schreiben demnach  gerade,  durch  den  Punkt  S  laufende  Linien.  Die 
Umkehmng  ergiebt  siob  nacb  Satz  1),  §  1,  als  richtig:  Sind  die  Trajec- 
torien  zweier  Punkte  eines  ähnlich -Teränderltchen  Systems  gerade  Linien, 
so  beschreiben  alle  Punkte  in  der  Verbindungslinie  der  ersten  Pnakte 
affine  Bahnen,  deren  selbstentsprecbende  Linien  jene  Geraden  sind. 

Der  Wendekreis  n  fasst  über  der  va,riablen  Geraden  ÜF,  durch 
deren  Endpunkte  die  Linien  u  und  t>  beschrieben  werden ,  stets  denselben 
Winkel  (f.  f)  dieser  Geraden.  Da  also  der  Wendekreis  Aber  einer  ver- 
änderlichen,  sich  entsprechenden  Geraden  stets  den  gleichen  Winkel 
fasst,  folgt: 

7)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlicb-verXnderliohen 
Systems  affine  Trajectorien,  so  setat  sich  der  Wende- 
kreis in  den  verschiedenen  Phasen  aus  denselben  Pauk- 
ten Busammen.  Der  Wendekreis  ist  also  ein  System- 
kteii  des  ähnlich-veränderlichen  Systems. 

Der  Gescbwindigkeitspol  der  Bewegung  ist  der  zweite  Schnittpunkt 
zweier  aufeinander  folgenden  Wendekreise.  Demnach  fSllt  die  Polcurve 
mit  dem  Wendekreise  zusammen. 

Auch  dieser  Satz  kann  umgekehrt  werden.  Denn  rollt  ein  ähnlich- 
veränderlicher  Kreis  aber  eine  Gurre  und  beschreibt  jeder  seiner  Punkte 
in  jedem  Augenblick  ein  gerades  Element,  so  haben  die  von  den  Pnnk- 
ten  dieses  Kreises  beschriebenen  Cnrven  nnendlich  viele  einander  fol- 
gende Inäexionspnnkte ,  sind  also  gerade  Linien. 

Der  momentane,  auf  w  liegende  Pol  der  Geschwindigkeit  sei  P 
(Fig.  1),  9  der  momentane  Gescbwindigkeitswinkel.  I^a  P  die  Gerade 
SP  beschreibt,  mnss  der  Wendekreis  die  Gerade  SP  unter  dem  Gö- 
sch w  in  dtgkeitswinkel  schneiden.  Daher  steht  die  Tangente  der  vom  Hit- 
telpnnkte  0  des  Wendekreises  beschriebenen  Trsjectorie  zu  SP  nornud. 
Der  geometrische  Ort  für  die  Mitte  der  Linie  SP  ist  demnach  die  Fuss- 
pnnktcQTve  der  vom  Wendekreismittelpnnkte  beschriebenen  Triyeetorie  in 
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Bezug  aaf  S,     Der  geometrische  Ort  der  Paukte  P,  also    die  Polbahn, 
ist  dieser  Fnsspanktcarre  fihnlich  nnd  Shnlich  gelegen, 

Darch  die  voTsteheode  Betrachtnog,  ans  weichet  sich  eine  einfache 
Conetmction  des  Geschwind igkeitspola  ergieht,  folgt  eehr  anBcbanlich, 
dass  die  momentane  Geschwindigkeit  des  Pols  Nnll  ist. 

Wir  stellen  die  in  diesem  Paragraphen  zuletzt  entwickelten  Sätze 
naeh  ihrem  Hauptinhalt  zusammen. 

8)   Beschreiben  swei  Punkte  eines  &hulich-TerKnderliohen 
Systems  affine  Pnnktieihen,  so  fSUt  die  Fotcnrve  mit 
dem  Wendekreise  zusammen.    Die  Polbahn  ist  zur  Fuss- 
panktcurve,   welche  der  vom  Wendekreismittelpnnkte 
beschrtebeneu   Trajectorie   in  Bezug    auf  den   Affini- 
tatepol   angehSrt,   ähnlich    nach   dem    Verhftltniss   2:1, 
nnd  besitzt  mit  dieser  FusspnnktcniTe  den  Affinitäts- 
pol als  A«hnlichkeitspol.* 
In   dem   betrachteten  ähnlich -verSuderlichen  System  sind  alle  Tra- 
jectorifin   affin.    Zum  Beweise  betrachte  man  die  Bahnen  zweier  beliebi- 
gen Paukte  £>,    nnd  £>,  des  Systems,    für   welche  zunächst  vorausgesetzt 
werde,  dass  ihre  Verbindungslinie  O^Qj  den  Wendekreis  to  ia  R  und  T 
schueide.     Die  Paukte  R  und  T  der  Geraden  0^0^  beschreiben  bei  der 
Bewegung  gerade,   durch  S  laufende  Linien;  und  hiermit  folgt  aus  der 
Constanz    der  Verhältnisse  i>,B:ROg  und   0,T:TQg,    dass   £»,  and  £>, 
affine  Panktreihen  bilden.     Schneidet  QiOi  den  Wendekreis  nicht,  wer- 
den  also    die  Linien  SR  und  ST  imaginär,   beziehe  man  Q^  und  O3  auf 
eioen  beliebigen  dritten  Punkt  innerhalb  des  Wendekreises. 

d)  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
Systems  gerade  Linien  oder  affine  Pnuktreihen,  so 
sind  die  Bahnen  aller  Punkte  affin.  Der  Affinitäts- 
po)  zweier  beliebigen  Bahnen  ist  der  gemeinschaft- 
liehe  Schnittpunkt  aller  Wendekreise;  die  selhstent- 
sprechenden  Geraden  dieser  Bahnen  und  die  Verbin* 
dnngsHnie  der  in  ihnen  bewegten  Funkte  schneiden 
sieb  auf  dem  Wendekreise. 


*  Der  vorstehende  Satz  wurde  bereits  früher  vom  Prof.  Th.  SchQnemauu 
(>eiiierkt  Tergl.  deuen  Abhandlang  im  Jahresbericht  des  Gymnasiums  zu  Bras- 
denbarga.  H.:  üeber  die  Bewegung  veränderlicher  ebener  Figuren,  welche  während 
(ier  Bewegimg  sich  ähnlich  bleiben  in  ihrer  Ebene.  1862.  In  dieser  bemaikens- 
'erthen  Arbeit,  aof  welche  idi  nach  Einsendung  der  vorliegenden  Abhandlung 
aatmerkeam  gemacht  wurde,  werden  die  Trajectorien  eines  ähnlich-veränderlichen 
SjiteraB  unterBDcht,  in  welchem  swei  Punkte  gerade  Linien  beschreiben.  Obgleich 
dem  Verfasser  der  Satz  über  die  Äfßnität  der  durchlanfenen  Curven  entgeht,  findet 
dereribe  doch  ausser  dem  schon  bemerkten  Satze  6)  eine  Beziehung  zwischen  den 
^''halten  entspreohendet  Flächenstüeke  der  Trajectotien.  1  ^T 
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Wir  Verden  im  Folgenden  die  beiden  affinen  Cnrren  A,  und  i„ 
durch  welche  die  Bewegnng  dea  ähnlich -veränderlichen  Syetems  beetinm^ 
wurde  und  welche  wir  dnrch  beliebige  andere  Trajectorien  ersetzen  kSn- 
nen,  als  GrundcarveD  des  Shnlieh-TerSDderliohen  Systemi 
bezeichnen. 

Nach  SatE  2)  in  §  1  werden  die  Neigung  nnd  die  Theilangsconstan- 
tea  der  BelbEtentsprechenden  Linien  nicht  gSndert,  wenn  man  k^  und  i^, 
verschiebt  oder  nm  gleiche  Winkel  dreht.  Den  Punkten  Ö,,  0,  vor  dar 
Translation  der  Gmndcurven  entsprechen  zwei  Funkte  nach  deraelbeD, 
welche  in  Bezug  auf  die  neue  Lage  der  Linie  .4,  J,  genau  Xhnlicbe  Lage 
haben,  wie  die  alten  Punkte  Q^,  Q^  gegen  die  alte  Lage  der  Linie  -^i^- 
Ist  der  Winkel  der  sei  betentsprechenden  Btrahlea  vor  und  Dach  der 
Translation  der  Gmndcnrven  der  gleiche,  so  sind  die  in  beiden  Lagen 
aus  dem  Wendekreise,  der  Streckt  ■^i'^i  und  Q^Q^  gebildeten  Figuren 
einander  fthnlich.     Daher  folgt  mit  Bilcksicht  auf  3),  §  1: 

10)  Die  in  einem,  durch  zwei  affine  Ornndcurven  bestimm- 
ten,    ahnlich -veränderlichen    System    beschriebenes 
Trajectorien  bleiben  der  Gestalt  nnd  GrSsse  nach  un- 
geändert,  wenn  man  die  Grundcurven  verschiebt  oder 
um   gleiche  Winkel    dreht.     Die  beschriebenen  Trajec- 
torien   drehen    sich    im    letzten    Falle    nm    denselben 
Winkel. 
Damit  die  Punkte  Q,  und  Q^  ähnlich-entgegengesetzte  (ungleichwen- 
dige) Punktreihen    beschreiben,    muss  CHST  ein  rechter,    also  QiOt  ^o 
Durchmesser  des  Wendekreises  sein.     Femer  musa  RT  dnrch  die  Punkte 
Qi   nnd   Q^    harmonisch   getheilt   werden ,    also   mitssen  Q^ ,   Qj   reciproke 
Punkte  in  Bezug  auf  w  sein. 

11}   Die    den    Endpunkten    eines   WendekreisdarcbmesserB 

zugeordneten  harmonischen  Paukte  beschreiben  äha- 

lich-entgegengesetzte  Curven. 

Sind  umgekehrt  zwei  entgegengesetzt-ähnliche  Funktreihen  A,  und 

A,   als   Grundcurven    eines   ähnlich  •veränderlichen   Systems  gegeben,  so 

bleibt,   da  der  von   den   selb  st  entsprechen  den  Linien   der  Grandcnrren 

gebildete  Winkel  bei   beliebigen  Lagen  an  demngen  der  Grundcurven  ein 

rechter  bleibt,  die  aus   dem  Wendekreise,   der  Strecke  <^i<4j  und  Q,Qt 

gebiidete  Figur  bei  den  verschiedenen  Lagen  der  Gmndcurven  sich  äho- 

lich ;  also  bleiben  auch  die  Fiächen Verhältnisse  der  von  beliebigen  Pank- 

ten  des  Systems  beschriebenen  Trajectorien  ungeändert. 

12)  Die  FUchenverhKltnisse  der  Trajectorien,  welche  in 
einem,  durch  zwei  au  gl  eich  wendig -ahn  liehe  Punkt- 
reihen als  Grundcurven  bestimmten  ähnlich-veränder- 
lichen System  beschrieben  werden,  sind  von  der  Lags 
der  Grundcurven  anabhäagig.  i,C^(K>qIc 
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Eine  specielle  Art  nDgleichwendig-Xhnlicher  bilden  n n gleiche endig- 
congmente  FignroD.  Bei  letzteren  fSllt  der  sich  selbst  entsprechende 
Pnakt  S,  der  Sitnationspnnkt  ähnlicher  Figaren,  ins  Unendliche;  daher 
fKlIt  aach  eine  der  selbstentsprechenden  Getsden  ins  Unendliche.  Die 
■weite  sich  in  allen  Fnaktea  BelbateatsprecheDde  Gerade  halbirt  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte  in  den  congraenten  Grundcurren. 
Die  Uittelsenkrechte  dieser  Verbindungslinie  giebt  den  zngebürigen  Wende- 
kreis, welcher,  da  er  den  nnendlich  entfernten  Punkt  S  entbalteo  rnnss, 
in  eioe  Gerade  ausartet.  Wird  durch  die  Verbindungsliaie  tiweier  ent- 
sprecfaender  Punkte  ein  ähnlich  ▼eründerlicbes  System  bestimmt,  so  be- 
sehreiben noch  der  Torstebenden  Entwickelang; 

1.  Zwei  zur  Hittelsenk rechten  symmetrisch  liegende  Punkte  ungleichweo- 
dig-congruente  Pnnktreihen. 

2.  Die  Punkte  der  Mittels enkrechten  beschreiben  gerade  Linien,  welche 
der  Symmetriesxe  der  Gmndcurven  parallel  laufen. 

3.  Die  Trajectorien  zweier  beliebigen  Funkte  sind  affin.  Eine  ihrer 
sethstentsp  rechen  den  Geraden  fSllt  ins  Unendliche;  die  zweite,  parallel 
anr  Symroetrieaxe  der  Grnndcnrren,  schneidet  die  Yerbindangsliale 
der  betrachteten  Funkte  auf  der  den  Wendekreis  ersetzenden  Mittel- 
senkiecbten.  — 

Im  Voiatehenden  sind  die  allgemeinen  EigeuEchaften  der  Tiajecto- 
riea  derjenigen  fthnlich-verXDderlichen  Systeme,  in  welchen  afBoe  Punkt- 
reihen  beschrieben  werden,  entwickelt.  Die  Unteisnchung  der  Hflllbahnen 
der  iu  die«en  Systemen  vorkommenden  Curveu,  speciell  der,  die  Verbin- 
dnngsgeraden  homologer  Punkte  in  affinen  Systemen  einhüllenden  En- 
veloppen,  gehört  der  allgemduen  Theorie  ähnlich -veiXnderl  ich  er  Systeme 
>ls  specieller  Fall  an.  Der  Berührungspunkt  einer  solchen  Verbindungs- 
gersden  wird  erhalten ,  indem  man  vom  momentanen  Pol  einen  Leitstrahl 
Eiebt,  welcher  die  Gerade  (im  Bertlhmogspunkte)  unter  dem  Geschwindig- 
kettawinkel  trifft.  Die  Constniction  des  Krümmungsradius  ist  leicht  mit 
Hilfe  des  Rflckkehrkreises  auszufahren.  Classe  nnd  Ordnung  dieser  En- 
Teloppe  bestimmt  sieb  nach  dem  von  Uilinowskt*  eotwickelten  Satze: 
„Die  Verbindungsgeraden  homologer  Punkte  auf  zwei  Cuiven  n  *"  Ord- 
nung, welche  sich  in  collineaien  Systemeii  entsprechen,  werden  von  einer 
Curre  2«'""  Classe  und  n(n  +  iy  Ordnung  eingehüllt,  welche  jede  der 
Gniudcurven  in  2n(n— 1)  Punkten  berührt  und  die  drei  Geraden,  welche 
in  den  coUinearen  Systemen  sich  selbst  entsprechen,  zu  n'-facben  Tan- 
genten hat."  Diese  selbstentsprechenden  Geraden  sind  in  dem  speciellen 
B'alle  a^er  Gmndcntren  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  beiden 
endlichen,  selbstentsprechenden  Linien  der  affinen  Grundcnrven.    Ferner 


•  Crelle'i  Jonmal,  Bd.  78  S.  175. 
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ergiebt  sich  ans  dem  in  $  1  für  die  Conitmclion  des  Pols  hergelüteten 
S&tse: 

13)   Dkmit    der   Geschwindigkeitiwinkel    bei    der   TorAns- 

gesetzten  Bewegung  eines  Xhnlich-TerKuderlichen  Sy* 

Sterns  Nnll  werde,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend, 

dass   der  Pol  der  Bewegung  mit  dem  Affinit&tBpol  in> 

sammenfklle. 

Der  Uittelpnnkt  des  WendekreiBea    fällt   für  diese  Phmsen    mit  dm 

BerUhrnngspankteD  der  Tangeuten  zusammen,  welche  sich  vom  Affinititi- 

pol    an   den   geometrischen  Ort   dieses    Mittelpunktes   legen  lassen,   und 

sämmtliche  bewegte  Geraden  gehen  gleichaeitig  in  die  Asymptoten  ihrer 

Hüllbahnen  aber. 

§3. 
Dem  Entwickelten  fQgen  wir  einige  SStze,   welche  die  Anwendnng 
der  früher  entwickelten  Formeln  auf  die  specielle  Art  unserer  Bewegung 
liefert,  bei. 

Nach  den  frtlfaeren  Beselchnnogen  *  bedeutet: 

d&  die  momentane  Drehung  des  Ihnlich  •  reritoderlicheu  Systems 

um  den  Oeschwindigkeitspol ; 
9  den  momentanen  Qeechwindigkeitswinkelj 
du  das  Bogen differenttal  für  Polcurre  und  Polbahn; 
8^1 1  9^  die  B^fimmnngsradien  dieser  Cnrren; 
S)i,  ^|,  ^j  die  Durchmesser  des  Wendekreises,  des  Rtickkehr- 
kreises  und  des  ausgezeichneten  Kreises  (für  welchen  der 
Krttnunangsradios   der  Punkttrajectorie  gleich  dem  der  he- 
rdhrenden  Geradenenveloppe). 
Bechnen  wir  alle  hier  erwähnten  Linien  nach  der  lUcbtang,  welche 
der  Tom   Pol  ans  betrachtete  Krümmungsradius    der   Polcurre   hat,    als 
positiv,  seist       1        1  rf^     ,^^.1        1. 

1  _d»  — rffl)         1  _—d»  —  dfp 
S>,  du      '    ^~         du 

Für  die  hier  betrachteten  Systeme  (XUt  die  Poicurve  mit  dem  Wende- 
kreise zusammen,  ist  also  -^ 

Sind  demnach  der  Gescbwindigkeitswinkel  und  die  Ktümmungsradien 
für  Polcurre  und  Polbahn  gegeben,  so  ist  ans  den  vorstehenden  Oleich- 

UDgeu  —   und  -j^  zu  entwickeln,    also  hiermit  auch   ^, ,  ^  und  Xl, 

gegeben. 
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Nach  Satz  8  in  §  2  ist  die  Polbahn  zu  der  Fosspanktcnrve,  welche 
der  Tom  Wendekreismittelpnnkte  beschriebeneu  Carre  in  Bezng  aaf  d«n 
AffinitStfipol  angebSrt,  Ähnlich.  Wir  drücken  den  Krammangsradina  ff 
de^  Tom  Mittelpunkte  des  Wendekreiaes  beschri ebenen  Trajectorie  im 
Folgenden  ans.     Nach  den  frübei  entwickelten  Foimeln  ist  allgemein 


9  =  - 


{       d<p       du      .     \ 


Hier  bedeatet  r  den  Leitstrahl  des  betrachteten  Punktes,  a  den  Winkel 
dieses  Lettstrahls  mit  der  Poltangente.  FUr  den  Mittelpnnkt  0  des  Wende- 
kreiaes  wird   der  Leitetrahl  r  gleich  dem  Badins  iR,  des  Wendekreises, 


,(.-1 


d»    gj, .  d&J 

Da  — li— =  231,,  folgt 

d<p        du  1      au 

~dd~iai.d9^~2Wi'd» 
und 

^  2«i'     ^      2iK,Yl        1 V     29t,(9ti-9ii) 

*  du  tinrnm,     9iJ  5R,.«>i©     " 

Bezeichnet  man  den  Krümmangsradins  der  zu  der  Polbabn  ähnlichen, 
durch  die  Mitte  E  der  Sehne  SP  gehenden  Fnsspanktcnrve  mit  p^,  so 

kommt,  da  Pi  =  ^, 

Da  die  vom  Wendekreismittelpunkte  beschriebene  Curve,  wie  der 
AfBnitStspol  beliebig  gewSMt  werden  können,  stellt  die  entwickelte 
Formel  eine  allgemeine  Beziehung  dar,  welche  zwischen  dem 
Ki&mmnngBradias  ^  in  einemPnukte  einer  beliebigen  Cnrve 
und  dem  Erämmungsradius  p,  im  entsprechenden  Punkte  der 
zngehürigen  Fusspanktcurve  besteht. 

3!^  bedeutet  die  Entfernung  des  betrachteten  Currenpunktes  0  vom 
Pol  S  der  Fnsspunktcarve ,  (p  den  Winkel  dieser  Geraden  OS  mit  der 
Curve.  Nach  der  Herleitung  der  Formel  bedeutet  ferner  q  den  nach  P 
bin  gericbtetea  KrümmungBradins  der  znm  Punkte  0  gehörigen  Gurre, 
p,  den  nach  der  Richtung  PO  als  positiv  gerechneten  Krümmungsradius  , 
der  durch  E  gebenden  Fusspunktcurve.     Aus  Fig.  1  ergif^htpgfr^w^i^ar^, 
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da  die  Tangente  der  FoBspnnktcarre  in  B  der  Poltangente  dntch  P 
parallel  läaft: 

15)  Der  durch  den  Pol  der  Fneepunktcurve  und  die  sich 
entsprechenden  Punkte  dei  Curve  nnd  ihrer  Fuss- 
punktcnrve  gelegte  Kreis  beiührt  die  letstere. 

Demnach  sind  Richtung.nnd  Krflmmung  einer  Fusepunktcurve  in  ein- 
facher Weise  durch  die  entsprechenden  Grössen  der  Gmadcnrre  hestimmt. 

Die  bisher  aufgestellten  Gesetze  warden  unter  der  Yoranssetzung 
gefunden,  doss  sich  die,  die  Bewegung  des  ähnlich  -reränderlichen  Systems 
bestimmenden  affinen  Grandcurven  Ar,  und  Ar,  in  beliebiger,  nicht  per- 
spectirischer  Lage  befinden.  Wir  wenden  uns  zur  Discuesion  des  wich- 
tigen Specialfalles ,  in  welchem  die  Girundcnrven  k^  und  k^  affine  Punkt- 
reihen  in  affiner  Lage  sind.  (Fig.  2.)  Da  hier  die  das  ähnlich -veiSn der- 
liehe  System  bestimmende  Gerade  Ai  A^  ein  parallel  zu  sich  selbst 
fortschreitender  Affin itätsstrahl  ist,  wird  d#=:0  und  dtfi=^Q,  Folbabn 
und  Polcurve  fallen  mit  der  AffinitKtsaze  g  zusammen ,  und  der  momen- 
tane Pol  der  Bewegung  ist  der  gemeinschaftliche  Schnittpunkt  P  der  in 
^j  und  A^  an  die  Gmudcurren  gelegten  Tangenten  l^  und  ^  mit  der 
AfSnitätsase.  Die  Bewegung  ist  eine  beständig  gleitende.  Wende-  und 
Bückkehrkreis  falleu  ebenfalls  mit  der  Affinit&tsaze  lusammen.  Fflr  den 
KrUmmnngsradius  einer  Trajeotorie  findet  sich 
r      rf£ 

wo  ds  das  BogendifTerential  der  Trajectorie.  Nennen  wir  die  momentane 
Verlängerung  des  ähnlich  -  verän darliehen  Systems  fUr  die  Längeneinheit 
dl,  wird  j 

Die  KrflmmuQgstadteD  der  QmndcarreD  k^  und  A^  in  den  Pnnjiteu 
Jj  nnd  J^  seien  p,  nnd  p,.     Es  ist 

'.'  <,' 

Da  -TT  eine  Constante,  folgt 

Diese  wichtige  Formel  ist  verschiedener  Umformungen  fähig.  Der  Schnitt- 
punkt des  Affinitätsstrahls  AjA^  mit  der  Abscissenaxe  sei  %;  so  wird 

Eliminirt  man  «vibj  und  tina^,  so  folgt  -.jOO^IC 
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Das    VerhaltniBS   ^r-~  ist  jedoch   das   constante  AffiuitXtsyerhältnisB  der 
Grandcnrven  k^  und  ^, .    Bezeichnen  wir  daiselbe  mit  f,  ho  fol^ 

t,   W   f 

Daa  VerhSUniss  der  KrfiminnngBradieii  entsprechender 
Pnnkte  in  affinen  Cnrven  ist  gleich  dem  Cabas  ans  dem 
VerhSltntsse  der  entsprechenden  Tangeutenstrecken,  divi- 
ditt  durch  das  Affinit&tsTerhftltniss. 

Wird  am  Fonnel  17)  (,  and  ^  weggeschafft,  folgt 

£1  = 


p,      *  »in  er,/ 


Die  bisherigen  Resultate  gelten  nnr  fUr  die  Bewegnng  ähnlich -ver- 
Underlicher  Systeme,  welche  ewei  afGoe  Pnnktreihea  als  Gmndcnrven 
beschreiben.  Für  anendlich  kleine  Bewegangen,  bei  welchen  wir  nur 
Orfissen  erster  Ordnnug  berttcksichtigen ,  können  wir  aber  die  auf  belie- 
higen  Grandcarvea  za rückgelegten  Strecken  als  affin  betrachten.  Die 
beiden  affinen  Systeme  £,  nnd  2^,  in  welchen  sich  die  anf  den  Onind- 
carren  darchlaafenen  anendlich  kleinen  Wege  als  affine  Strecken  ent- 
sprechen nnd  durch  welche  momentan  die  Bewegung  des  Systems  gegeben 
ist,  sind  durch  den  Wendepol  als  momentanen  Affinittltspol  and  durch 
die  als  affin  angesehenen  unendlich  kleinen  Strecken  der  Grnndcurven 
bestimmt.  Die  für  Systeme  mit  affinen  Grundcurren  hergeleiteten  Gesetze 
gelten  demnach  anch  für  die  unendlich  kleinen  Bewegnngen  beliebiger 
Sfanlich-TerÜDderlicher  Systeme,  und  gewinnt  hierdurch  speciell  der  Wende- 
kreis eine  neue  geometrische  Bedeutung. 

Bestimmt  man  ans  Gleicfaaiig  17)  das  AffinitHtsverbSltniss  f,  so  ist 
hiermit  die  ftlr  die  Theorie  der  OscDlatioaen  beachte nswertfae  Aufgabe 
gelöst:  Für  zwei  gegebene  Curvenelemente,  welche  als  affin 
in  perspectiviscber  Lage  angesehen  werden  sollen,  dieAffi- 
nitHtsaxe  so  zu  hestimmen,  dass  die  Abweichungen  im  Lanfe 
der  Curven  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  werden. 

§4. 

Die  gefundenen  SXtse  nnd  Constructionen  werden  im  Folgenden  ver- 
wendet werden,  um  die  Eigenschaften  solcher  ähnlich  -  veränderlicher 
Systeme  zu  finden,  in  welchen  die  Tr^ectoiien  affine  Gerade  oder  Kegel- 
schnitte sind. 

Es  seien  (Fig.  3)  p,  and  g^  zwei  affine  gerade  Linien ;  die  Shnlicb- 
veränderlicbe  Gerade  sei  der  Affinltälaatrahl  ^,^.     Nach  9>  folgt; 
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18)  Jeder   Punfct  des  Ihnlich-TetSndetlichen  Syatems  be- 
schreibt eine  zn  o,  und  g^  affine  gerade  Pnnktreibe. 

Es  sei  P  der  Aehnlicbkeitspnnkt  der  beiden  affinen  Geraden  g^  nnd 
9,;  die  Bahn,  welche  ein  mit  ^, -^j  bewegter  Pnnkt  Q  beschreibt,  wird  nach 
dem  Früheren  gefunden,  indem  man  den  Leitstrahl  PQ  zieht  and  an 
diesen  in  Q  den  Geschwindigkcitswinkel  tp  antrSgt.  Alle  Geraden  wer- 
den affin  Tflrianfen;  die  GeGchwindigkeiten  beliebiger  Systempnnkle 
haben  also  ein  festes  VerhSltniss,  nKmlich  das  ihrer  Leitstrablen  ans  P. 

19)  Der  Aehniichkeitspol  P  bleibt  demnach  in  Rahe. 

Der  Affiuitätsstrahl  A^  A^  nmhttllt  bei  seiner  Bewegaag  eine  Parabel, 
deren  Brennpankt  P  ist.  Bückt  ^i  <4|  ins  Unendliche,  so  wird  diese 
Gerade  dem  üurchmesaer  der  Parabel  patalleL  Wenn  wir  einen  belie- 
bigen Punkt  0  der  Ebene  mit  den  unendlich  weit  gerückten  Systempunk- 
ten  Ai ,  A^  und  Q  verbinden ,  erhalten  wir  drei  zn  £7| ,  g^  und  der  tod  Q 
bescbriebeoen  Geraden  q  parallele  Linien  OG.^,  OG^,  OQ'.  Zu  dem  un- 
endlich fernen  Dreieck  t^iA^Q  iHsst  sich  ein  ähnliches  constmiren,  desseD 
Ecken  anf  den  ehenerwähnten,  durch  0  gebenden  Parallelen  liegeo. 
Hieraus  ergiebt  sich  folgende  einfache  Construction  der  von  einem  Punkte 
Q  beschriebenen  Geraden; 

Ziehe  C|6j  parallel  dem  Durchmesser  der  von  A^A^  umhüllten  Pa- 
rabel, bilde  AG,6,C>''>>'A^,^a{>,  so  ist  die  Bahn  q  des  Punktes  Q 
parallel  Oi/. 

Diese  Constrnctioa  hHtte  anch  ans  Satz  10)  abgeleitet  werden  können, 
indem  man  die  Geraden  g,  und  g^  parallel  mit  sich  selbst  so  lange  ver- 
Bchieht,  bis  zwei  entsprechende  Punkte  in  0  zusammenfallen. 

Da  die  HUllbabn  der  bewegten  Geraden  A^A^  auch  die  Bahnen  ihrer 
Punkte  umhüllen  muss,  folgt,  dass  die  Bahnen  dieser  Punkte  Tangenten 
an  die  von  AiA^  umhüllte  Parabel,  also  wieder  AFSnitfilsstrahlen  sind. 
Jeder  Affin itXtsstrahl  ist  einer  entsprechenden,  durch  0  gelegten  Ge- 
raden parallel. 

In  eine  weitere  Discnssion  der  Beziehnngen,  welche  zwischen  des 
bei  dieser  Bewegung  beschriebenen  geraden  Trajectorien  herrschen,  wer* 
den  wir  nicht  eingehen.  Dieselbe  wurde  bereits  von  Bnrmester*  ge- 
führt, dessen  Bezeichnungen  im  Folgenden  angewendet  werden.  Bnr- 
mester nennt  diese  Bewegnngsform  eines  Sh n lieh -verSnderl Sehen  ebeneo 
Systems  die  geradlinige  Bewegung  desselben  und  die  Geraden,  auf 
welchen  sich  die  Systempnnkte  bewegen,  die  Bahngeraden.  Im  Fol- 
genden werden  wir  uns  vorzugsweise  mit  den  Krtimmungsverhältnisiea 
der  Httllbahnen  beschäftigen. 

Da  P  beständig  der  Pol  der  Bewegung  bleibt,  ist  (fu  =  0.  Ans  der 
Figur  ergiebt  sich  d<p=^dd:     Daher  wird  der  Durchmesser  des  RUckkefar- 
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kreises  nnd  ebenso  der  Durch m esse r  des  ausgezeichneten  Kreia«8  gleich 
Null.     Ftlr  den  Dnrchmessftr  des  Wendekteiaes  folgt 

*^i      d9-dq>      * 
SO)   Polbshn,    RUckkebrkreis    nnd    KOsgea eich  neter    Kreis 
degeneriren  in   einen  Fnnkt,    den  Fol  der  Bewegung. 
Jeder  durch   den  Pol   gelegte  Kreis  kann   als  Wende- 
kreis betrachtet  werden. 
Der   KrfimmnngsradinB    der  beschriebenen  Trajectorie    ergiebt   sich 
nach  der  frttber  entwickelten  Formel: 

_d*  1  _ 

d»     d9 
also  ist  die  Trajectorie  eine  Gerade. 

FUr  die  Hfillbahn   einer  beliebigen   Geraden,   also   fBr  den  KrQn)- 
mnngsradins  der  von  ihr  beschriebenen  Parabel  folgt 


*'=^(- 


T     ja     .     JO.,  V<1  ^^ 


21)  Die  Krttmmangsmittelpnnkte   der  umhfillten   Parabel- 
elemeote    bilden    in   jeder  Phase  ein   znm   System  der 
Gleitpunkte  Ähnliches  S7Btem. 
Ans  der  fUr  p,  entwickelten  Grösse  sind  die  gebräuchlichen  Formeln 
f&r  die  Ertlmmung  der  Parabel  leicht  herzuleiten. 

In  Fig.  4  sei  k  eine  beliebige  Curre  des  geradlinig  bewegten,  ähn- 
lich •Terlnderlichen  Systems.     Die  Bahngerade  eines  Punktes  Q  bildet  in 
jeder  Phase   mit  dem  Leitstrahl  einen  für  alle  Systempunkte  constanten 
Winkel,  den  Geschwindigkeitswinkelq).  Die  Küllbahn  der  ähnlich-Teränder- 
liehen  HtUlcurre  k  sei  x;  x  muss  also  die  Bahngerade  (  in  einem  Punkte 
0'  berfihren.    TJm  diesen  Punkt  0'  zu  finden,  legen  wir  in  Q  die  Tan- 
gente an  k,  welche  mit  dem  Leitetrahl  den  Winkel  r  bilden  möge.    Wenn 
■ich  0  nach  0'  bewegt  hat,  muss  auch  die  entsprechende  Phase  k'  ron  k 
die  Bahngerade  I  berfibren;  und  da  alle  Phasen  von  k  den  Geschwindig- 
fceitspol  P  als  Aehnlichkeitspol  besitzen,  folgt,  dass  auch  Pf/  mit  t  den 
Winkel  t  bildet.     Demnach  bestimmt  sich  ff  nach  folgendem  Satze: 
22]   Der    durch    einen  Punkt   der  Httlleurve,    durch  den  Be- 
rBbrnngspunkt     der     zugehörigen     Bahngeraden     und 
durch  den  Pol  gelegte  Kreis  berührt  die  KflllcuTTe. 
Der  Krümmungsradius  der  Hfillcnrve  k  im  Punkte  Q  werde  mit  («, 
der   Krttmmungsradins    der  HttUbabu   x  in    ^   mit  q,,    die  beEtlglichen 
KrOmmungsmittetpunkte  mit  M  und   0'  beieicbnet.     Wird  k   wieder  bis 
xnr  eben  betrachteten  Phase  k'  bewegt,  so  geht  Q  nach  {/,  M  nach  JH', 
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Die  dem  Krfimmnngeradine  ^o  in  der  Bweitan  Pbue  entspiechende  Streck« 
M<^  werde  mit  ^'^  benannt.     Nach  frttbereo  Formeln  ist* 

d.hn»ird  ,.,_/.«.-.  r(2,,,*„_r) 

"=-i::rt?r-''"'—   ,..w.-.    •'"''■ 

Der  Radius  des  Torbin  ervXbateiif  dnrch  P,  Q  nnd  (f  gelegten 
Kreises  sei  R;  bo  vtrd 

23)  ,, 4  "'"-'•'. ^. 

Die  TOTStebende  Gleichnng  stellt  eine  atlgemeiDe  Be- 
ziehung EwiBchen  den  KrümmnngsradieD  entsprechender 
Punkte  in  Hüllhahn  nnd  Hflllcnrre  dar. 

Wild  der  Geschwindigkeitswinkel  tp  ein  rechter,  so  gebt  die  HBll- 
cnnre  k  in  die  Fiia§ punkten rre  der  HuUbahn  x  tiber;  Formel  23)  stimmt 
alsdann  mit  der  unter  14)  entwickelten  Kelation  überein. 

I   so  findet  man  nach  einigen  Umformnngen 

'  *(*-!)' 

Um  die  Bedeutung  dieser  Formel  zu  erkennen,  bilden  wir  fiber  Pdf  ein 
Dreieck  POO'r>j  ^PQQ'  und  legen  dnrch  P,  0  und  0*  einen  aweilen 
Kreis.  Da 'P  der  Aebnlichkeitspol  der  beiden  Dreiecke,  ist  OQ  bomo- 
log  O'^',  also  die  Verlflngemng  der  Normalen  QM,  in  welcher  auch  der 
Eweite  Schnittpunkt  fi  beider  Kreise  liegt.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise 
seien  C  und  Ci,  die  Hitte  der  Sehne  NO  sei  J>.     Es  ist 


2ä- 


demnach 

_]_ 

24)   Die  Punkte  N  nnd  M  werden  durch  die  Ponkte  C  nnd 
D  harmonisch  getbeilt. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ist  es  leicht,  aus  dem  Krümmungsradius  der 
HlÜlciirve  (FuGspunktcurve)  k  den  der  HüIIbabn  (Berflbrungscarve)  *  n 


"  Veigl.  Zeitachr.  f.  Math.  n.  Fhjs.,  Bd.  XXIV,  Hefts  S.  161,  wo  gefunden  «aide 
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finden  nnd  nmgekehrt.  Diese  Beziebnng,  welche  zwischen  einer  Carve 
und  ihier  HOllbahn  bei  der  geradlinigen  Bewegnng  einea  Ähnlich -ver- 
änderlichen Systems  herrscht,  lässt  sich  nnf  den  Znsammenbftng  zwischen 
dieser  Hflllbabn  nnd  ihrer  Fosspunktcurve  znrttckfUbren.  Denn  die  Fnss- 
pnnkte  der  von  P  auf  die  Babngeraden  f  gefällten  Senkrechten  bilden 
eine  za  k  ühnliche  Cnrve. 

25)  Die  znr  Hällbahn  einer  geradlinig  bewegten,  Shntich- 
verKnderlicfaen  Cnrve  in  Bezng  anf  den  Pol  der  Bewegnng 
gebildete  FnBspunktcnrve  ist  der  HHlIcurve  Ähnlich. 

Die  fUr  denselben  Pol,  aber  mit  verschiedenem  Winkel  qo  erkaltenen 
Httllbahnen  sind  hiernach  einander  ähnlich.  Sind  nmgekehrt  zwei  Ähnliche 
CnrveD  x,  nnd  k^  gegeben  (Fig.  5)  und  werden  in  den  homologen  Punk- 
ten  Q'  nnd  if'  die  Tangenten  (  nnd  t"  gelegt,  welche  sich  in  Q  sebnei- 
den,  so  bildet  der  Aehnlichkeitspol  P  von  x,  nnd  x,  mit  Q,  Q'  nnd  £*" 
ein  Kreieviereck.  Die  von  P  anf  (  gefXlIte  Senkrechte  schneide  in  T. 
Da  LrQP=LQ'{yP,  also  constant  ist,  folgt,  dass  0  nnd  T  Ähnliche 
Pnnktreihen  heschreiben.     Hiernach  ergiebt  sieb  als  Umkehmng  von  25: 

26)  Der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  für  die  ent- 
spreebeDden  Tangenten  gleichweDdig-Ähnlicher  Cur- 
ven  ist  den  Fnsspnnktcnrven  der  letzteren  in  Bezug 
anf  ihren  Aehnlichkeitspol  Ähnlich.* 

Die  letztgefan denen  Sätze  gestatten  in  manchen  FKllen  eine  ein- 
fache Bestimmang  des  Krümmungsradius.  So  ist  (Fig.  6)  fUr  die  Ellipse 
die  Fnaspunktcnrve  in  Bezng  auf  den  Brennpunkt  P  ein  Kreis.  Der 
Berfihmngskreis  dieser  Fnaapnnkt cnrve  geht  in  den  Kreis  Über,  welcher 
Über  dem  Brennstrahl /'Q  als  Dnrchmesser  geschlagen  wird.  Der  Krtim- 
mnagsradiuB  fc  der  Ellipse  ergiebt  sich  nach  der  Formel 
o\  —  PM* 

da  iinq>  =  l,  ^^  =  ii,  PM^e,  kommt 

__      b> 
eine  bekannte  Formel,  asm  t 

Im  Torstebenden  Beispiel  war  p^  constant.  Ist  die  HBlIbahn  ein 
Kreis,  so  folgt,  dasa  /c  eine  Fascal'sche  Cnrve  wird.  Man  beachte 
in  Fig.  4  den  Schnittpunkt  T  von  PQ  mit  dem  durch  P,  0  nnd  O'  ge- 
legten Kreise.      Da   LQPN^IB,,    folgt,    dass  IfT  Durchmesser   dieses 

Kreises    ist,     und    hieraus,     dass    0'T\\Q(y    und    pr  =  ~  .      Ist  also 

t,  constant,  so  wird  k  eine  Pascal'sche  Cnrve,  deren  Grundkreis  der 
obenerwähnte  Kreis  ist,  welcher  tlher  P&  den  Winkel  g>  fasst.  Nach 
dem  Vorstehenden    ist  es   leicht,    zn  jedem  Punkte  der  FaBcal'schen 

•  Von  Qrouard  geitanden.  ^  .OOj^lC 

K  1  MktbMuUk  n.  Fhjaik  XXIT,  8.  M 
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Onrve  Tangente  und  Krilminang  zn  bestimmeD.  Ist  P'  ein  beliebig 
Pnnkt  der  Hüllbabn ,  welcbe  in  dieaem  epeciellen  Falle  ein  Kreis  mit  dem 
Radins  f,  vird,  nnd  legt  man  Ober  P(f  einen  den  constanten  Winkel  f 
bähenden  Kreis,  so  bertihrt  dieser  die  Pascal'scbe  Cnrre.  Der  Be- 
rllbrangspunkt  liegt  anf  der  in  (/  an  die  HUllbabn  gezogenen  Tangente  U 
Den  KrUrnnrangsmittelpankt  für  den  Punkt  Q  der  Cnrve  findet  man  nach 
Satz  24)  als  vierten  harmonischen  Pnnkt  zn  D,  N  nnd  C, 

«6. 

Wir  schreiten  znr  Betrachtnng  eines  Xhnlich-veränderlicben  Sysfenu, 
in  welchem  zwei  nnd  daher  alle  Systempnnkte  affine  Hyperbeln  be- 
schreiben.    (Fig.  7.) 

Die  beiden  Hyperbeln,  von  welchen  wir  als  Grandcnrven  ansgehen, 
denken  wir  uns  jede  mit  ihren  Asymptoten  nnd  Durchmessern  za  einem 
System  verbanden.  Da  sich  in  affinen  Hyperbeln  die  Mittelpunkte  und 
Asymptoten  entsprechen,  folgt  nach  Satz  10)  nnd  18): 

27)  Das  System  der  Mittelpunkte  der  beschriebenen  Hy- 
perbeln bildet  eine  zum  bewegten  System  ähnliche 
Phase. 

28)  Die  Asymptoten  der  beschriebenen  Hyperbeln  werden 
als  die  Bahngeraden  der  Mittelpunkte  fttr  zwei  be- 
stimmte geradlinige  Bewegungen  erhalten. 

Nach  den  Entwickelnngen  des  vorigen  Abschnittes  hat  der  Pol  b« 
der  geradlinigen  Bewegung  eine  feste  Lage.  Die  festen,  zu  den  beiden 
Systemen  der  Asymptoten  gehörigen  Pole  seien  /*,  und  P^, 

Da  die  sich  entsprechenden  Durchmesser  zweier  afönen  Hyperbeln 
entsprechende  Strahlen  eines  Bttschels  in  afBnen  Systemen  bilden,  folgt 
weiter  nach  Satz  4)  und  18): 

29)  Entsprechende  Durchmesser  der  beschriebenen  Hyper- 
beln bilden  die  Bahngeraden  der  Mittelpunkte  fttr  eine 
bestimmte  geradlinige  Bewegung.  Die  Pole  der  den 
verschiedenen  Durchmessern  einer  Trajectorie  ent- 
sprechenden geradlinigen  Bewegungen  bilden  eine 
Kreislinie. 

Diese  Kreislinie  w,  welche  auch  die  Pole  P,  nnd  P^  enthält,  bezeich- 
nen wir  als  die  mittlere  Phase  des  Wendekreises  der  Bewegnag;  sie  ent- 
hSlt  also  die  Aehnlichkeitspole  'der  sich  entsprechenden  Darcbmesser. 
Ans  den  Eigenschaften  conjngirter  Duicbmeseer  und  aus  Satz  4)  folgt 
sofort : 

30)  Zu  conjugirten  Durchmessern  gehören  Pole,  welche 
PiP^  harmonisch  theilen. 

Die  Pole  conjngirter  Durchmesser  bilden  also  eine  kreislinige  hyper- 
bolische Involution. 
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Die  beiden  Asymptoten  einer  Tr&jectorie'  bilden  mit  den  Linien, 
welche  ihren  Mittelpnnkt  mit  den  xngehfirigen  Polen  /*,  nnd  P,  verbin- 
den, besfiglich  feste  Winkel.  Nach  Satz  4)  Tasst  die  Kreislinie  n>  Qber 
P,Pj  die  Differenz  dieser  Winkel,  nnd  hierans  folgt,  dass  m  auch  der 
geometrische  Ort  derjenigen  Hittelpnnkte  ist,  deren  beide  Asymptoten 
mummen  fallen,  für  welche  also  die  Trajectorie  in  eine  Gerade  übergeht. 
Alle  im  System  beBchriebenen  Geraden  geben  dnrcb  einen  festen  Pnnkt 
S  ftuf  v,  den  AffinitStapol  der  af^nen  Hyperbeln.  S  verde  mit  Pj  nnd 
Pf  verbunden.  Znm  Hittelpnnkte  0  des  Kreises  m  gehSrt  ebenfalls  eine 
Hyperbel;  nnd  ans  den  elementaren  Sätzen  des  Kreises  ergiebt  sich,  dass 
die  Asymptoten  derselben  senkrecht  tu  SP^  nnd  SP,  stehen.  Die  Mitt«n 
der  Abschnitte,  welche  die  verschiedenen  Phasen  des  momentanen  Wende- 
knisea  anf  SP,  und  SP^  abschneiden,  werden  also  erhalten,  indem  man 
ans  den  Punkten  dieser  zn  0  gebfirigen  Hyperbel  die  Senkrechten  anf 
SPj  nnd  SPj  mit.  Diese  Senkrechten  bilden  jedocb  zwei  projecdvische 
PBralleletrahlbüschel,  Daher  sind  ancb  die  Pnnktreihen,  welche  sie  anf 
5Pj  nnd  SPf  bervormfen,  nnd  daher  ancb  die  Endpnnkte  der  verdop- 
pelten, anf  SPj  nnd  SP^  gebildeten  Abschnitte,  d.  h.  die  Schnittpunkte 
des  Wendekreises  in  seinen  verschiedenen,  wirklich  dttreblattfenen  Pha- 
sen mit  SPi  nnd  SP,,  projectivisch.  Dem  Punkte  Pi  in  SP^  entspricht 
bierbei  der  unendlich  ferne  Punkt  von  S/>,,  und  umgekehrt  dem  Punkte 
/*,  der  anendlich  ferne  Funkt  in  SP^. 

31)  In  dem  betrachteten  Rhnlich-verlnderlicben  System 
besteben  stets  zwei  Gerade,  welche  eoUiaaar  durch- 
laufen werden,  nitmlieh  die  Geraden  SP,  nnd  SP^,  Die 
Punkte  />j  nnd  /*,  sind  die  Oegenpnnkte  dieser  col- 
linearen  Pnoktreihen. 

Der  vorstehende  Säte  llsst  sich  umkehren.  Sind  g^  nnd  g^  zwei 
gerade  Linien,  welche  von  zwei  Systempunkten  eines  fthnlich -verSnder- 
liehen  Systems  collinear  durchlaufen  werden,  so  bilden  die  in  den  Mitten 
entsprechender  Abschnitte  SJ^  und  SJ^  errichteten  Senkrechten  projec- 
tivisebe  Parallelstrahlbttschel.  Der  Mittelpunkt  des  Wendekreises  be- 
schreibt also  die  Schnittcurve  dieser  ßttschel,  eine  Hyperbel;  nnd  dem- 
nach beschreibt  jeder  Systempunkt  eine  affine  Hyperbel.  Die  betrachtete 
Art  der  Bewegung  ist  also  durch  zwei  beliebige  projectivische  Geraden 
Bi  und  9,  bestimmt 

32)  Beschreiben  zwei  Pnnkte  eines  Shnlich-ver Inderlichen 
Systems  zwei  projectivische  gerade  Linien,  so  werden 
die  Trajectorien  des  Systems  zn  Hyperbeln. 

Zwei  beliebige,  sich  entsprechende  Punkte  der  projecti viseben  0«- 
raden  g^  nnd  g^  seien  .4,  und  A^.  Wenn  die  Linie  A^J^  in  die  Lage 
PiPf  gebracht  wird,  fKUt  jeder  mit  .^,  ^,  verbundene  Pnnkt  des  &hnlich- 
verXnderlieben  Systems  in   den  Mittelpunkt  der  vou  diesem  Punkte  be- 
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Bchriebenen  Hyperbel.  Hiernacb  Bind  Mittelpunkt  nnd  Asymptoten  An 
Ton  einem  beliebigen  Funkte  beschriebenen  Cnrve  zu  construiren. 

Zui  Bestimmung  des  momentanen  Pols  der  Bewegung  kSnneD  ver- 
schiedene Wege  eingeschlagen  werden : 

1.  Man  bestimme  den  BerühruDgspnnfct  T  der  Linie  J,  A^  mit  dem 
sie  einbauenden  Kegelschnitte,  lege  dorch  T  nnd  A^  einen  die  Gerade 
9j,  durch  T  und  A^  einen  die  Gerade  g^  berührenden  Kreis.  Uer  sveit« 
Schnittpunkt  dieser  beiden  Kreise  ist  der  Pol  P. 

1.  In  A^  nnd  A^  legen  wir  an  den  momentanen  Wendekreis  v,,  in 
f]  und  Pf  an  den  mittlem  Wendekreis  m  die  Tangeoten.  Dieefll>en 
schneiden  sieh  in  je  awei  homologen  Punkten  2,  nnd  Z.  Punkt  Z,  be- 
schreibt bei  der  Bewegung  mit  der  Linie  A^A^  eine  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  Z  ist  nnd  deren  Asymptoten  nach  Satz  28)  mit  g^  und  ;, 
parallel  laufen. 

FUr  die  betrachtete  Phase  der  Bewegung  werde  der  Aehnticbkeitspol 
derjenigen  Darchmesser  d^,  deren  Endpunkte  eben  passirt  werden,  mit 
Z*^,  der  den  conjngirten  Durchmessem  rf,  angehfirende  mit  P^  bexeiehnet 
Pfi  ist  also  auch  der  Aebnlicbkeitspunkt  der  auf  den  collinearen  Geraden 
zurückgelegten  Durcbmesserstrecken  Z',.^,  und  P^A^  (denn  P,  nnd  P,  sind 
als  Mittelpaukte  von  ^j  und  g^  zu  betrachten).  Demnach  ist  P^  der 
zweite  Schnittpunkt  von  w  nnd  w^. 

Da  Z  das  loToIutionscentrum  der  auf  w  von  den  Aehnlichkeitspolen 
gebildeten  Involntion  ist,  wird  P,  im  sweiten  Schnittpunkte  der  Geraden 
ZP^  mit  w  erhalten.  Der  momentane  Pol  der  Bewegung  ist  der  Aebn- 
lichkeitspol  der  mit  ä^  parallelen  und  proportionalen  Hyperbeltangenten. 
Der  Aebnlichkeitspol  P  dieser  Tangenten  und  der  Aebnlichkeitspol  T, 
der  ihnen  parallelen  Durchmesser  A^_  liegt  nach  §  1  auf  einer  durch  den 
AfGnitätspol  S  laufenden  Geraden.  Der  Pol  P  ist  also  der  Schnittpunkt 
von  SPf  mit  m^. 

Da  sich  die  Kreise  w  nnd  w,  als  Xhalicbe  Systeme  betrachten  lauen, 
deren  Aehn lichkeitspol  Pf,  ist  und  in  welchen  sich  Z  und  Zy  als  hoioo- 
löge  Punkte  entsprechen,  folgt,  dass  P  der  Aem  Punkte  /*,  homologB 
Punkt  auf  w,  ist.  Wir  erhalten  hiernach  folgende  einfache  Construction 
des  momentanen  Geschwindigkeitspols: 

Snche  denSchnittpnnkt/'^  von  m  und  tf^  und  verbinde''^ 
mit  Zj.  Der  zweite  Schnittpunkt  dieser  Verbindungalini« 
mit  R>,  ist  der  Pol  P, 

3.  Der  Geschwindigkeitspol  lässt  sich  anch  als  der  Anbn lichkeitspol 
der  unendlich  kleinen  Strecken  auffassen,  welche  A^  nnd  A^  momentao 
atif  qy  nnd  g^  zurücklegen  werden.  Nennen  wir  dieselben  s,  und  >|,  so 
folgt  ans  den  Eigenschaften  der  collinearen  Linien  für  ihre  Gegenpankte: 

{/',^,  +  s,)CP,-<.  +  *,)  =  /',.^.. /*,'*,.    ««^^-FT- 
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Der  Geschwindigk«itspol  ergiebt  sich  hieniacb  such  als  der  Aebn- 
licfakeitspol  zwischen  P,  A^  and  der  nach  entgegengesetzter  Bichtang  ge- 
nommenen Strecke  P^A^. 

Der  Äebniichkeitapol  zwischen  P^A^  und  P^A^  war  P^.     Oa  jP^,  A^, 
P,  Af  vier  harmonische  Punkte  bilden,  ergebt  sieb  folgender  ßatz; 
33}   Die    Aebnlichkeitspole    einer    Geraden    mit    zwei    Ton 
einem   Punkte   (A^)    aDslanfenden    gleichen,    aber    ent' 
gegengesetzten   Strecken    bilden   mit  diesem  und  dem 
homologen  Paukte  (A^)  vier  barmoniache  Punkte  einee 
Kreises,  welcher  dnrcb  den  Schnittpunkt  der  ShDÜchea 
Strecken  geht. 
Ans  dem  Vorstehenden  folgt  ferner  nach  1.  eine  einfache  Constroc- 
tioD,  nm   den  BerUhrangspunkt  der  Geraden  AjA^  mit  dem  sie  einbül- 
IcDden    Kegelschnitte  zd    erhalten,    nachdem   der   Geschwindigkeitspol   P 
nach  der  in  2.  oder  3.  hei^eleiteten  Methode  gefunden  ist.  — 

Es  seien  (Fig.  7)  Pf,  nnd  P,  ein  Paar  iDTolntoriscber  Pnnkte  auf  w; 
die  Winkel,  welche  ein  Durchmesser  d^  mit  dem  Leitstrahl  des  zugehöri- 
gen Hyp  erb  elmittelpu  nktes  in  nach  P^  macht,  sei  fi,  der  Winkel  des  cou- 
JBgirten  Durchmessers  dy  mit  dem  Leitstrabi  lüPf  sei  v.  Da  SP^,  nnd 
SPt  als  Grenzen  dieser  Durchmesser  zu  betrachten  sind,  folgt  LS P^P/t^ t* 
und  ^SP^fV=*'-  Der  Winkel  der  zum  Uittelpunkte  ^  gehörigen  Durch- 
meeser  d^  nnd  d,  sei  i,  femer  i.P,S/>,  =  Ä,  LP,,MP,=  ^.  Aus  Fig.  7 
folgt 

v-i  +  ,i  =  *, 
nnd  da  (i  +  v  ^^  180  — Ä,  wird 

180-Ä-x  =  l. 
34)   Der  geometrische  Ort  derjenigen  Mittelpunkte,   deren 
den  Punkten  Pf,  nnd  Z',  entsprechende  c'onjugirteDnrch- 
messer  einen  constanteu  Winkel  k  bilden,  ist  hiernach 
ein  Kreis  m  durch  P^  und  /■„  welcher  Über  diese  Punkte 
den    Winkel    k»180  — d-1   fasst   und    den   Wendekreis 
der    mittlem    Phase    unter    dem   Winkel    X   der   Durch- 
messer schneidet. 
Alle   Durchmesser   d^,   und    rf,  bilden    die  Strahlen   zweier  Strahl- 
bÜBcbel,  deren  Mittelpnnkte  R^  und  A,   auf  m  liegen;  nXmüch  der  Mit- 
telpunkt Bf,  des  ans  den  df,  gebildeten  Strablbüschels  in  SPy,  der  Mittel- 
punkt A.  des  aus  den  (f,  gebildeten  Strablbüschels  in  der  Verlängerung 
von  SPf,,     Jeder  Durchmesser  in  einer  der  beschriebenen  Hyperbeln  ist 
dem  Leitstrahl  des  Mittelpunktes  nach  dem  Aehnlichkeitspol  dieses  Durch- 
messers proportional.     Von  den  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  d^,  und 
dp  gehörigen  Aehnlichkeitspolen  P^  und  Py  ergiebt   sich   stets   der  eine 
(in  Fig.  7  /'^)  als  Schnittpunkt  der  Wendekreise  tv  und  to, .     Da  dieser 
Punkt  Aebnlicbkeitspol  der  Strecken  '\<4j  und  P^A^,  besitaeu  die  diesem 
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Pole  eutaprechenden  Dnrchmesser  reelle  Schnittpunkte  mit  ihrer  Hjfer- 
bel.  Alle  Darchmesser  mit  reellen  Schaittptinkten  gehen  also  dnichS^. 
Die  Gerade  SPuP  ist  hiernach  als  eine  Hyperbel  anfEufassen,  deren 
reelle  Äze,  die  Gerade  SPfP  ale  eine  Hyperbel,  deren  imaginire  Axe 
zu  Nall  geworden. 

Im  Folgeudeu  verde  der  Winkel  X  der  conjngirten  Darcbmesaer  d^ 
und  dp  ein  rechter;  die  Durchmesser  dfi  and  d^  bilden  also  die  Axen  der 
beschriebenea  Hyperbeln,  und  m  schoeidet  tv  orthogonal.  Bß  nnd  R, 
bilden  die  Endpunkte  ei&ea  DurohmesBerB  von  tu.  Die  Linien  Pu^ß  <l'>^ 
PvHp  «choeideD  sich,  da  die  Winkel  SP^Bß  nnd  SPySp  rechte  aind, 
im  Gegenpnnkte  S,  von  S  auf  «f.  Der  Schnittpunkt  von  55,  nnd  P^Pr 
sei  A;  aua  den  Eigenschaften  des  Vieneits  folgt,  daes  Linie  HfiR^  die 
Polare  von  R  in  Bezug  auf  w  ist.  Demnach  steht  die  Linie  ßfiSp  senk- 
recht auf  SSi,  hat  also  diese  Linie  B^R^  fttr  alle  Orthogonalk reise  m 
eine  constante  Bichtnng. 

Der  Winkel  «,  welcher  von  dieser  Sichtung  Ä^i  Ä,  mit  /",  P^  gebildet 
wird,  kann  auch  erhalten  werden,  indem  man  die  Mittel  senkrechte  von 
P^Pf  zieht.  Schneidet  diese  Mittelsenk rechte  die  Kreislinie  w  in  S^,  so 
ist  der  zu  SS^  gehSrige  Centriwinkel  gleich  t.  Dieser  Winkel  t  ist  also 
gleich  dem  Doppelten  desjenigen  Winkels,  um  welchen  A '',5 P^  aus  der 
Hittellage  ''iS^'j  herausgedreht  ist.  Bei  dieser  Dcehnng  dreht  sich  H^It^ 
um  T  nnd  wir  erkennen:  Wenn  A/',5Pi  so  um  die  Gegenpnnkte  P^ 
und  P,  gedreht  wird,  dass  LP^SP^  nngefindert  bleibt,  werden  die  Axen 
der  beschriebeneu  Hyperbeln  alle  um  denselben  Winkel  gedreht.  Die 
Grösse  dieser  Axen  wird,  da  P^  nnd  /V  ihre  Lage  auf  ic  beibehalten, 
nicht  geändert.     Demnach  folgt: 

35)  Werden  die  collinear  durchlaufenen  Geraden  ^j  nnd  g^ 
um  gleiche,  gleichgerichtete  Winkel  am  die  Gegen- 
punkte P,  und  P^  gedreht,  so  drehen  sich  alle  im  System 
beschriebenen  Hyperbeln  um  gleiche  Winkel  um  ihre 
Mittelpunkte,  ohne  ihre  Gestalt  zn  Andern,  nndesent- 
sprechen  sich  für  die  verschiedenen  Lagen  die  homo- 
logen Punkte  der  Hyperbeln. 

Der  vorstehende  Satz  ist  ein  spectellet  Fall  des  in  §  2  ausgesproche- 
nen allgemeinen  Satzes  10). 

Legen  wir  an  sfimmtlicbe  Trajectorien  die  bei  der  momentanen  Lage 
im  Systempunkte  berShreade  Tangente.  Die  Abschnitte  derselben  auf 
den  Asymptoten,  deren  Froduct  gleich  dem  Quadrat  der  Excentricitit, 
entspiecben  einander. 

36)  Das  Quadrat  der  ExcentricitSt  ist  für  jede  Hyperbel 
dem  Froduct  aus  den  Entfernungen  des  Hyperbelmit- 
telpunktes von  P^  nnd  /*,  proportional. 


...  C"i(.K>^lc 
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Der    geometrische   Ort    für    di«   HittelpiinTAl.SH>,iaü^^.=^ 

Hyperbeln,  gleicher  Brennweite  ist  eine  Lemniscate. 

Die  PropoitioDalitätBcousttuite  findet    man   leicht    dnrctt  Setiacbtnng 

der  snm  Punkte  Z  als  Mittelpunkt  gehörigen  Hyperbel.     Setzt  man  du 

nir  die  collinearen  Linien  g^  und  g^  constante  Product  PiJ^-  PgAf  =  k*, 

so  folgt  durch  eine  eehr  einfache  Becbnnug  als  Grösse  der  Proportiona- 

/  2A  V 
11  tatscon Staaten    (      -■- I . 

Um  die  GrSBse  nnd  Lage  der  Hyperbelazen  zu  erhalten,  denken  wir 
noB  ^PjSl\  in  die  Mittellage  zurückgedreht,  setzen  also  (Fig.  8)  P^S 
^P^S.  Dann  ßtllt  Ä^Ä„  mit  7\^,  R  mit  Z  ansammen.  Die  Gerade 
/'jpg  wird  ferner  von  den  Orthogonalk reisen  m  in  einer  Inrolntion  ge- 
schnitten, deren  Doppelpunkte /*,  nnd  />,  sind.  Demnach  wird  LP^MP^ 
nnd  sein  Nebenwinkel  tod  den  Äzen  B^M  und  R^M  halbirt.  Wir  finden, 
xanächst  für  diesen  speciellen  Fall: 

37)  Die  Axen  einer  sam  Mittelpunkte  H  gehörigen  Hyper- 
bel fallen  mit  den  Tangenten  der  beiden  dnrch  A  gehen- 
den confocalen  Kegelschnitte  znsammen,  deren  Brenn- 
punkte P,  nnd  Pj  sind. 

Der  TOD  den  Geraden  g^  und  g^  in  Fig.  8  gebildete  Winkel  sei  «, 
Der  Winkel  der  sum  Punkte  M  gebSrigen  Hyperbelaeymptote  mit  ihrem 

Leitstrabl  ist  gleich  i-SPiPi  =  -sr~-ti-    Setzen  wir  femer 

^LP^MP^  =  >i, 
die  Brennweite  der  zum  Punkte  M  als  Mittelpunkt  gehörigen  Hyperbel 
*=e,  ihre  halbe  reelle  Axe  =a,  ihre  halbe  Nebenaxe  =6,  so  folgt 

(tt        \  «  a 

a  =  e .  sin\-^-^a\-=  e  tin-^  cota  +  ecos  -^  tina^ 

=  ecos-^cosa  - 

Nach  Satz  36)  ist  e=-^-^yl\WJ\M.     Werden  durch  la  die  schon  eben 

erwähnten  eonfocalen  Kegelschnitte  gelegt,  deren  Brennpunkte  Pj  nnd  P^ 
sind,  und  nennen  wir  die  halbe  Nebenaxe  der  durch  lU  gelegten  Ellipse 
s,  die  halbe  Nebenaxe  der  eonfocalen  Hyperbel  t,  so  folgt  nach  bekann- 

'"  '^°""'"'    )//■,«.;•,«.»,—  .,     yP,».P,M.sin,  =  l. 
Einsetzend,  wird 

•=7:p,-hj'+"'i-')'  '•=p:p,-v"j-'-'°'i4 

Demnach  erglebt  sich  der  merkwürdige  Satz: 

38)  Die  Axen  einer  beschriebenen  Hyperbel  lassen  sich 
durch  dieNebenaxen  der  durch  den  Mittelpunkt  geleg- 
ten eonfocalen  Kegelschnitte  linear  ausdrucken. 


.(!+.)= 
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Falls  Afiffy  nicht  mit  PjPt  ansarnntenfSllt,  Bondem  mit  dieser  Linie 
den  Winkel  i  bildet,  dreben  sich  die  Aicn  der  beschriebenen  Hypeibehi 
nach  35)  nm  ihren  Mittelpnnlit  um  den  Winkel  x.  Die  Grösse  der  Axen 
bleibt  angeXndert.  Dnrcb  das  zn  P^  nnd  P^  als  Brennpunkten  gehörige  System 
confocaler  Kegelschnitte   ist   also    das  System  der  Trajectorien  bestimmt. 

SatB  3S)  giebt  zn  einer  grossen  Zahl  epecieller  Bemerkungen  Anlass, 
von  welchen  wir  nnr  wenige  anftihren  werden. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  beschriebenen  glüch- 
seitigen  Hyperbeln  ist  eine  Kreislinie,  welche  w  in.P^  nnd  P,  orthogonal 
schneidet 

Za  solchen  Uittelpunkten ,  welche  einen  Durchmesser  des  Wende- 
kreises ff  der  mittleren  Phase  harmonisch  theilen,  gehören  Xhnlich-ent- 
gegengesetzt  durchlaufene  Hyperbeln. 

Für  alle  Punkte  eines  dnroh  P,Pt  beliebig  gelegten  Kreises  ist  e, 
daher  anch  a:b  nnd  3:t  constant.  Für  die  Funkte  eines  solchen  Kreises 
haben  also  die  Nebeaaien  der  confocalen  Kegelsohnitte  ein  conatantes 
VerhXltniss. 

Da  ^1^1  die  Mittelpunkts phase  der  Linie  -^i^^  ist,  folgt: 

Alle  Punkte  eines  durch  die  Punkte  J^  und  A^  beliebig  gelegten 
Kreises  beschreiben  ähnliche  Hyperbeln. 

Ein  specieller  Fall  eines  solchen  Kreises  ist  die  Gerade  jig^^  selbst. 
Da  die  Htlllbahu  dieser  Geraden  zusammenfallt  mit  der  Hflllbahn  der 
▼QU  ihren  Punkten  beschriebenen  Cutven,  berühren  diese  CuTTen  den 
von  -^i-^g  umhüllten  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten. 

Nach  Satz  13)  io  §  2  kann  die  Linie  Ji^^  zur  Asymptote  dieser 
HüUbahu  werden,  wenn  der  AffinitXtspol  S  ausserhalb  der  beschriebenen 
Hyperbeln  liegt.  Betrachten  wir  die  Hyperbel,  welche  die  Mitte  von 
■^i^i  beschreibt.  Ans  Fig.  7  folgt  leicht,  dass  diese  Hyperbel  im  Asymp- 
totenwinkel «I  liege,  wenn  der  dem  Schnittpunkte  S  in  g^  entsprechende 
Punkt  Sj  in  g^  zwischen  S  und  /*,  ßtllt;  und  dass  diese  Hyperbel  im 
Nebenwinkel  180— a  liegt,  wenn  dieser  Punkt  ^  nicht  in  SP^  mtlt.  Im 
ersten  Falle  liegt  5  innerhalb,  im  zweiten  Falle  ausserhalb  der  beschrie- 
benen Hyperbeln;  im  zweiten  Falle  nimmt  also^,^  zwei  reelle  asymp- 
totische Lagen  ein. 

39)  Zwei  projectivische  gerade  Punktreiben  erzengen  eine 
Ellipse,  wenn  der  dem  Schnittpunkte  S  der  Punkt- 
reiben  entsprechende  Punkt  auf  einer  der  Geraden 
zwischen  S  und  den  Oegenpnnkt  fSllt.  In  allen  an- 
deren FXUen  entsteht  eine  Hyperbel,* 

Die  Hüllbabn  einer  beliebigen  Geraden  bei  der  von  uns  betrachteten 
Bewegung  ist  nach  den  in  §  2  mltgetheilten  Sätzen  Milinowski's  «ne 

*  Tergl   QretBchel,  Organische  Geometrie,  S.  77  n.  78.     ,-.  , 

,     ...ükLjQOglc 
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Carre  vierter  Ordnang,  and  sechster  Glosse,  die  jeden  Kegelschnitt, 
velchen  ein  Pnnkt  der  Geraden  beschreibt,  in  vier  Ponkten  berührt. 
Die  beiden  geraden  Linien,  welche  die  Schnittpunkte  der  bewegten  Ge- 
raden mit  dem  Wendekreise  beschreiben,  und  die  onendlich  ferne  Ge- 
rade sind  Doppeltangeaten  dieser  Cnrre.  Falls  der  ArfinitHtspol  S  ein 
■elbstentsprecb ender  Punkt  wird,  also  9,  nnd  g^  perBpectivisch  Hegen, 
löst  sich  das  Strahl enbüschel  dieses  Pnnktes  von  den  Enveloppen  ab,  die 
Ordnang  der  HttUhahnen  sinkt  um  2,  die  Classe  nm  I  Einheit.  Die 
Enveloppe  der  Geraden  •^(''i  wird  also  in  diesem  Falle  ein  Punkt.  Alle 
Tn^ectorien  laufen  durch  <S;  der  AffinitStspol  wird  ein  Keimpunkt  des 
Systems.  — 

Einen  wichtigem  Specialfall  gewinnen  wir,  indem  wir  P^  und  P^ 
mit  5  zusammenfallen  lassen,  also  g^  so  lange  verschieben,  bis  P, P^  zu 
Nnll  wird.  Der  Wendekreis  der  mittlem  Lage  w  reducirt  sich  in  diesem 
Falle  anf  den  Punkt  S;  die  Mittelpunkte  aller  beschriebeDen  Hyperbeln- 
fallen also  in  S.  Die  sitmmtlicben  vorhin  hergeleiteten  SKtze  bleiben  mit 
leichten  Modificationen  bestehen.  Ist  wieder  ^^^j  die  ähnlich-veränder- 
liche Gerade  (Fig.  9),  deren  Punkte  J^  und  A^  die  collinearen  Geraden 
ffi  und  fff  beschreiben,  Q  ein  hiermit  bewegter  Systempunkt,  so  folgt  mit 
Rflcksicht  auf  Sats  36}  und  die  Formel  fitr  die  Brennweite  der  von  Q 
beschriebenen  Hyperbel 

40)  Der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte,  welche  Hy- 
perbeln mit  gleicher  Brennweite  beschreiben,  ist  stets 
auf  einer  ähnlich-veränderlichen  Lemniscate,  deren 
Brennpunkte  momentan  A^  und  A^  sind. 

Hieraus  ergebt  sich  in  gleicher  Weise  wie  frttherv 

41)  Die  Azen  der  beschriebenen  Hyperbeln  drtlcken  sich 
linear  aus  durch  die  Nebenaxen  der  durch  den  betrach- 
teten Systempnnkt  laufenden  Kegelschnitte,  deren 
Brennpunkte  die  entsprechenden  Punkte  ^,  und  J^  sind. 

Der  Geschwindigkeitspol  der  Bewegung  wird  fHr  diesen  Fall  erhal 
ten,  indem  man  entweder  zu  S,  ^,  und  J^  den  vierten,  mit  S  conjugir- 
ten  harmonischen  Punkt  sucht  oder,  da  die  Hitte  von  AjA^  der  Beruh- 
magspnnkt  dieser  Linie  mit  ihrer  Enveloppe  ist,  durch  diese  Mitte  einen 
die  Gerade  ;,  in  A^  berührenden  Kreis  legt,  welcher  den  momentanen 
Wendekreis  im  Pol  P  trifft.  Da  die  Gerade  AiA^  dieselbe  HUllbahn 
beschreibt,  wie  ihre  Hitte,  der  Punkt  B,  ist  B  ein  Punkt  des  ausgezeich- 
neten Kreises  der  Bewegung.  Die  Mittel  senkrechte  von  Aj  A^  geht  dnrch 
den  Mittelpunkt  Z,  de;-  hypoTbolischen  Involution,  welche  die  Aehnlich- 
keitspole  zwischen  den  conjugirten  Richtungen  auf  dem  momentanen 
Wendekreise  n^  bilden.     Die  Hittelsenkrechte  von  A^A^  halbirt  die  swi 
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■chen  den  Punkten  Aj  nnd  A^  gelegenen  Bogen  des  Wendekreises;  A\t 
Schnittpunkte  des  Wendekreis«  nnd  der  Uittelsenkreehten  Hegen  also 
auf  den  Azen  der  vom  Punkte  B  beschriebenen  Hyperbel.  Und  da  die 
Mittelsenkrechte  die  Normale  dieser  Hyperbel,  folgt: 

42)  Die   betrachtete  Art   der  Bewegung  eines  Shnlich-ver- 
Ksderlicben    Systems    wird    erbalten,    indem    man   die 
Normale  einer  Hyperbel  als  eine  Khnlich-Terknderliebe 
Gerade  betrachtet,  welche  mit  iweien  ihrer  Punkte  die 
Hyperhelazen  beschreibt. 
Der  Qeacbwindigfceitspol  P  (Fig.  9}  wird  im  Schnittpunkte  der  Idni« 
SZ^  mit  dem  Wendekreise  nl^  gefunden;  denn  S,  J^,  P  nnd  J^  sind  har- 
monische PnnktB.     Der  Ertlmmnngsmittelpnnkt  0  der  vom  Punkte  ß  be- 
schriebenen   Trajectorie    mnss,    da    dieser    Funkt    dem    ansgeKeicboeteu 
Kreise  angehCrt,  auf  der  zum  Leitstrahl  Pß  in  P  errichteten  Senkrech- 
ten PO  liegen. *    Aus  den  Eigenschaften  der  bannoDischen  Strahlen  5Z,, 

ST,  SB,  Sü  folgt  ,   „„^       , 

'        '  ■   ■*  LßST=LTSP, 

daher,  den  Schnitt  von  Sß  nnd  n>,  durch  V  beseichnend, 

ABVO^ABPO. 

Demnach  geht  OF  durch  den  Gegenpttnkt  ff  von  S  auf  dem  Kreise  »,. 

HiemuB   ergiebt   sich    folgende   äusserst   einfache  Construction   Kr  den 

Erfimmnngsmittelpnnkt  0  der  Hyperbel:** 

Verbinde  den  Hyperbelpunkt  ß  mit  dem  Mittelpunkte  S 
and  errichte  su  dieser  Verbindungslinie  in  S  eine  Senk- 
rechte, welche  die  Hyperbelnormale  in  Ä  schneidet.  Die 
Hyperbelnormale  treffe  die  Axen  in  T  and  f/;  trSgt  man  die 
Strecke  UX  von  T  aus  nach  entgegengesetzter  BichtiiDg  ab, 
macht  also  VX=TO,  so  ist  0  der  zum  Punkte  B  gflh6rige 
Erümmungsmittelpankt  der  Hyperbel. 

Vorstehende  Construction  setzt  also  nur  die  Kenntniss  der  Azenricb' 
tungen  nnd  der  Normalen  voraus. 


Nach  den  Ergebnissen  des  letzten  Abschnittes  darf  die  Methode,  die 
Eigenschaften  affiner  Figuren  durch  die  Bewegung  der  sie  erzeugenden 
Ibnl  ich -veränderlichen  Systeme  aafenfinden,  wohl  als  eise  fmcbthringenile 
bezeichnet  werden.  Noch  mehr  wird  dies  im  laufenden  Paragraphen  bri 
der  Untersuchung  der  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlicben  Systems 

*  VergL  GeiBenbeimer,  Untersuchong  der  Bewegung  ähnlich -verSuder- 

licher  Syiteme.    Zeitschrift  f  Math.  u.  Phjg.,  Bd.  XXIV  S.  164.    Die  ConstmctioD 

läset  sich  bei  allen  Curven,  deien  Gleichung  laatet  z" .  y  -  ConntcuK,  anwenden. 

**  Diese  ConatractioD  habe  ich    ohne  ZnlUgung  eines  Beweiees  bereits  in 

Bd.  XX.  dieser  Zeitschrift  veröffentlicht 
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bflTVoitreten ,  in  welchem  zwei  nod  dslier  alle  Systempunkte  offlna  Ellip- 
Mn  besch  reiben. 

Uie  Eigen  schaden  einer  solchen  Bewegung  gewinnen  einen  anschau- 
lichen Ansdrack,  wenn  wir,  wie  Barmeater,  eine  BeschlennignngBphase 
dea  Systems  einführen.  Wir  setzen  im  Folgenden  Toraas,  eine  Trajec- 
torie  des  Systems  werde  vom  Syetemptinkte  bo  durchlanfen ,  daas  die 
Besuhlennignng  in  jedem  Augenblicke  mit  dem  Ellipsenhalbmeseer  der 
Bahn  nach  Richtung  and  Grösse  znsammen falle.  Diese  Voiaossetsang 
Ist  immer  erlaubt;  sie  ßtllt  mit  der  Annahme  eusammen,  daes  die  be- 
trachtete Ellipsen  he  wegung  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  derselben 
Dmlanfsdaner  affin  sei. 

Ans  der  AffinitSt  der  beschriebenen  Ellipsen  folgt,  dass  unsere  Vor- 
■nasetaung  f^r  alte  Bahnen  ihre  Geltung  beibehält. 

43)  Das  System  der  Beschleunignngsph&se  fällt  mit  dem 
System  der  Ellipsenroittelpnnkte  znsammen.  Die  Be- 
scfalennignngsphase  ist  also  fUr  alle  Phasen  des  äbn- 
lich-veräDderlicben  Systems  constant. 

Die  Punkte  des  momentanen  Wendekreises  beschreiben  gerade  Linien. 
Für  die  Mitten  derselben  ist  der  Bahnhalbmesser  Nnll,  also  auch  die 
Bescblennignng  Null. 

44)  Die  Beschlennignngspbase  des  Wendekreises  ist  der 
geometrische  Ort  der  BeschleunigungBpole. 

Jeder  B es chleunigungB pol  kann  auch  als  Aehnlichkeitspol  der  sämmt- 
lichen,  einer  Bewegungephase  angehörigen  Darchmesser  betrachtet  werden. 
Da  bei  der  Ellipse  zwei  conjngirte  Durchmesser  nie  zusammenfallen,  folgt: 

45)  DieAehnlichkeitspoIe  coojngirter  Durchmesser  bilden 
auf  der  Beechlettnigungsphase  des  Wendekreises  eine 
elliptische  Involution. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Aehnlichkeit ,  welche  zwischen  einer  Phase 
des  bewegten  Systems  und  der  Beacbleunigungsphase  berrscbt,  folgt  weiter: 

46)  Der  geometrische  Ort  fHr  die  Mittelpunkte  solcher 
Ellipsen,  in  welchen  die  Scheitel  der  unter  einem  festen 
Winkel  gegen  einander  geneigten  conjugirten  Durch- 
messer gleichzeitig  passirt  werden,  liegen  auf  einem 
Kreise,  welcher  die  Beschlennigungspbase  des  Wende- 
kreises in  den  diesen  Durchmessern  entsprechenden 
Aebniichkeitspnnkten  unter  dem  erwähnten  festen 
Winkel  schneidet. 

Die  Mittelpunkte  solcher  Ellipsen,  deren  Axenscheitel  gleichzeitig 
passirt  werden,  liegen  also  in  Ortho gonalkreisen,  welche  die  Bescblenni- 
gongsphase  der  durch  die  El lipsensch eitel  laufenden  Lothkreise  bilden. 
Je  zwei  solcher  Lothkreise  haben  eine  gemeinschaftliche  Beschleunigung«- 
phaae. 
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durch  <^, ,  ^j,   dann  aneb  dnrch  P,  Z  harmonisch  getheilt.    Nach  einem 
bekannten  Satie  aber  inTolntorigchn  Pnnktreiben  folgt  dann 

L  A^PB^  L  ZPA^  =  L  SAi  At 

LPBT=LPAtB  +  LAiPB  =  LPA^B  +  LSA^A^  =  LPA^S' 
Da  A^S  die  Normale  der  vom  Fnnkte  A^  beschriebenen  Cnrre,  folgt  aas 
der  Gleichheit  der  Winkel  LPBT  nnd  LPA,S,  daas  BT  die  Normale, 
also  B£i  die  Tangente  an  die  vom  Punkt«  B  beschriebene  Curre  bildet. 
Die  Hitte  der  Geraden  ^lA^  beschreibt  «ine  Ellipse,  en  welcher  A^J^ 
beständig  normal  steht.  Punkt  ß,  die  Hitte  derGeraden^,>4j,  ist  also  in  jeder 
Phase  der  Bewegung  ein  Punkt  des  ausgezeicbneten  Kreieee  dieser  Phase. 
Für  die  halben  Azen  der  vom  Punkte  B  beschriebenen  Ellipse  findet  sicli 

«  =  -2--       *  =  -2— 
49)  Die  Mitte  der  Verbindungslinie  homologer  Punkte  in 
zwei  ungleicbwendig-äbnlichen,  concentrischen  Krei- 
sen   beschreibt   eine   Ellipse,   welche   stets    zu   dieser 
Verbindungslinie  normal  steht.     Die  Axeu  dieser  El- 
lipse  sind  gleich  der  Summ«  und  Differenz  der  Kreis- 
radien.» 
50}   Der  nach   aussen  fallende  Abschnitt,    welchen  der  mit 
der  Summe,    und  ein  nach  innen   fallender  Abschnitt, 
welchen    der    mit   der  Differenz   der  halben   Axen  ans 
dem  Mittelpunkt  geschlagene  Ereis  auf  der  Ellipsen- 
normalen  bildet,  sind  einander  gleich;  nnd  die  Linien, 
welche  die  Endpunkte  dieser  Abschnitte  mit  dem  Mit- 
telpunkte yerbinden,    bilden   gleiche  Winkel  mit   den 
Axen. 
Ein  Vergleich  mit  den   in  §  5  hergeleiteten  Sätsen  zeigt,   dass  der 
vorstehende  Satz   ein  Analogen   au    dem   bekannten  Satze   der  Hyperbel 
bildet:    die    Abschnitte   der  Asymptoten   auf   der  Hyperbel  tan  gente  sind 
einander  gleich. 

Die  Brennweite  der  vom  Punkte  B  heschriebenen  Ellipse  ist  ya'~b' 
^yr^Tr^.  Betrachten  wir  SA^  und  SA^  als  Asymptoten  einer  dnrch  B 
gehenden  Hyperbel,  folgt  ftir  die  Brennweite  dieser  Hyperbel  j/SAi.SA^ 
=  J^r,  .Tj,  also  derselbe  Werth,  wie  fllr  die  Ellipse, 


*  Eine  VeraUgemeineniDg  dieses  Batzes  lautet:  Bewegt  ti<di  eine  UmÜcfa- 
verftnderliche  Gerade  mit  ihren  Endpunkten  auf  concentrischen  Ereisen,  so  beaittt 
derjenige  Punkt,  welcher  diese  Gerade  nach  dem  Verhältniss  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten der  Endpunkte  verlHugert,  eine  cnr  bewegten  Geraden  orthogonale  Ge- 
schwindigkeit. Ist  das  Verl^ltDisa  der  Winkelgeschwindigkeiten  constant,  so  be- 
schreibt dieier  Pnnkt  eine  oyklisohe  Carve. 
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51)  Der  geometTiBcbe  Ort  fflr  die  Bchnittpttnkte,  welche 
durch  die  Normalen  einer  featen  Ellipse  nnd  die  Aejui- 
ptoten  der  in  den  Fnsspankten  sebneidenden  confo- 
calen  Hyperbeln  gebildet  werden.  Befällt  In  zwei  con- 
centrische  Kreise  mit  der  Snmm«  nnd  DifTerenz  der 
Ellipsenbalbazen  als  Radien. 
Fflr   die  Ezcentricität    einer   beliebigen,    im   Spatem  beachrlebenen 


Ellipse  folgt  2//r,.i 


mit  gleicher  Excentricität  beachreibeD,  befinden  sich  also  in  jeder  Phase 
auf  einer  Sbulicb-Teränderlicben  Lemniscate.  Feiner  folgt  ans  den  For- 
meln, daae  alle  Punkte  in  der  Peripherie  eines  Kreises,  welcher  ^i^f 
orthogonal  und  harmonisch  schneidet,  ähaliche  Ellipsen  beschreiben.  Ein 
Grenzfall    dieser  Kreise  wird  dnrcb  die  Mittelseakrechte  B^  dargestellt. 

Da  B  bei  der  von  nns  betrachteten  Bewegung  ein  Paukt  des  ans- 
gezeichneten  Kreises,  wird  der  Krümmnngsmittelpnnkt  0  des  von  B  be- 
schriebenen Cnrven Clements  erhalten,  indem  man  PO  senkrecht  ztim  Leit- 
strahl  PB  zieht.  Die  Linie  SB  schneide  den  Wendekreis  w  in  F.  Da 
ercVP=areVy,  folgt 

^BPO^ABVO. 
Da  LBV0=1R,  geht  OV  dnrcb  dpn  Gegenpnnkt  ff  von  S  anF  m,  und 
es  ergiebt  sich  die  gleiche  einfache  ConstrnctioD  fUr  den  Erlim- 
muDgsmittelpnnkt  derEllipse,  wie  sie  in  §  5  fflr  dieHyper- 
bel  hergeleitet  wurde.  Schneidet  also  die  zum  Ellipsen- 
halbmesser SB  im  Mittelpunkte  errichtete  Senkrechte  die 
Normale  in  X  nnd  macht  man  ÜO=TX,  so  ist  0  der  Krtlm- 
mnngamittelpunkt  für  den  Punkt  B. 

Für  die  Art  der  Bewegung  nnseres  Systems  folgt,  ebenfalls  ent- 
sprechend zn  §  5: 

52)  Die  betrachtete  Art  der  Bewegung  eines  Ähnlich-ver- 
änderlichen Systems  wird  erhalten,  indem  man  die 
Normale  einer  Ellipse  als  eine  ähnlich-veränderliche 
Gerade  betrachtet,  welche  mit  zweien  ihrer  Punkte 
die  Axen  der  Ellipse  beschreibt. 

Der  Geschwindigkeitspol  dieser  Bewegung  wird  im  Schnittpunkte  der 
Linie  SZ  mit  dem  Wendekreise  gefunden;  Z  ist  der  Fol  der  momentanen 
Ellipsen tangente  in  Being  auf  den  Wendekreis  tv.  — 

Ist  die  Centrale  #,  JVj  der  Grundkreise  m^  und  m,  nicht  gleich  Null, 
so  läset  sieh  in  die  vorstehenden  Sätze  atatt  der  variablen  Punkte  J^  und  A^ 
H,  nnd  JV,,  also  statt  der  Geraden  .4,.4j  ihre  Bescfaleunignngsphase  JU^M^ 
einfuhren. 

53)  Die  Axen  der  beschriebenen  Ellipsen  lassen  sich  durch  ^ 
die  Hanptaxen   der  durch  ihren  Mittelpunkt  gebondeti 
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confocalen  Eegelachoitte,   deren  Brennpunkte  M^  und 
jV,  Bind,   linear  ausdrucken.     Die  Axen   der  beschrie- 
benen Ellipsen  bilden  mit  den  Tangeuten  dieser  beiden 
confocalen   Kegelschnitte   denselben   Winkel,   wie  die 
Centrale  der  Ornndkreiae  mit  der  sich  selbst  entspre- 
chenden Richtung  dieser  beiden  nngleichwendig-lhn- 
licben  Kreise. 
54)   Der  geometrische  Ort  fflr  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen 
mit  gleicher  EzceutricitSt  ist  eine  Lemniscate. 
Die  HUUbahu  einer  beliebigen  Geraden  ist  eine  Cnrve  vierter  Ord- 
nung und  sechster  Clasae,   die  jede  Ellipse,   welche  ein  Funkt  der  Oe- 
radeh  besuhreibt,  in  vier  Funkten  berührt.     Die  beiden  geraden  Linien, 
welche    die  Schnittpunkte    der    bewegten  Gleradeo  mit  dem  Wendekreise 
beschrdben,  und  die  unendlich  ferne  Gerade  sind  Doppeltangenten  dieser 
Gurre. 

Einen  bemerken awertben  Ausnahmefall  bildet  die  HUlIbahn  der  Mit- 
tels enk  rechten  von  A^4^.  Es  wurde  bereite  ecwlthnt,  dass  die  Punkte 
der  Mittels  enk  rechten  fthnliche  Ellipsen  beschreiben;  und  da  diese  ähn- 
lichen Ellipsen  auch  Xhnlicbe  Lage  haben ,  lösen  sich  von  der  Envelnppe 
derselben  die  Strahlbüscbel  zweier  unendlich  fernen,  allen  Ellipsen  ge- 
rne! nschaftli  eben  Schnittpunkte  ab.  Die  Classe  der  UOllbahn  sinkt  also 
nm  2  Einheiten,  sie  wird  ein  Kegelschnitt.  Jedem  Funkte  eines  Gnind- 
kreises  entspricht  ein  Punkt  dieses  Kegelschnittes.  Es  ISsst  sich  aber 
auch  zeigen,  dass  jedem  Funkte  des  letztem  nur  ein  Funkt  in  jedem 
der  Gmndkreise  entsprechen  kann.  Denn  würden  ihm  mehrere  ent- 
sprechen, so  mttssten  die  zwischen  diesen  Funkten  gezogenen  Verbin- 
dnngslinien,  weil  ihnen  dieselbe  Mittele  enk  rechte  angehfiren  soll,  parallel, 
die  Sehnen  beider  Gmndkreise  zwischen  den  Endpunkten  der  verschie- 
deneu Verbindangelinien  gleich  und  gegen  die  Mittelsenkrechte  gleich 
geneigt  sein,  was  nur  mSglich,  wenn  die  Grundkreise  congiuent  sind 
und  symmetrisch  zur  Centralen  durchlaufen  werden.  Sehen  wir  von 
diesem  Falle,  in  welchem  die  Mittelsenkrechte  eine  feste  Lage  wfthrend 
der  Bewegung  beibehält,  ab,  so  folgt,  dass  die  Besiehnng  zwischen  den 
Punkten  und  Tangenten  der  von  der  Mittelsenkrechten  beschriebenen 
HUllbahn  und  den  zugehörigen  Punkten  der  Gmndkreise  eine  gegenseitig 
eindeutige  ist;  Grnndkreis  und  HUllbahn  sind  also  coIUnear.  Den  As^- 
ptoten  der  Hflllbahn  entsprechen  nach  13)  die  Berührungspunkte  der  vom 
Situationsp unkte  an  den  Gmndkreis  gezogenen  Tangenten. 

fi5)  Die  Hüllbahn  der  Mittelsenkrechten  ist  ein  sn  jedem 
Gmndkreise  projectivischer  Kegelschnitt,  dessen  Mit- 
telpunkt dem  Situationspunkte  der  Gmndkreise  ent- 
spricht. 
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Pitr«lleleD  Tangenten  dieses  Eegelacbnitlea  entsprechen  paralUle 
Hittelsenkt echten.  Liegen  daher  zvei  Fnnkte  eines  Gnindkreises  Kai 
einer  dnrch  den  Sitnationspankt  gehenden  Geraden,  so  sind  die  Verbin- 
dnngelinien  dieaoi  Punkte  mit  ihren  homologen  anf  dem  andern  Gnind- 
kreise  einander  parallel.  Dies  folgt  anch  ans  der  Constanz  des  Verhält- 
nisses, welches  entsprechende  Strecken  im  System  der  beiden  Gmnd- 
kreise  besitzen. 

Wird  der  Sitnationspnnkt  S  zum  Eeimpnnkt  des  äbnlich-TerSnder- 
liehen  Systems,  gehen  also  die  Gmndkreise  und  daher  anch  die  beschrie- 
benen Ellipsen  durch  diesen  Pnnkt,  so  sinkt  die  Ordnung  für  die  Htill- 
bahn  einer  beliebigen  Geraden  vieder  nm  2,  die  Clssse  nm  1.  Die 
Hittelsenkrechte  geht  also  in  diesem  Falle  stets  dnrch  einen  festen  Punkt. 
Werde»  anf  den  Ornadkreisen  einmal  die  dem  Punkte  5  unendlich  nahen, 
ein  zweites  Mal  die  Gegenpunkte  von  S  zor  Construction  der  Mittel- 
senkrechten benutzt,  so  ergiebt  sich  als  gemeinschaftlicher  Pnnkt  aller 
Mittelsenkrechten  die  Mitte  der  Strecke  zwischea  den  Gegeopnnkten, 

Die  üntersucbnng  eines  Ühnlich - Terftnderlichen  Systems,  in  welchem 
zwei  Systempunhte  affine  Parabeln  beschreiben,  wird  in  entsprechen- 
der Weise  durchgeführt  (Fig.  J2). 

Die  Durchmesser  einer  Parabel  sind  parallel;  und  da  sich  in  affinen 
Parabeln  die  Durchmesser  entsprechen,  rückt  der  Äehulichkeitspol  D 
dieser  Durchmesser  in  einer  Geraden  g  fort,  welche  den  AIHnitätspol  S 
entbXlt. 

Znr  Bestimmung  der  Bewegung  sei  die  Parabel  o  gegeben,  welche 
der  Mittelpunkt  0  des  Wendekreises  dnrchlfiuft.  Der  irgend  einer  Phase 
des  Systems  angehSrige  Wendekreis  tu  schneidet  die  Gerade  g  im  Affini- 
ttttspol  S  und  im  Äehnlichkeitspnnkte  D  der  momentan  erreichten  Parabel- 
'dorchmes^er.  Da  der  Gegenpunkt  £|  von  D  anf  m  eine  zu  g  senkrechte 
Geschwindigkeit  besitzt,  folgt,  dass  der  Durchmesser  der  vom  Wende- 
kreismittel punkte  beschriebeDen  Parabel  o  senkrecht  zu  g  steht.  Aus  der 
Gleichung  dieser  Parabel  ergiebt  sich,  dass  die  Strecke  SD^  eine  qua- 
dratische Function  der  Strecke  SD  ist;  oder  allgemeinen 

56)    Beschreibt     eine     ähnlich  -  verÄuderliche    Gerade     mit 

zweien    ihrer  Punkte    gerade    Linien    derart,    dass  eine 

derselben  mit  constanter,  die  zweite  mit  gleichförmig- 

beBcfaleunigter  Geschwindigkeit  durchlaufen  wird,   so 

bewegen  sich  die  Systempunkte  in  affinen  Parabeln. 

Der  Geschwindigkeitspol   der  Bewegung,   P,   wird  im  Schnittpunkte 

der  Tom  Affinitätspol  S  auf  die  in  0  an  o  gelegte  Parabel  tau  gente   OT 

gefällten  Senkrechten  mit  dem  Wendekreise  gefunden. 

ZaitMlirtn  i.  HiHiamiUk  u.  Ph/tik  XZIT,  D.  26 
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Ist  A  ein  beliebiger  Syatempnnkt,  nud  bezeichnen  wir  den  momen- 
tanen OeschwindigkeitEwinkel,  LPOT=LSOT,  mit  ip,  den  Winkel  des 
Dnrcbmesaers  mit  seinem  nach  D  gesogenen  Leitstrahl  dnrcb  v,  femer 
L  PÄD  durch  X,  80  ergiebt  sich  für  den  Winkel  i.,  welchen  momentan 
die   Tangente   und   der  Dnrchmeafier  der  von  A  beschriebenen  Psrsbel 

bilden,  _    _ 

Soll  i.  ein  Becbter  sein ,  folgt 

*  =  90-(v-v)  =  90-i.Pi',O. 

57)  Der   geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  momentan 

den     Scheitel     ihrer    Bahn     dnrcblanfen,     ist    ein    den 

Wendekreis  in  P  nnd  D  orthogonal  acbneidender  Kreis. 

Den   Eadins    des  Wendekreises   R,    den    des  Orthogonalkreises    A, 

nennend,  wird 

^  PO  „  PD  Tt,  ,         ^ 

Beseicbncn  wir  die  Parabeiordinate  fifr  o  in  Being  auf  die  Axe  mit 
y,  den  Haoptparameter  dieser  Parabel  mit  p,  folgt 

•lao  ' 

In  einer  beliebigen  andern  Phase  geht  der  sn  A,  gehörige  Ortho- 
gooalkreis  in  einen  Kreis  über,  welcher  OD  in  D  berührt,  so  das6  also 
jeder  den  Badins  im  Endpunkte  D  berttfarende  Kreis  nur  solche  Paokte 
enthält,  welche  den  Scheitel  der  von  ihnen  beschriebenen  Bahnen  gleich- 
zeitig   passiren.      Da   jedoch    das   Verbältniss    ■—    zwischen    den   Badien 

zweier  Kreise  des  Systems  von  der  Phase  nnahhSngig  ist,  iKsst  sich  ans 
der  in  58)  gefundenen  Proportion  die  Lage  desjenigen  Wendekreises,  ^t 
welchen  ein  Fnnkt  den  Scheitel  seiner  Bahn  erreicht,  bestimmen. 

Der  zn  einem  Punkte  einer  Parabel  gehörige  Parameter  ist  dem 
Quadrat  der  zur  Tangente  dieses  Pnnktes  parallelen  Ordinate  direct,  der 
auf  dem  Durchmesser  des  Punktes  hierdurch  gebildeten  Abscisse  am- 
gekehrt  proportional.  Bezeichnet  c  eine  Constante,  folgt  fdr  den  inm 
beliebigen   Punkte  A  gehörigen  Parameter  der  von   diesem  Punkte  be- 

PA* 
schriebenen  Bahn  <^--fr:-     Um  den  Hauptparameter  p,  dieser  Bahn  an 

erhalten,  ist  dieser  Ausdruck  fdr  den  NehenpaTameter  mit  tin*l  zn  mnl- 
tipliciren.     Demnach  folgt: 

PA* 
Pi  =  c.—  sm*{v->p-x). 

In  gleicher  Weise  folgt  ftlr  den  Parameter  j>  der  Parabel  »'OOglc 
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„,,.,.  Pi^     si"«*(v-(p  — •() 

,  =  c.Ä...n>-9),  daher  f,=p.^-^.      ^,^^_yj    ■ 

Der  Scimittpnnkt  der  Linie  DA  mit  m  sei    17,  so  ergiebt  sieb  i 


Dreieck  P.^1; 

PA.tm{,-,-,', 

daher 
69) 

Die  rechte  Seite  stellt  einen  für  alle  Pbasen  des  Systems  constanteo  Ans- 
dmck  dar. 

Für  die  von  den  Geraden  des  Systems  beschrieboDen  HdUbahnen 
ergiebt  sicli  Folgendes; 

Die  Hüllbabn  einer  beliebigen  Geraden  ist  wieder  eine  Cnrve  sechs- 
ter Ordnung  and  vierter  Classe.  Die  Paukte  der  Geraden  i>Z>,  beschrei- 
ben Parabeln,  deren  Darchmeeser  parallel  sind.  Demnach  löst  sich  von 
der  Hällbabn  der  Geraden  DDy  ein  unendlich  ferner  Punkt  ab,  dieselbe 
wird  vierter  Ordnnng  nnd  dritter  Classe.  Falls  die  Parabel  o  die  Ge- 
rade g  berührt,  wird  letztere  eine  gemeinschaftliche  Tangente  der  von 
ihren  Punkten  beschriebenen  Parabeln  nnd  sondert  sieb  daher  von  der 
Hmibaha  ab;  dieselbe  wird  dritter  Ordonng  nnd  dritter  Classe  mit  einer 
Asymptote,  welche  der  zweiten,  von  S  an  o  müglichen  Tangente  ent- 
spricht. Wird  S  ein  Keimpnnkt  des  Systems,  so  wird  die  Enveloppe  der 
Geraden  DD^  eine  Parabel,  deren  Aze  parallel  SD^  ist  und  welche  die 
Grerade  p  tsngtrt.  Ein  derartiger  Fall  findet  z.  B.  bei  der  Eraengnng 
solcher  Warfparabeln  eines  Punktes  statt,  für  welche  die  Endpunkte  der 
im  Ausgangs pnnkte  angetragenen  Geschwindigkeiten  in  eine  Gerade  fallen. 

Wenn  der  Scheitel  von  o  in  5  die  Gerade  g  berührt,  tangiren  alle 
Parabeln  des  Systems  die  Gerade  q  in  diesem  Punkte.  In  diesem  bemer- 
kenswerthen  Specialfalle  beschreibt  der  Endpunkt  B  der  über  D  hinaus 
um  sich  selbst  verUngerten  Linie  DDy  eine  diese  Gerade  beständig  be- 
itlhrende  Parabel.  B  ist  also  ein  Punkt  des  ansgeeeichneten, 
Kreises  der  Bewegung.  Zu  den  HUllbahnen,  welche  in  diesem  Falle 
beschrieben  werden,  gehört  aach  die  Evolute  der  von  DD^  umhtlllten 
Parabel.  Da  der  Wendekreis  und  der  ausgezeichnete  Kreis  der  Bewegung 
bekannt  sind,  ist  der  Rttckkebrkreis  nnd  hiermit  der  Kidmmangs- 
mittelpunkt  der  Parabelevolute  zu  finden.  In  gleicher  Weise 
llsst  sich  Übrigens  anch  mit  Hilfe  der  in  §g  5  nnd  6  betrachteten  Be- 
wegung, welche  durch  die  Gleitnng  der  ähnlich -verknderlicben  Hyperbel- 
oder  Ellipsen  normalen  zwischen  den  Axen  des  Kegelschnittes  bestimmt 
wurde,  der  Krtlmmnngsmittelpunkt  der  Hyperbel-  und  Ellip- 
senevolute coDBtmiren.  Eine  gegen  die  Curvennormale  beliebig  ge-, 
neigte  Gerade,  welche  durch  den  bei  Betrachtung  der  eben  kerrorgeho-'^ 
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benen  Specialftlle  erwähnten  Pnukt  B  des  anagezeicbneten  Kreises  geht, 
alGO  die  von  B  boBchriebene  Gnrve  in  allen  Phasen  unter  gleichem  Win- 
kel  schneidet,    trifft   den    momentanen  Wendekreis   in    zwei  leellen  oder 
imaginKren  Punkten ,    welche   gerade  Linien    beacbreiben.     Demnach  gilt 
der  Satz: 
60)   Alle  einen  Kegelschnitt  isogonal  schneidenden  gera- 
den Linien  werden   dnrch  zwei  ans   dem  Mittelpunkte 
oder,  falls  dieser  wegfSUt,  durch  zwei  ans  dem  Scheitel 
laufende  Geraden    vom   Schnittpnnkto    mit  der   Cnrve 
ans  nach  constantem  VerhSltniss  getheilt.     Die  beiden 
theilenden   Geraden,    welche    sich    durch    den  Winkel 
der   isogonal  schneidenden  Linien  mit   der  Curve  be- 
stimmen, sind  involntorisch  gepaart.* 


*  Satz  60)  lHaat  uch  auf  alle  Curven  auadehoen,  deren  Oleichnug  in  reellen 
oder  im&^iUteen  Coordinateu  lautet  ir"  .  y  =  Constans. 


idbyGoOglc 


xxni. 

üeber  Glaichstimmigkeit  nnd  üngleichstiinmigkeit 
der  r&nnilicheii  Collineation. 

Von 
Prof.   Dr.   GrUlDO  HauCK 


la  meinem  Aafsatze  „Axonometriscbe  Theorie  der  perspectivischen 
and  projectmachen  Collineatioa  im  Banme"  im  XXI.  Jahrgang  (1876) 
dieser  Zeitschrift  habe  ich  (S.  407  und  411)  den  Satz  aufgestellt,  dase 
in  zwei  collinearen  ränmlichen  Systemen  entsprechende  I'reistrahlen  ent- 
Tfld^r  sfimmtlicb  gleicbstimmig  oder  sSmmtlich  angleichstimmig  sind.  Ich 
nannte  im  ursten  Falle  die  coUineare  Verwandtschaft  eine  gleichstim- 
mige,  im  zweiten  Falle  eine  nngleichetimmige. 

Es    schien    mir  bis   zn   einem    gewissen  Grade  selbstverständlich  zq 
sein,     daaa    in    zwei    reell-projectiTischen    Systemen    einem    beEtimmten    • 
Drehnngssinne  im  einen  System  ein  bestimmer  Diehnngssinn  im  andern 
entsprechen    mnss.      Ich   glaubte   mich    daher  anf  eine  bloaae  Andeutung 
des  Beweises   beecbrftnken   an  dfirfen   und  gab  eine  solche  in  folgender 

„Liegen  hei  zwei  centriscb-collinearen  Systemen  in  collinearer  Lage 
Collineationscentnim  nnd  Colli  neatio  na  ebene  zwischen  Gegenebene  und 
FIncbtebene,  so  liegt  jeder  Punkt  der  Originalfignr  mit  seinem  Bilde  anf 
einer  nnd  derselben  Seite  der  Collineationsebene.  Hieraus  folgt,  dass 
jeder  Dreistrahl  der  Originaltignr  mit  seinem  Bilde  gleicbstimmig  ist. 
(Denn  sind  Sf ,  5,,  S^  die  Spuren  der  drei  Strahlen  in  der  Collineations- 
ebene, P  nnd  n  die  zwei  Scheitel,  so  liegen  die  Spitzen  P  und  II  der 
zwei  Pyramiden  S^S^S^P  nnd  S^S^S^Ü  auf  etnei  und  derselben  Seite  der 
gemeinschaftlichen  Grandfläche.)  Liegen  dagegen  FIncbtebene  nnd  6e- 
genebeae  zwbchen  Colli neationscentrum  nnd  Collineationsebene,  so  liegen 
irgend  zwei  entsprechende  Punkte  anf  entgegengesetzten  Seiten  der  Col- 
lineationsebene, nnd  hieraus  folgt,  dass  jeder  Dreisträhl  der  Originalfigur 

•  S.  S.  407,  411  imd  414. 
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mit  seinem  Bilde  angleichstimmig  ist."  . . .  „Dass  dei  im  Torangeh enden 
znnfichBt  nur  fUr  die  centrische  Collineation  DachgewieBeoe  Satz  «nch  für 
die  projectivische  Collineation  gilt,  beweist  sieb  aus  der  Tbatsache,  dass 
SU  zwei  projectiviscb-GoUinearen  Systemen  jederzeit,  und  zwar  anf  FBnf- 
fach  unendlich. verscbiedene  Weise,  ein  drittes  construirt  werden  kann, 
das  mit  beiden  cen irisch  -  collinear  ist."  — 

Gegen  die  genannten  SStze  sind  nua  tod  Herrn  Stntm  Bedenken 
erhoben  worden.  Derselbe  sagt  in  einer  Besprechung  meines  Aufsatzes 
im  8.  Band  (Jahi^.  1876)  des  Jahrbuchs  über  die  Fortschritte  der  Hatbe- 
matik«,  S.  347: 

„Die  Begriffe  der  Gleicbstimmigkeit  und  Ungleicbstimmigkeit  scheinen 
nicht  klargestellt;  Referent  kann  sich  von  der  Bichtigkeit  der  Sätze  auf 
S.  407  nicht  fiberzeugen;  der  Verfasser  hat  nicht  an  den  Fall  gedacht, 
dass  ein  Pnnkt  und  die  Collineationsebene  auf  verscMedenen  Seiten  der 
Gegenebene  liegen,  oder  ihn  wenigstens  nicht  ausgeschlossen.  Es  giebt 
stets  gleiclistimmige  entsprechende  Figuren  und  ungleich- 
stimmige  bei  derselben  Collineation."  ...  „Die  ausfuhrliche  Be- 
handlung der  nnr  berührten  Aufgabe,  zu  zwei  allgemein -colUnearen 
Systemen  ein  mit  beiden  projectiviech  -  colli neares  zu  constmiren,  wäre 
erwünscht  gewesen."  — 

Die  in  Bede  stehende  Frage,  welche  von  fundamentaler  Bedeutung 
für  die  Natur  der  coUiDearen  Verwandtschaft  ist,  scheint  seither  —  ao 
weit  wenigstens  meine  Literaturkenntniss**  reicht  —  nicht  erschöpfend 
bebandelt  worden  zu  sein.***  Die  Wabrnebmung,  dass  ttber  die  Frage 
in  der  That  entgegengesetzte  Ansichten  unter  den  Vertretern  der  syn- 
thetischen Geometrie  exietiren,  lässt  mir  eine  eingehendere  Besprechung 
derselben  als  nothwendig  erscheinen.  Es  möge  mir  daher  gestattet  sein, 
im  Folgenden  ausführlichere  Betrachtangen  ttber  diesen  Gegenstand  an- 
zastellen,  welche  den  Zweck  haben,  die  Bichtigkeit  meiner  SStze  ausser 
Zweifel  zu  setzen. 


Was  zunächst  den  von  Herrn  Sturm  gemachten  Einwurf  anlangt, 
so  kann  ich  denselben  nicht  als  zutreffend  erkennen.  Es  ist  auf  den- 
selben (mit  Benutzung  der  obigen  Bezeichnungen)  zu  erwidern,  dass, 
wenn  Punkt  P  und  die  CollineationBefaene  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Gegenebene  liegen  und  <$,,  S^,  S^  die  Spuren  dreier  dnrch  P  gehender 
Geraden  bedeuten,  dem  Dreikant  P,  S^S^S^  nicht  das  eigentliche  Droikant 

*  Berlin,  1B7S. 

**  FQr  dieselbe  bin  ich  meinem  hoctTerehrten  Lehrer,  Herrn  Prof.  Qundel- 
finger  in  TQbingen,  tn  Danke  Terpfliohtet. 

•*•  Snt  T.  Standt  berührt  den  Gegenstand;  Tei'gl.  Geometrie  der  Loge, 
Art,  136,  and  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  Art  1S8. 
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n,  SiS^S^  collinear  entspricht,  sondern  Tielmehr  dessen  Sclteiteldreikant. 
Um  nämlich  du  einem  bestimmten  Dreikant  des  Origioalsystems  ent- 
sprechende üreik&Dt  des  Bildaystems  fea tzn stelle n ,  genügt  es  selbstver- 
Btändlieh  nicht,  die  den  drei  gegebenen  Kanten  entsprechenden  geraden 
Linien  zn  ermitteln,  sondern  man  hat  diejenigen  drei  Äeste  der  letzteren 
auBzQwählen,  deren  Pnnkte  den  Punkten  der  Kanten  des  gegebenen 
Dreiecks  entsprechen.  Diese  Aeste  werden  aber  im  vorliegenden  Falle 
nicht  durch  die  endlichen  Strecken  J75,,  n5j,  /ZS,  reprSsentirt ,  sondern 
durch  deren  unendliche  Ergänznngen  IlcoSj,  i7oo5j,  i7oo5g, 

Uebrigens  sehe  ich  es  fär  Überflüssig  (wenn  nicht'  für  nnzweckmftssig) 
an,  die  in  Bede  stehende  Lage  als  besondern,  eine  gesonderte  Betracb- 
tang  erfordernden,  Fall  zn  sepsriren,  wie  es  in  dem  gemachten  Einwarf 
geschieht.  Diese  Lage  ordnet  sich  vielmehr  —  wie  die  nachfolgende 
ErSrtemng  zeigen  mSge  —  von  selbst  der  allgemeinen  Betrachtnng  anter. 
Hat  man  in  zwei  colUnearen  Sjrstemen  irgend  zwei  entsprechende 
gerade  Linien  nnd  läset  einen  Pnnkt  X  die  eine  Gerade  in  einer  be- 
stimmten Bichtnng  durchlaufen ,  so  entspricht  dieser  Richtung  im  andern 
System  eine  ganz  bestimmte  Bichtung,  in  welcher  gleichzeitig  der  ent- 
sprechende Punkt  S  die  entsprechende  Gerade  durchläuft.  Man  darf  sich 
nun  bei  der  Betrachtung  von  zwei  coUinearen  Systemen  nicht  damit 
begnügen,  zwei  einander  entsprechende  gerade  Linien  als  starre  Gebilde 
im  Euklidischen  Sinne  zu  behandeln,  man  hat  vielmehr  auch  die  ent- 
sprechenden Bichtnngen  derselben  ins  Ange  zu  fassen. 

Thut  man  dies,  so  kann  man  kurz  sagen;  In  zwei  coUinearen 
Systemen  sind  zwei  Dreikante  einander  entsprechend,  wenn 
ihre  Kanten  —  inclusive  deren  Blchtangen  —  einander  ein- 
zeln entsprechen. 

Denken  wir  uns  nun  zwei  centrisch-collineare  Bäume  in  coUinearer 
Loge,  so  erstrecken  sich  die  einander  entsprechenden  Raumgebiete 
von  der  gemeinschaftlichen  Collineationsebene  ans  entweder  nach  der 
nämlichen  Seite  der  letzteren  hin  oder  nach  entgegengesetzten  Seiten. 
Durchläuft  man  daher  irgend  zwei  einander  entsprechende  gerade  Linien 
von  ihrer  gemeinschaftlichen  Spur  ans  in  einander  entsprechenden  lüch- 
tungen,  so  geschehen  diese  Bewegungen  im  ersten  Falle  stets  nach  der  näm- 
lichen Seite  von  der  Collineationsebene  ans,  im  sweiten  Falle  stets  nach 
entgegengesetzten  Seiten.  Um  also  von  der  Collineationsebene  ans  nach 
swei  einander  entsprechenden  Punkten  P  und  11  auf  einander  entspre- 
chenden Wegen  zu  gelangen,  muss  man  sich  entweder  stets  nach  der 
nämlichen  Seite  oder  stets  nach  entgegengesetzten  Seiten  bewegen.  Hierbei 
hat  es  schlechterdings  nichts  Besonderes  auf  sich,  wenn  man  bei  der 
Bewegung  die  unendlich  ferne  Ebene  passirt.  Aach  wenn  einer  der  zwei 
Pnnkte  P  oder  //  die  nneudltch  ferne  Ebene  überschritten  hat  —  und 
dies   ist  eben  der  von   Herrn  Sturm  eingeworfene  Fall  — ,  wird  man 
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noch  sagen  dürfen:  die  Punkte  P  nnd  II  liegen  von  der  ColUneationa- 
ebene  aus  nach  der  nämlichen  Seite  bin  oder  nach  verschiedenen  Seiten 
hin,  je  nach  dem  Charakter  zweier  entsprechender  Wege,  auf  denen  man 
TOD  einem  Punkte  der  Collineationsebene  ans  nach  ihaen  gelangt. 

In  diesem  Sinne  ist  es  daher  ganz  allgemein  giltig,  wenn  ich  in 
meinem  Beweise  sag^:  Die  Scheitel  P  und  i7  zweier  entsprechender 
Dreikante  liegen  im  einen  Falle  stets  auf  der  nSmlicben  Seite  der  Col- 
lineationsebene (oder  schärfer:  nach  der  nKmlichen  Seite  hin),  im  andern 
Falle  stets  anf  entgegengesetzten  Seiten.  Im  ersten  Falle  sind  die  zwei 
Dreikante  stete  gleichstimmig,  im  zweiten  Falle  stets  angleichstimmig. 
Denn  je  zwei  entsprechende  Kanten  derselben  repräsentiren  zwei  ein-- 
ander  entsprechende  Wege,  die  von  einem  Pnnkte  der  ColUoeations ebene 
nach  den  einander  entsprechenden  Scheitelpunkten  P  und  11  ftibren. 

Durch  das  Gesagte  dürfte  der  gegen  meinen  Satz  gemachte  Einwand 
widerlegt  nnd  die 'Richtigkeit  des  Satzes  zunächst  für  die  centrische 
Collineation  ausser  Zweifel  gestellt  sein.* 


Der  Beweis  für  die  allgemeine  oder  projectivische  Collineation 
stützt  sich  —  wie  schon  oben  erwähnt  —  anf  den  Satz,  dass  zu  zwei 
projectivisch  -  colli nearen  räumlichen  Systemen  jederzeit  ein  drittes  System 
constrnirt  werden  kann,  das  mit  beiden  gegebenen  centriscb-coUinear  ist. 

*  Zugleich  dürfte  durch  das  Gesagte  auch  eine  andere  ÄUBBtellnng  ihre  Er- 
ledigung gefiinden  haben,  die  Herr  Sturm  in  seineni  Referate  (S,  346  unten) 
macht,  wenn  er  sagt:  „Es  i>t  nicht  präcisirt,  wa«  unter  den  (entsprechenden)  Axen- 
dreikanten  gemeint  ist,  ob  nur  die  der  positiTeu,  wie  wahrioheinlich,  oder  die  der 
ganzen  Axeu,  sowie,  welches  die  positiven  Coordinatenazen  im  Object-  mid  im 
BildsTstem  sind,  da  dies  nicht  selbstrerständlich  ist,  indem  z.  B.,  weim  G,  au 
der  positiTen  x-Äze  liegt,  die  eine  halbe  £-Aie  aus  OG,,  die  andere  ans  dem 
Beete  der  positiven  nnd  der  ganzen  negativen  x-Ase  hervorgeht;  es  scheint,  dass 
im  Objectraume  die  die  (7,  enthaltenden  Halbaxen  und  im  Biidraume  die  ans  der 
OGi  hervaig'eh enden  die  positiven  sein  aolleD,"  — Ich  kann  auch  diese  Au sstellnng 
nicht  als  zutreffend  erkennen  nnd  bann  mir  die  Entstehung  derselben  nur  dadurch 
erklären,  dass  zwei  entsprechende  Äsen  von  Herrn  Sturm  als  starre  Funkf^ebilde 
im  Euklidischen  Sinne  betrachtet  und  die  entsprechenden  Richtungen  derselben 
nicht  in  Mitleidenschaft  gezogen  worden  sind.  —  Was  übrigens  die  La^e  der 
Punkte  Gl  anlangt,  so  mag  darauf  hingewiesen  werden,  dass  S.  40G  ansdrücktich 
gesagt  ist,  die  Auafflhrnngen  der  §§  1  und  3  seien  Wort  für  Wort  auf  die  Relief- 
perspective  zu  übertragen.  In  §  3  aber  findet  sich  eins  Erörterung  des  fraglichen 
Gegenstandes,  sowie  eine  ausdrückliche  Festsetzung  über  die  im  Folgenden  ge- 
wählte Lage.  Diese  Festsetzung  findet  S.  407  ihre  Vervollständigung  für  den  Fall 
der  ungleichstimmigen  Collineation.  —  Zudem  sind  in  den  Figuren  (Taf  Till, 
Fig.  3a,  2b,  3a,  36)  die  entsprechenden  AxenOreikante  und  namentlich  die  posi- 
tiven Axenrichtungen  derselben  durch  eingezeichnete  Pfeile  und  angeschriebene 
Buchstaben  (+z,  4-y,  H-s,  +li  -fli  -f  £)  für  alle  vier  charaiit«ristiBChe  F&lle  aoa- 
drücklich  scharf  hervorgehoben. 
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Dem  Waoflche  nacb  der^ittbeilang  der  AtiafQhTlicheren  Lösung  der 
diesbezüglichen  Anfgabe  entspreche  ich  am  so  bereitwilliger,  als  mir  die 
Aufgabe  in  der  That  —  ganz  abgesehen  vou  dem  vorliegenden  Zwecke  — 
BchoD  an  nnd  fOr  sieb  von  Interesse  zn  sein  scheint.  —  Sie  ist  znnSchst 
eine  unbestimmte.  Ich  habe  mich  mit  der  allgemeineren  nnd  zugleich 
bestimmten  Aargabe  befasst:  Za  vier  projectivisch-collinearen  räumlichen 
Systemen  ein  fUnftes  System  zu  constmiren,  welches  mit  sSmmtlichen 
vier  gegebenen  Systemen  c en Irisch -col linear  ist,  und  werde  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  in  einem  separaten  Aufsätze  mittheilen. 

Dagegen  mfige  in  dem  gegenwärtigen  Anfsatze  noch  der  allgemeine 
(auch  auf  die  prnjectivische  Colliueation  sich  erstreckende)  analytische 
Beweis  nnseres  in  Rede  stehenden  Satzes  gegeben  werden.  —  Dieser 
Beweis  wird  uns  zngleich  ein  Criterinm  daftlr  liefern,  dass  die  durch 
drei  lineare  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  zweier  entsprechender 
Punkte  bestimmte  Colliueation  eine  gleicbstimmige ,  bezw.  nngleicbstim- 
mige  ist. 

leb  habe  schon  in  meinem  früheren  Aufsatze  (s.  S.  420)  den  letzte- 
ren Punkt  bertthrt,  bin  jedoch  infolge  der  Verquickung  zweier  disparater 
Betrachtungen  za  einem  unrichtigen  Criterinm  gelangt.  Ich  benütze  nun 
zugleich  die  mir  gebotene  Gelegenheit,  die  dortige  Incorrectbeit ,  die 
jedoch  in  keinerlei  Süsserem  oder  innerem  Zusammenhang  mit  den  Ans- 
EtelluDgeo  des  Herrn  Sturm  steht,  richtig  zu  stellen,  und  bitto  den 
geehrten  Leser,  an  Stelle  der  dortigen  Anaflihrungen  (S.  420,  Relationen 
110 — 113)  die  im  Folgenden  gegebenen  zu  setzen. 


Die  coUineare  Beziehung  der  zwei  rSumlichen  Systeme  sei  durch  die' 
linearen  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  X,  y,  z  und  X,  Y,  Z 
zweier  entsprechender  Funkte  gegeben: 

\     ^        d^X  +  d^Y+dgZ  +  d^  ~  "Si' 

)    ^  ^  d^X  +  d^y+daZ-\-d^~  -^^ 

1     *  ~   d^X  +  d^r+d^Z  +  d^  "^  iD' 
wobei    die   zwei   Coordinaten  Systeme   o,xyz  und  0,X¥Z  gleichstimmig, 
und  zwar  beide  positiven  Sinnes""  vorausgesetzt  sein  mögen. 

Es  seien  nun  P,  P,  P\  P"  irgend  vier  Punkte  im  System  XYZ, 
denen  die  Pnnkte  p,  p',  p'  ,p"  im  System  xyz  entsprechen  mögen;  ihre 


•  Es  wird  hierbei  die  von  MQbiut  (s.  Baryo.  Caicul  §  19)  gegebene  Definition 
benStzL  Sind  also  X,  Y,  Z  drei  beliebige,  anf  den  positiven  Axen  angenommene 
Punkte,  so  sei  der  körperliche  Inhalt  der  Pyramide  OXYZ  positiv. 
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Coordiuaten  seien  ÄYZ,  X'r'2f,  JrT"2",  ....  xyi Wir  suchen  die 

Bedingnng  dafür  anf,  dasB  die  zwei  Dreikaute  P,  PP'P"  Tind  p,  ppp" 
gleicbBtimmig  aind. 

Wir  nehmeD  an ,  das  Dreikant  P,  PP'P"  gei  glcicliBtimmig  mit  dem 
von  den  positiven  Coordinatenaxen  gebildeten  Dreikant  0,  XVZ,  6e- 
zeichnen  wir  das  secbsfacbe  Volumen  des  Tetraeders  PPP'P"  mit  ^, 
wo  also* 


2) 


J  = 


X' 

r 

i 

X" 

r" 

r 

X" 

r~ 

2- 

ist,  so  kann  die  genannte  Annahme  analytisch  aasgedrückt  werden  dnicb 
die  Bedingung; 

3)  A>^. 

Deon  tXsst  man  das  Dreikant  P,  PP'P"  seine  Gestalt  stetig  Sndern ,  so 
kann  es  im  FaUe  d«r  Gleicbstimmigkeit  mit  dem  Dreikant  0,  X  YZ  znr 
Coincidenz  gebracht  werden ,  ohne  dass  w&hrend  der  Gestaltänderang 
das  Tetrnedervolnmea  den  Werth  0  oder  oo  durchschreiten  wQrde.  FSr 
den  Fall  der  Coincidenz  aber  hat  das  Tetraedervolum  (gemSss  der  Vor- 
ausaetzuag  eines  positiven  Sinnes  des  Co ordinaten Systems)  einen  positiven 
Werth.  Folglich  muss  auch  der  Werth  des  ursprünglichen  Tetraeder- 
Tolums  positiv  sein. 

Soll  nun  das  Dreikaat  p,  pW"  mit  P,PP'P"  gleichstimmig  sein, 
Bo  musB  —  da  die  zwei  CoordlnateDsy steine  als  gleichstimnüg  voraus- 
gesetzt wurden  —  Ptpp"p  '  anch  mit  seinem  Coordinatendreikant  o,aBy: 
gleichstimmig  sein.    Bezeichnet  man  daher  mit 


'  y"'   t" 

daB  sechsfache  Volumen  des  Tetraeders  pp'p'p'",  bo  ergiebt  sich  als  Be- 
dingung fUr  die  Gleichst!  mmigkeit: 

5)  a  >  0. 

Die  zwei  Dreikante  p,p'p"p"'  und  P,  pp'p"  sind  dagegen  angleich- 
etimmig,  wenn  Ä  <  0.   — 

Führt  man  nun  in  den  Ausdruck  S  die  lineare  Snbstitntion  I)  ein, 
BO  erhält  man: 


'  Vergl.  Salmon-Piedler,   Analytische  Goometrie  de«  Haomes,   L  Theil, 
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»DJ) 
*_    _»     _^     . 

E'      »'      »• 

sr    b;;    6" 

E"     E"     S° 


r    s'    e    s' 

a"     B"     6"    E" 
a'"    B'"    6"    SD"' 


W'    3)'"    ®^ 
wontuB  sich  vermöge  des  Mnltiplicationatbeorenu  anmittelbar  ergiebt: 


6i     *,     6j    64 
Cj      Cj      "^s      ^*    ' 
(fj     <^     dg     '^4 
wo  also  A  die  SnbatttatioDsdetermiiiaDtB  reprjtsentirt : 


>=3 


8)  °  =  WtrWW' 

Ans  diesem  Beanitate  fol^  znnKchst,  dssB  i  mit  .^  gleichen  Zeichena, 
also   p.p'p'p"'  mit  /*,  p' f' p"'   gleichatimmig   ist,    solange   det  Bruch 


)   pOBltlT    ist. 


5DS)®"5D"' 

Lassen  wir  nun  das  Tetraeder  i'P'P"/'"' seine  Gestalt  stetig  ändern, 
so  ändert  eich  auch  der  Nenner  unserB  Bruches  stetig.  Dabei  kann  er 
sein  Vorzeichen  nnr  dann  wechseln ,  wenn  einer  der  vier  Factoren  'S), 
©',  3)",  3)  '  entweder  den  Werth  0  oder  den  Werth  oo  öberschreitet. 
LetEteres  iat  [wie  aas  den  Relationen  1)  nnmittelhar  ersichtlich  ist]  der 
Fall,  wenn  einer  der  vier  Punkte  P,  P',  P",  P"'  ins  unendliche  rückt, 
Erstere«  — ,  wenn  einer  der  vier  Punkte  p,  p',  p",  p"  ins  Unendliche 
rückt,  also  der  entsprechende  Punkt  P  die  Gegenebeue  seines  Systems 
ttbersch reitet,  l'ritt  ein  solcher  Fall  ein,  so  scheint  ea  zunfichBt  aller- 
dings, als  würde  infolge  des  Zeichenwechsels  eines  Factors  £  auch  d 
■ein  Zeichen  ändern,  und  es  würde  also  ein  Uebergang  roo  Gleichstim- 
migkeit  in  Ungleichstimmigkeit  zwischen  den  zwei  Dieikanten  eintreten. 

Ein  solcher  Schlnss  wäre,  wie  man  leicht  erkennt,  genau  identisch 
mit  dem  Ton  Herrn  Sturm  gemachten  Einwand.  Er  dürfte  jedoch  Über- 
eilt sein.  Denn  es  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  —  nachdem  bei- 
spielsweise Funkt  P  die  auendlich  ferne  Ebene  passirt  hat  —  dem  end- 
Uchea  Tetraeder  p^yV"  —  im  andern  System  das  unendlich. 
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entspricht,  deG§eii  von  P  ansgebeade  Kanten  Poo/*',  PccP",  P(kP"' 
sind.*  Dagegen  leprSaentirt  der  analytiscbe  Ansdrnck  fBr  ^  stets  du 
Volnmen  des  endlichen  Tetraeders  PP' P" P'".  8  and  d  bezieh en  sieb 
also  jetzt  aaf  zwei  Tetraedergebilde,  welche  sich  nicht  mehr  eigentlich 
coUinear  entsprechen. 

Um  die  Frage  znm  endgiltigen  Aastrag  xa  bringen ,  ist  es  nothwen- 
dig,  dass  wir  nns  Über  die  Vorzeichen  Verhältnisse  der  Grössen  ^,  'S)', 
£",  1)'"  genauer  orieotiren.    Dies  geschieht  dnrcb  folgende  Ueberlegnng. 

Die  Gleichung 

repräsentirt ,  wenn  J^,  ¥,  Z  Tsriabel  gedacht  Verden,  die  Gleichung  der 
Gegenebene  des  Systems  J'FZ.  Denn  för^  =  0  ergeben  die  Relationen 
\);  X,  y,z^a>.  —  Bedenten  dagegen  die  in  dem  Ansdrnck  S  eDthaltenen 
GrÜBsen  X,  V,  Z  die  Coordinaten  eines  bestimmten,  ansserhalb  der 
Gegenebene  liegenden  Punktes  P,  so  steht  die  Grßsse  3)  in  sehr  naher 
Beziehung  zu  der  Entfemang  e  des  Punktes  P  von  der  Gegenebene.  Es 
ist  nHmlicb  bekanntlich** 

nnd  zwar  stellt  dieser  Ausdruck  die  positive  oder  die  negative  Ent- 
fernung des  Punktes  von  der  Ebene  dar,  je  nachdem  der  Paukt  nnd  der 
Coordinatennrspmng  auf  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  liegen  oder  auf 
der  nämlichen  Seite. 

Bezeichnen  wir  daher  die  Entfernungen  der  vier  Punkte  P,  P',  P",P^ 
von  der  Gegenebene  durch  e,  e,  e°,  e"  und  die  obige  Wurael  dnrcb  », 
so  hat  man : 

10)  a)®'S)"!Ii"  =  w*.ee'e"e"', 

wodurch  Gleichung  8)  llbei^eht  in: 

U)  8=     ■     "  „  ...  ^. 

m*.eee  e 

Nehmen  wir  nan  an,  die  vier  Punkte  P,  P',  P",  P"'  Hegen  uisprüng- 
lieb  alle  aaf  der  nämlichen  Seite  der  Gegenobene,  so  sind  die  vier  Grössen 
e,  e,  e",  e"  entweder  sämmtlich  positiv  oder  sämmtlich  negativ;  ihr  Pro- 
dnct  ist  also  jedenfalls  positiv.  Für  diese  Lage  gilt  also:  ä  hat  mit  d 
gleiches  Vorzeichen  — ,  oder :  die  zwei  Dreikante  p,  p'p'p"  und  P,  p'p"p"' 
sind  gleichst imm ig,  wenn  die  Substitutionsdetermtnante  A  positiv  ist. 

Um  dann  die  Verhältnisse  auch  für  andere  Lagen  der  vier  Punkte 
P,  P,  P'',  /'''  zu  nutersachen,  lassen  wir  dieselben  von  der  eben  be- 
sprochenen Lage   aus   sich  stetig  bewegen.     So  lange  kein   Pnukt  die 

*  Vergl.  T.  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  &rt.  187  und  188. 
**  Vergl.  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  des  Baumes,  L  Tbeil, 
Art.  32. 


Von  Prof.  Dr.  G-  Hauck. 

Daendlich  ferne  Ebene  oder  die  Oegenebene  UbeiBchreitet ,  ändert  sich 
in  den  Votzeichen  nichts. 

Uebersch reitet  aber  ein  Punkt,  z.  B.  P,  die  nnendlicb  ferne  Ebene, 
fio  kommt  er  jetzt  auf  die  andere  Seite  der  Gegenehene  zn  liegen, 
e  ändert  also  sein  Vorzeichen;  es  haben  folglich  jetzt  S  nnd  /i  verschie- 
dene Vorzeichen,  d.  h.  die  awei  endlichen  Tetraeder  pp'p'p"  nnd  FFF'P" 
haben  entgegengesetzten  Sinn  (nnd  zwar  ist  es  das  letztere,  welches 
seinen  Sinn  geändert  hat).  Nnn  entspricht  aber  das  endliche  Tetraeder 
pp'p'p  "  collineat  nicht  mehr  dem  endlichen  — ,  sondern  vielmehr  dem  von 
der  anendlich  fernen  Ebene  durchsetzten  unendlichen  Tetraeder  VF  ff". 
Das  Dreikant  p,  p'p'p'"  entspricht  demgemXss  dem  Scheiteldrei  kaut  der 
Ecke  P  des  endlichen  Tetraeders  Pf^P'l^".  Diese  zwei  Dreikante  sind 
aber  wieder  zu  einander  gleich  stimmig. 

Wtirden  wir  nicht  den  Scheitelpunkt  P,  sondern  einen  der  drei  an- 
anderen Punkte  P,  P',  P"  die  unendlich  ferne  Ebene  Überschreiten 
lassen,  so  wtirde  das  Dreikant  p,p'p"p"'  einem  Nebendreikant  der  Ecke 
P  des  endlichen  Tetraeders  PP P' P'"  entsprechen,  und  dieses  ist  eben- 
falls wieder  gleichstimmig  mit  Dreikant  p,p'p''p"'. 

Nehmen  wir  femer  an,  einer  der  vier  Pnnkte  P,  P\  P",  P'"  flber- 
Bchreite  die  Gegenebene,  so  Überschreitet  gleichzeitig  im  andern  System 
der  entsprechende  Punkt  p  die  unendlich  feine  Ebene.  Dabei  findet  (in 
Ueberein  Stimmung  mit  dem  Zeichen  Wechsel  von  e)  eine  Aendemng  des 
Sinnes  des  endlichen  Tetraeders  pp'p"p'"  statt.  Allein  es  ist  jetzt  nicht 
mehr  dieses,  welches  dem  endlichen  Tetraeder  pp'p"p"'  collinear  ent- 
spricht, vielmehr  entspricht  dem  Dreikant  P,P'P"P"'  das  Scbeiteldrei- 
kant  (bezw.  ein  Nehendreikant)  der  Ecke  p  des  endlichen  Tetraeders 
PP'p"p'  I  nnd  diese  zwei  Dieikante  sind  wieder  gleicbs timmig. 

Wir  erkennen  also,  dass  die  OJeicbstinimigkeit  der  zwei  Dreikante 
weder  durch  ein  Ueb erschreiten  der  nnendlich  fernen  Ebene,  noch  der 
Gegen  ebene  alte  ritt  wird. 

Wir  können  nun  alle  möglichen  Lagen  der  Punkte  P,  P,  P",  P' 
bersteilen  dadurch,  dass  wir  einen  Punkt  nach  dem  andern  die  nnend- 
lich ferne  Ebene  oder  die  Gegenebene  überschreiten  lassen.  Bei  keinem 
Uebei^nge  wird  die  Gleich  stimmigkeit  alterirt.  —  Ebenso  würde  für  den 
Fall,  dass  R  negativ  wSre,  die  üagleicbstimmigkeit  stets  erhalten  bleiben.  — 

Uebrigens  können  wir  jene  durch  die  unendlich  ferne  Ebene  dnrcli- 
setztea  Tetraederformen  bei  der  Betrachtung  auch  leicht  nmgeben ,  indem 
wir  die  beiden  Tetraeder  nnendlich  klein  annehmen.  Da  nämlich 
bei  der  Vergleichnng  der  zwei  entsprechenden  Dreikente  P,  p' P" P'"  und 
p,  p'p"p'"  nur  die  Richtungen  der  drei  von  P  ausgehenden  Tetraederkan- 
ten  in  Betracht  kommen ,  so  können  wir  annehmen ,  die  Punkte  P ,  P  , 
P"  liegen  dem  Pnnkte  P  anendlich  nahe.  Es  überschreiten  alsdann  die 
vier  Punkte  P,  P,  P',  P"  die  unendlich   ferne  Ebene  oder  die  Gegen- 
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ebene  stete  gleichseitig;  es  haben  aleo  die  vier  Faotoren  e,  e,  e",  e"  oder 
!7),  S>',  ^",  '£>'"   Btets   das   nämlicbe  Vorzeicben,    ibr   Prodnet   ist  (Itber 
stets  positir.  —  (Bei  genauerer  analjrtiBcher  Anaftthmng  wfirden  wit 
ä'  =X  +  dX, 

Z'"=J^  +  3rf^  +  3rf*-r  +  d»A',    etc. 
zn  setzen  haben  nnd  värden  dann  die  Gleichung  erbalten: 


"  SD^ 


iPZ     tPZ 


Hierans  folgt  jetzt  unmittelbar,  dass  der  ttbereiuBtimmende  oder  entgegen- 
gesetzte Sinn  von  S  nnd  ^  lediglich  von  dem  Yorzächen  von  Jt  abbingt.) 

Fassan  wir  schliesslich  nnser  Resultat  knrz  zusammen,  so  gelangen 
wir  za  folgendem  Satze; 

In  zwei  coUinearen  rKnmlichen  Systemen  sind  zwei  ent- 
sprechende Dreikante  entweder  stets  gleicbstimmig  oder 
stets  ungleicbstimmig.  —  Ist  die  collineare  Beziehung  dnrch 
drei  lineare  Relationen  der  allgemeinsten  Form  zwiBcben 
den  Coordinaten  zweier  entsprechender  Funkte  gegebea, 
die  sich  auf  zwei  gleicbstimmige  Coordinatensysteme  be- 
ziehen, HO  istdieCollineation  eine  gleicbstimmige  oder  eine 
nngleichstimmige,  je  nachdem  die  Substitutionsdeterminsate 

12)  R^O 

ist. 

Berlin,  im  Mai  1879. 
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XXIV. 

Ueber  ein  den  Gleichungen  der  orthog:onalen  Snbstitation 
Terwandtes  Gleichnngasystem. 

Von 
Dr.   A.   BÖRSCH, 

Aigialanl  Im  kOnlgL  g»dkUiolieu  InMlIat  In  Berlin. 


Die  beiden  Äargaben; 

die  einer  Ellipse  ein  geschrieben  «n  Dreiecke  grässten  Inhalts  und 
die  einem  BIlipaoid  eingeschriebenen  Tetraeder  grössten  Volumens 
sn  finden, 
rubren  &af  folgendes  Problem. 

Eis  soll  die  Determinante  (n  +  1)'"  Ordnung 
1     aigi     a;o2   ■ .  - 


ein  Maximum  weiden,  wenn  unter  den  n(n  +  l)  Teranderlichen  Grössen 
*«i(,^^    '  l' 2'       n)  *''*  ""^^  Bedingungagleichungen  besteben 

P,.=^o,%i=i     CH=0,l,2,...n). 

Den  oben  angefühlten  Aufgaben  entsprechen  hierbei  die  Fälle  r^2  und 
1  =  3. 

Da  sich  indessen  die  Auflösung  der  hieraus  resultireuden  Gleich- 
nngen  schliesslich  auf  die  LtSeuug  der  Gleichungen  der  orthogonalen  Sub- 
etitution  ztirückführea  iRsst  und  sieb  dabei  manche  bemerkenswertbe  Re- 
lation eigiebt,  so  echeiot  es  mir  nicht  ohne  Interesse  zu  sein,  das  obige 
Problem  fUr  ein  beliebiges  gauzzahliges  positives  n  nKber  zu  untersncheD. 

Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  will  ich  festsetzen,  dass,  wenn 
die  Buchstaben  x,  i,  ft,  v  als  Summations-  oder  Collectivbnchstaben  vor- 
kommen, N  und  fi  die  Werthe  0, 1,  2,  ...  n,  l  und  v  dagegen  die  Wertbe 
1]  2, ...  n  erhalten  sollen 


J 
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Nach  den  gewöbnlicben  Regeln  der  Theorie  der  Uaxiiii*  and  Mioiiu 
habe  ich  zonSchst 

zu  bilden,  vo  die  i„  Docb  zn  bestimm  ende  GröBBeu  bedenten.  £b  Nod 
sodann  die  uothwendigen  Gleichungen,  welche  die  x^i  and  e.  ernillen 
miiBsen, 

Beseichnen  wir  die  Unterdeterminauten  n""  Ordnung  von  J  mit  St/i,  ea 
haben  die  Gteichnngen  1)  die  Gestalt 

»Ol  +  toa^n  =0,     *ti  +*i'';ii  =0,   ...  Siii  +  E,a^Bi  =  0, 
2  ,       Soi  + 10^01=0,     »11  + tiirii==0,    ...    »■s  +  ep.rBi  =  0, 

*OB+*oa;oi.=  0>     »lo+ *i«i«=0,    ...  »->,+ «Ba:,,  =  0; 
2^J^  ar»ii  +a:»i, +  ...  +  JC*!,  =1, 

Es  ist  nun 

Da  aber  eine  Determinante  verschwindet,  wenn  in  tbr  die  Elemente  einet 
Reibe  denen  einer  andern  parallelen  Reihe  gleich  werden ,  so  erhslten 
frir,  wenn  wir  in  J  nach  und  nach  die  Elemente  jeder  Colonne  denen 
der  ersten  Colonne  gleich,  also  sämmtlich  gleich  I  setzen,  die  'i+l 
identische»  Gteichnngen 

3)  ^'-»-jo     (,=  I,2,...„). 

Addiie  ich  von  den  Gleichungen  2b)  jedesmal  die,  welche  in  einer 
Horizontal  reibe  stehen,  so  folgen,  mit  Berficksichtignug  von  3),  inr  Be- 
stimmung  der  n  +  1  Grössen  tt  die  n  homogenen  linearen  Gleichnngei 

4)  2! '■'••'''''■ 
woraus  sich  ergebt 

5)  «.  =  e»,o, 

wenn  (I  wieder  eine  noch  zu  bestimmende  Grösse  bedeutet. 

Setzen  wir  diese  Werthe  5)  in  die  Gleichungen  2a)  ein,  fügen  •!> 
erfite  Reibe  zn  diesen  die  n  +  1  identischen  Gleichungen 

»00  — *oo  =  0.     »io-»io=0,    ...  s»B  — ««0  =  0 
hinzu,    multipliciren  sodann    die  sämmtlichen   Gleichungen  der  so  ent- 
stehenden Vertical reiben  nach  und  nach  mit  den  entsprechenden  Elemen- 
ten der  s&mmtticheu  Vertical  reiben  des  Systems 


Von  Dt.  A,  BAssch. 


^"A=^^ 


*'0h      «!■     --.    Xnm 

Bod  addiren  scfalieaalich  die  dArans  berTorgegiingenen  Verticslreihen , 
eigiebt  sich,  wenn  wir  die  Bezeichnang 

einffibren,  das  Gleichnngwystem 

J  +  (p-l)soo=0,       (ppm-l)»io=0,   ...     (?p.o-l)*.o  =  0, 
{*Poi— 1)»M  =  0,     ^  +  (f-l)«,o=0,  ...     (pp.i-0»»o  =  0, 

(eP««-l)»»=0,      C?Pin-l)»io  =  0,  ...  ^  +  (f-l)».i  =  0. 
Addiren  wir  die  n-)-l  Oleicliangeu  der  Diagonale  dieses  System«,  so  er- 
htlten  wir 

(-,  +  l)^  +  (p-l){V+j„  +  ...  +  ^o|=(«  +  l)-^+(?-l)^  =  0. 
Da  aber  ^  in  nnseier  Aofgabe  sicher  tob  Null  verschieden  ist,  so  folgt 

und  hierans 

6)  »^  =  s,j  =  »^  = . . .  =  t,o  =  ^^ . 

Folglich  sind  anch  diese  Orössea  von  Null  Terschieden,  nnd  vir  erbalten 
also  das  definitiTO  Gleicbnngssystem 

1  1       («  =  c) 
"""  -7    <«<'■) 

od«r  ' 

■'a:tl«il  =  - 


2 ''""■'■  2'""'"'"~7'  2* 


„  ...2'n-- 


Dies  lind   ^"       ^-  ^    Gleicbnngen   zwischen  n(n  +  l)   Unbekannten. 

Doch  sind  diese  Gleicbnngen,  welche  schon  eine  gewisse  Aebsllchkeit 
mit  denen  der  orthogonalen  SubstitnUoQ  zeigen,  nicht  alle  von  einander 
anabhSngig,  vjelmehr  ist  immer  Eine  die  Folge  aller  Übrigen.  Denn  die 
letste  Oteichnng  Pf.n  =  l  folgt  z.  B.  ans  allen  vorhergehenden,  wie  sich 
ans  folgender  Betrachtnng  ergiebt. 

ZMlMhüA  1  Ualhanttik  a.  Phyitk  XXIT,  «.  M 


Uebei  ein  verwuidtes  GleichangSBystem. 


SchlieBBe  ich   nKmlicb  ▼on   den  Oleicbnngen  7)   die  letzte  su, 
folgen  ans  den  übrigen  die  Selfttionen 

Vp,i  =  0     ((.  =  0,1,2,...«-!) 


?b 


Da  aber  die  Determinante  dieses  Systems,  die  Grössen  ^^  ar^i  als  Un- 
bekannte  betrachtet, 


«ii 


=  (-l)"*.«  =  (-l)-^ 


-1,1     'n-l.l  ■■•    ^-l.a 

nach  6)  von  Knll  verschieden  ist,  so  ergeben  sieb  (Hr  die  x^i  ferner  die 
folgenden  tt  +  1  Gleichungen 

8)  2  "'-»  =  *■ 

Diese  hKtte  man  zwar  ebenso  einfach  ans  dem  System  4)  finden  k5nnK>, 
hier  aber  mnesten  wir  sie  ans  7)  ohne  Benutzung  der  letzten  Gleichung 
ableiten. 

Qnadriren  and  addireu  wir  die  Gleichungen  8),  so  folgt  unter  Be- 
nutzung Ton  7),  die  letzte  dieser  Gleichungen  wieder  ansgeichlossen, 
gerade  diese  letzte 

P-«  =  l. 


2 
flbrigen   ist  und   deshalb  nt 
bleiben,   so  muss  sich  jede  dei  n(n-|-l)  Unbekannten  als  Function  tod 

"l."-t-ij  2  2 

willkärUcben  Grössen  darstellen  lassen. 

Und  zwar  kann  dies,  wie  ich  weiter  unten  beweisen  werde,  auf 
rationale  Weise  immer  dann  durcbgef&brt  werden,  wenn  ich  ein  con- 
etantes  Werlhsystera  Xgx,  welches  den  Gleichungen  7]  GenUge  leistet, 
angeben  kann.  Doch  ist  es  mir  nur  in  den  FSllen  n  =  2  und  r  =  3, 
welche  den  ecwXhnten  geometrischen  Anfgaben  entsprechen,  sowie  auch 
noch  in  dem  Falle  «  =  4  gelungen,  ein  solches  constantes  Werthaystem 
Xgi  aufsufinden. 

Die  Gleichungen  7)  reichen  jedoch,  ohne  dass  man  ihre  Lösungen 
zu  kennen  braucht,  schon  ans,  um  sowohl  den  Maximal-  wie  auch  den 
Kinimalwerth  von  ^  zu  bestimmen. 


Von  Dr.  A.  BSsscn. 


Ea   ergiebt  sich  nXmlicb  ans  dem  HnltiplicaÜonatheorem  äer  Deter- 
ninmnten  und  mit  Benutzung  von  7) 


I+Pu, 


1+m. 
i+pi. 


i+Püit  l+p-i.  ■■-  !+;>.: 


-1     n-l 


Um  den  Werth  dieser  Determinante  zn  bestimmen,  nnterenclien  wir  die 
kllgemeinere  (n  +  l)'"  Ordnnng 

"  y  ■■■  s\ 


»»»■•■  »Iw+U 
Dvrcli  Anwendiing  bekannter  DeterminantensXIse  erhlüt  man 
0        0    ...     0      »  +  >i 
-1    +1       0    ...     0  y 

-1     +1...     0  y 


=  (»-»)■ 


=  (-!)■(«-»)■(«  +  »*) 
and  hieraas  endlich 
Setzen  wir  nnn 


0     ...     0 
4-1  ...    0 


so  erhalten  vir 


.j/^mn. 


Also  für  alle  Wertheyeteme  der  Xai,  welche  die  Gleichnngen  7)  he- 
friedigen,  hat  J  diesen  conitanten  Wnrzelwerth,  nnd  zwar  giebt  der 
positive  Werth  dei  Qnadrstwonel  das  Uazimnin  und  der  negative  das 
Hinimnm  von  J  an.  Sollte  sich  flir  ein  bestimmtes  Werthsystem  der 
^Ei  der  Uinimalwertb  ergebeo ,  so  brancht  man  nur  den  x,i  einer  Colonne 
dsi  entgegengesetzte  Vorzeichen  zu  geben,  am  den  gesuchten  Haximal- 
werth  zn  erbalten. 

Btatt  der  Oleichniigen  7)  iBsit  sich,  Ifanlieh  wie  bei  den  Gleich- 
nngen   der    orthogonalen   Substitution,    noch   ein    anderes  System   von 

— Ä—  unabbSngigen,  fast  ebenso  einfachen  Gleichnngen  aafstellen,  bei. 

denen  aber  %  als  Sammationsbuchstabe  auftritt, 

26* 


en,  Dei , 


üfber  ein  verwandtes  OleiclinngsBystem. 


Eb  ist  nXmIicb  nach  2),  b)  nnd  6) 

-  (^  =  0) 


—  Jx,^     (^  =  l,2,...n). 


i  bestehen  die  Oleichnngen 


nnd  daher  auch 


''-«-TT  "■2"'" 


also  folgt 

9)  2'""'==T^- 

Ferner  ist 

oder  "  ^_^ 

10)  2*»»'^"'  =  *'    (*<*■)■ 

Und  endlich,  eigentlich  noch  enr  Qmppe  10)  gehörig,  die  Gleiclmngen  8) 

2"'.'-». 

oder  statt  deesen,  wenn  ich  sie  qnadriie  mit  Benntsnag  von  9), 

11)  2'«.i«.<=-i^    («<(•)• 

Die  Gleichungen  9),  10)  nnd  8),  resp.  11)  bilden  wieder  ein  Stetem  von 
— s —    von  einander  nnahhfingigen  Gleichnngen,   welches  dem  System 

7)  Sqnivalent  ist. 

Ich  kehre  zur  Betrachtang  des  Systems  7)  znrfick.     Dieses  IXset  sich 
in  folgender  Weise  weiter  behandeln. 

Ich  snbstitnire 

12)  a;,»^^^' "•»*'«'• 

wo    die    n*   Grössen    a,i   nnr  den  - 
Gleichungen  der  orthogonalen  Sabetitntion 

13)         ^«.— i;  '(ij:;; 

Qentlge  leisten  sollen,  so  dass  also  von  ihnen  ebenso,  wie  von  den  x^i, 

noch  K —   willkürlich  bleiben.     Durch  diese  Substitution   gehen   die 

Oleichnngen  7),  wie  sich  sehr  leicht  seigeu  ISset,  in  sich  selbst  aurttck, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  statt  der  OrSssen  ««j  die  x'mi  auftreten. 


Von  Dr.  A.  Böksob, 


SOTSITY  1 


Hieraaa  folgt:  Kson  icli  irgend  ein  beliebiges  conatantes 
Wertlsystem  x'^it  welobes  den  Oleichnngen  7)  genügt,  finden, 
so  geben  die  Gleichangen  12)  sofort  die  allgemeinste  LSenng 

von   7),    wenn   ich   im  Stande    bin,    die  0,1  dnrch   s —    will- 

kitrlicbe  GiSeeen  darznetellen. 

Dieses  Letztere  ist  aber  Cayley  mit  Hilfe  dar  Determinanten  sogar 
aaf  rationale  Weise  bereits  gelungen.  * 

"(— ') . 


Um  also  wirklich  die  Grössen  x^i  durch  - 


'  Parameter  rational 


darznstelleD ,  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  beliebige  constante  Werth- 
systeme  x'^i  sn  finden. 

Es  ist  mir  dies  aber,  wie  ich  oben  schon  erwShnt  habe,  nnr  für  die 
raie  n  =  2,  3,  4  gelangen. 

Für  n  =  2  nnd  n  =  3  findet  man  leicht  dnrch  geometrische  Betrach- 
tungen die  folgenden  Werthsysteme ; 

x\,=  0,  _  x'„=  1, 
a;'.,  =  -i^3,  <,  =  -i. 
x'„  =  +  i)/3.     x„  =  -\; 

ar'.,=  +  ij/5,     x\^=      0,            <s  =  -i, 
^'«=-■1/2,     x-„==-|-iJ^,    x\ i. 

Daich  Probiren  nnd  nach  Analogie  der  frflberen  Fälle  fand  ich  endlich 
noch  fttr  n^4 


(»-S) 


(»  =  3) 


=       0, 

•»=+1 
«■» — i 

.»-.'?. 

»■» — i 

4  ' 

■■.^-q. 

..^.q. 

»•«=-i 

-,i^ 

.■  -  ^ 

.■  -  ^ 

so  dass   die   allgemeinen  LöGongen    für   n=4,    ausgedrtlckt   dnrch  die 
flti,  sind  _  _  _  _ 


*  Vergl.  Crelle'a  Journal,  Bd.  32  3.  119,  sowie  Baltser,  Theorie^ i^^^> 
weadong  der  DetermiuanteD,  8.  Aufl.,  g  14.  ^  '        o 


Ueber  ein  veiw&ndtea  GleiohinigMystein. 


«  ',',='  ' 

,  >■)  »,«'.=«■, 

«  «,«',-1. 

/)  ...-.=r^ 

n  •.=',=«T', 

»■)v',~i- 

Der  Fall  n  =  2  Ittsst  noch  eine  andere  Behandlangsweua  der  Gleicb- 
ungen  7)  la,  die  ich  hier  noch  anfflgen  wilL 
Die  GtleichuDgeD  lauten  hier 

«M+'^M=1.     «01*11 +  '=M*ii  =  -i.     *oi^«  +  «m"«  =  — +» 
14)  ar«,,  +  a:»„      =1,  a:u«„  +  '^i,^M  =  -i. 

^M  +  ^«      =1 
und  es  ist  nach  dem  Früheren 

^  =  }^,     ,..  =  i,/3. 
Ich  setse 

wobei  t,  wie  gewöhnlich,  ^— 1  bedeatet. 

HieranB  ergeben  sich  mit  Benntanng  der  für  die  x^i  geltenden  Olüch- 
nngen  die  folgenden  nenn  Relationen: 

«)     *i*'i  =  l. 
**' 
16)      «)    *jt',  =  e», 

_Si 

«")   *ji',=e    T 
Denn  ea  ist  z,  B. 

'i*'i='«<ii*n  +  ^o»*i»  — 't*(n«is  — «oi'%it=fti  — **M 
—  l-.i)/3-e     •    o.  ..  w. 

Bilde  ich  uan  a)  +  a)  +  ti"),  so  bekommt  man,  da  z',  von  Null  vet- 
scbieden  sein  moss, 

16)  t,  +  z^  +  H  =  f*- 
Femer  erbalte  ich  ans  «')o")  +  b")«')  + *)"') 

17)  z^z,  +  z,^  +  t,zi  =  0. 
Endlich  folgt  um  a)ß^y") 

and  da  Zi^jig  nnd  z'ii'jz'j  conjngirt  complexe  Grössen  sind,  so  mtUsen 
beide  Prodacte  den  absoluten  Betr^  1  haben,  so  dass  wir  setxen  können 

18)  z,z,^  =  ef', 
wo  ip  eine  beliebige  Grösse  ist. 

Die  Ansdritcke  16),  17),  18)  sind  «bei  die  CoefiGcienten  einer 
Gleichung  dritten  Grades,  deren  Wnrseln  i,,  i^,  %  sind  und  welche  die 
Gestalt  hat 

Ihre  Wurzeln  sind  r  c  .zc^byL^OOglC 


Von  Dr.  A.  BShsob. 
Hieraacli  fiodet  man  sofort 


ind  erhält  Bchliesalich 


-3    ■  *»— — 3-' 


Ffir  -n^-ä  ergiebt  sich  das  oben  angefllhrte  specielle  Werthsyatei 
der  tCai. 


DigiLizedbyGoOglc 
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TTT    Usber  die  WellmflAehe  iweiaxiger  Kryitalle. 
(Hienu  Taf.  VI  Fig.  1.) 

Errichtet  man  im  Mittelpunkte  0  eines  Gllipsoids  E  anf  einem  Centrtü- 
schnitte  desBelben  ein  Perpendikel  nnd  trfigt  daraaf  zwei  Strecken  0  M 
und  Om  ab  gleich  den  Halbazen  OC=^r  und  0(f=r^  des  CeDtralschnit- 
tea,  ao  liegen  die  Punkte  M  nnd  m  anf  der  Wellenfiäche  nnd  Ewar  aol) 
M  auf  dem  XaBBeni  and  m  anf  dem  ianem  Hantel  liegen. 

♦)  ?^.-'  +  ?^.»'+?^''-»-, 

1)  iet  die  Oleicfaong  von  E  (erstes  Ellipsoid  nach  Flttcker,  anch  Er- 
gSnanageellipsoid  genannt],  2)  diejenige  einer  concentriBchen  Kugel;  3) 
wird  erhalten  ans  1)  nnd  2)  durch  fSnbtraction  and  stellt  einen  Kegel 
Tor,  welcher  B  in  einer  sphttriechen  Linie  Bcfaneidet,  weil  die  Schnittlioie 
von  1)  nnd  3)  auch  anf  2)  liegt.  Dieser  Kegel  berahrt  die  Ebene  des 
CentralschnitteB  \Viu%s  OC  =  r,  denn  niamit  man  anf  der  sphKriBchen  Linie 
einen  nnendlich  nahen  Pnnkt  C"  an,  bo  iat  OC"  =  r,  die  Tangente  in  C 
steht  senkrecht  anf  OC  nnd  ist  somit  eine  Halbaze  des  der  Bertthmngs- 
ebene  des  Kegels  entsprechenden  CeDtralBchnitts  von  E,  «elcher  mit  dem 
obengenannten  zusammenfallen  mass,  da  sich  durch  OC  nur  Eine  Ebene 
legen  ISsst,  welche  E  in  einer  Ellipse  schneidet,  von  welcher  OC  eine 
Halbaxe  ist.  Setzt  man  aber  in  2)  und  3)  r,  statt  r,  so  erbslt  man 
einen  andern  Kegel,  von  dem  sich  ebenso  beweisen  ISsat,  dass  er  den 
Centralschnitt  in  OC'=ri  berflbrt. 

4)  ist  die  GleichuDg  des  ErgBnznngakegels ,  dessen  Erzengende  OM 
senkrecht  steht  anf  der  Tangentialebene  OCC  von  3)  und  dessen  Focalen 
den  Gleichungen 

ü)  7-^7/'^^  "'"'  »■?»...- b, Google 
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entsprechen.  Da  sie  Ton  r  nnafabängig  sind ,  so  sind  die  Kegel  4)  con- 
focal,  ihre  Focalen  heiaaen  die  eecanditren  optischen  Axeu  too  E.  Ersetzt 
man  in  4)  r  durch  r, ,  so  hat  man  einen  zweiten  ErgXnznngsk«gel ,  dessen 
Ersengende  Om  gleichfalls  senkrecht  steht  anf  der  Ebene  des  Central- 
schnitt«,  also  ist  OmM  die  Durch  sehn  ittslinie  beider  Kegel,  die  sich,  da 
sie  confocal  sind,  rechtwinklig  schneiden.  Man  erhält  so  Ewei  BjrBteme 
Ton  Kegeln;  die  Endpunkte  91  nad  m  der  Dnrchscbnittglinie  von  je  zwei 
derselben  liegen  anf  einer  Fläche,  deren  Qleichung  auch  4)  ist,  wenn 
man  fSi  r'  seinen  Werth  aue  2]  setzt.   Entwickelt  nimmt  sie  diese  Form  an : 

welches  die  bekannte  Gleichnng  der  WellenflBche  ist. 

Wir  fuhren  naa  ein  zweites  Ellipsoid  £*  (aaoh  PolarisationsellipSDid 
genannt)  ein,  errichten  im  Hittelpunkte  eines  Centralschnitts  desselben 
ein  Perpendikel  nnd  tragen  darauf  zwei  Strecken  Olfs^f,  On=sq'  ab, 
gleich  den  reciproken  Werthen  der  Halbaxen  OD  und  OD'  des  Central- 
schnitts, also  f"=J5ß  nod  9'=-f^i  bo  liegen   die  Punkte  S  und  n  auf 

der  Wellen geschw in digkeitsflfiche  (oder  der  FusspunktsflXebe  der  Wellen- 
flSche),  deren  Gleichung  anf  Khnliche  Art  erhalten  wird: 

8)  a^  +  yi+,»=l, 

a 

p"  — o*  if—b*  p'— c* 
7)  ist  die  Gleicbnng  von  £',  8)  diejenige  einer  concentrischen  Kugel, 
9)  wird  aus  7)  und  8)  durch  Snbtraction  erhalten  und  stellt  einen  Kegel 
vor,  welcher  E'  in  einer  sphärischen  Curre  achneidet  und  den  Central- 
scbnitt  von  Sf  in  OD  berührt;  ersetzt  man  in  9)  n  durch  (>',  so  entsteht 
ein  zweiter  Kegel,  dessen  BerUbmngslinie  mit  dem  Centrolschnitt  OJ/ 
ist.  10)  ist  der  Ergänzungskegel,  seine  Erzeugende  Ofi  steht  senkrecht 
auf  der  Ebene  des  Centralschnitts  und  seine  Focallinien  entsprechen  den 
Gleichungen 

z  -./b*  —  <^ 

U)  ~  =  ±y  -^zz^  und  s  =  0. 

Die  Kegel  10)  sind  also  ebenfalls  confoc&l,  ihre  Focallinien  sind  die 
irahren  optischen  Axeu.  Han  erhält,  wie  oben,  zwei  Systeme  von  sich 
rechtwinklig  schneidenden  Kegeln,  die  Punkte  S  und  n  liegen  anf  einer 
Onrchschnittslinie  von  zwei  Kegeln  nnd  anf  einer  Fläche,  deren  Gleich- 
ung auch  10)  ist,  wenn  man  darin  ^'=s^-\-y*-\-x*  setzt;  entwickelt 
nimmt  sie  die  Form  an 
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12) 


(a!»+y'+«')»-l(6»+c»)aj»  +  (c«  +  a»)y»  +  (a»+fc«)t«t(«'+^+**) 


Da  der  Halb meaaer  der  Engel  8}  —-=sOD  üt,  so  erhält  man  durch  diese 

9 
SnbBtitnüon  den  Dorchschnitt  des  Kegels  10)  mit  einer  Kngel  vom  Halb- 

messei  f  =a  Tr^  =  OA^,  d.  b.  12  (oder  10)  sind  die  Gleichnngen  der  Wellen- 

geschwindigk  eitsflXche. 

Die  Gonstmction  beider  Fliehen  geschieht  am  einrachsten  mit  Hilfe 
der  ErgäsEungskegel  4}  nnd  10),  welche  sie  in  aphilriachen  Linien 
schneiden.  Bei  der  Wellenflüche  erhält  man  durch  CombiDatioo  von  S) 
nnd  4) 

Diese  Oleiehnngen  stellen  die  Projectionen  einer  sphärischen  Cnrve  tot, 
welche  der  Pnnkt  M  anf  dem  äussern  Mantel  beschreibt,  und  die  auf  der 
Kugel  r  liegt.     Ans  den  Idenütäten 

folgt,  dass  die  Azen  dieser  Projectionen  in  der  a;y-Ebene  Goordinatea 
einer  Hilfs-EIIipse  und  Hyperbel,  und  in  der  a^z-Ebene  einer  andern 
Hilfsellipse  sind,  nnd  dass  die  Cnrren  hier  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente haben. 

Der  innere  Hantel  wird  von  denselben  Kegeln  in  ellipsoidiachen 
CurreD  geschnitten,  weil  sie  zugleich  auf  dem  Ellipsoid 

16)  a*x>  +  6  V  +  c**'  =  ^^ 

liegen.  Dm  dies  nachzuweisen,  lege  man  im  Pnnkt  /*  an  £  eine  Tan- 
gentialebene, welche  OM  senkrecht  schneidet  und  deren  Abstand  tod  0 
=  p  ist.  Nun  besteht  die  BelaUon  OC.OC'.p  =  abc  oder  r.r^pf=iabci 
wenn  r  conatant  ist,  so  ist  es  auch  das  Froduot  r^p,  somit  muss  m  anf 
der  dem  Polarisationsellipsoid  äbnltehen  Fläche  15)  liegen. 

Die  Gleichungen  der  ellipsoid  iscben  Curveu  erhält  man  durch  Eli- 
mination aus  4)  and  15) 

1K\  '*  t  y'  -1  '^*  I  ^'  -I 

Die  Azen  dieser  Kegelschnitte  eatsprecheo  folgenden  Identitäten: 
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fc'  r'-a'      a'c»  r'-t' 

SM  r"-«'      o'J»  ri-t" 

«*.._^            '».-0. 

also  sind  sie  die  Cooidinaten  derselben  Hilfscntren ,  vie  oben,  d.  h.: 

Die  Fiojectiou  einer  ephKrischen  Curve  des  Xuesera 
Hantele  fSllt  mit  derjenigen  einer  ellipsoidtBchen  des  innern 
Hantele  zasammen,  und  nmgekehrt,  da  ans  dem  Gesa^n  nnmit- 
telbar  folgt,  dass,  wenn  m  sich  auf  einer  spfaSriscben  Gorve  bewegt,  M 
eine  ellipsoidische  beschreibt. 

Wenn  man  die  Qleichang  von  E  in  dieser  Form  sehreibt: 

wo   p'  =  a'  — 6*   und  y'^  =  a*~(?,    so  stellt  sie  zngleich  zwei  confocaie 

Hyperboloide  (fi)  und  (v)  vor,  deren  Gleichungen  ans  18)  folgen,  wenn 

man  a  durch  fi  oder  v  ersetst.     Wir  nehmen  an,  dass  sich  die  Flüchen 

[^}  und  (v)   im  Punkte  P  schneiden,   dessen  Tangentialebene  senkrecht 

aaf  OM  steht  oder  mit  dem  Centralschnitt  von  £  parallel  ist.     Die  Tan> 

genten  der  beiden  Durchschnittslinien  oder  der  Krümmnngsliaien  von  E 

sind  parallel  mit  den  Axen  des  Centralschnitts  und  swai  ist  OC  parallel 

mit  der  Krfimmnngslinie  (ft)  und  OC  parallel  mit  (f).     Han  bat  niiD 

19)  r«  =  a*-  V»,  20)  r*  =  o»-  ^>. 

Ans  19]   folgt,   dasH,   wenn  P  sich  auf  der  KrOmmnngslinie  (v)  bewegt, 

Ü  auf  der  Wellettfläche  eine  sphärische  Curve  (also  m  eine  ellipsoidische) 

beschreibt;  bewegt  sich  aber  P  auf  der  Krttmmungslinie  (fi),  so  beschreibt 

m  eine  sphärische  und  M  eine  ellipsoidische  Linie. 

X,   Y,  Z  seien  die  Bichtnngscosinas  der  dnrch  P  gebenden  Normale 

Ton  £,   also  auch  von  dem  mit  ihr  parallelen  Badins  OM  oder  Om  der 

Wellenflache.     Nun  ist  

ol/ffl»  — ß»i/a«  — y« 
n  =  — £ C__t >—. 


21) 

22)  i=.^ 


-fr'  y^r=^(j^p_y.  •         y^zr^y^^ßf/- 

Wenn  man  anf  E  einen  zweiten  Pnnkt  P"  annimmt,  durch  welchen 
die  KrOmmungslinien  (fi')  und  [y)  gehen,  so  bilden  die  Durchschnitte 
dieser  vier  Krümmnngslinieu  ein  Viereck  PF'P'P"'  (Fig.  13),  in  welchem 
f  und  P',  F'  und  P"  Gegenecken  sind.  In  P"  schneiden  sich  die  Linien 
(m')  nnd  (v),  in  F"  («>}  and  (v).  Anf  dem  äussem  Hantel  der  Well en- 
flSche  erhSlt  man  vier  correspondirende  Funkte  jlfJ/"^'Jf"' und  auf  dem 
inneni  mm"m'm"'.  In  dem  ersten  Viereck  sind  die  Gegenseiten  MM'". 
and  M"M'  epbSriscbe  Linien,  die  beiden  anderen  ellipsoidisohe ,  in  dem 
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ttndem  Viereck  dagegen  sind  mm"'  nnd  m"m'  ellipsoidische  und  die  ta- 
derea  Gflgeaseitea  sphürische  Linien.  Bezeichnen  wir  die  Eich  tan  gscosiniu 
in  den  Pnnkten  P'p"p"'  mit  X'Y'^,  X". . .,  so  findet  man  leicht  kos  22) 

23)  j-j-'^  fY'-\-z2:=x"Ä"'-^r"r'"+z'z"\ 

also  sind  die  Winkel  MOM'  nnd  M'OM'"  einander  gleich.  Da  noo 
OM=-OM'"  nnd  OM't=OM"  ist,  so  folgt  der  Sats: 

In  einem  ans  zwei  spfaHrischen  nnd  zwei  ellipsoidisclien 
Linien  auf  einem  Hantel  der  Wellenfl&che  gebildeten  Vier- 
eck Bchliessea  die  nach  swei  Oegenecken  gezogenen  Radien 
gleiche  Winkel  ein  und  die  Verbisdnogslinien  derselben 
sind  einander  gleich. 

Dieser  Sats  ISsst  sieb  auch  in  der  Form  anssprechen: 

Zwei  Paare  sich  rechtwinklig  achneidender  Kegel,  deren 
Focallinien  die  secnndären  optischen  Axen  sind,  schneiden 
ans  einem  Hantel  der  WellenflXche  ein  Viereck  ans,  in  «eU 
chem  die  £ntfernnngen  von  je  zwei  Gegenecken  einander 
gleich  sind. 

Die  Tier  Dnrchschaittslinien  von  zwei  Paaren  confocaler  Kegel, 
welche  sich  rechtwinklig  schneiden,  bilden  eine  Pyramide,  deren  Sdteo 
von  den  Kegelfläcben  gebildet  werden  and  in  welcher  je  zwei  Gegen- 
kanten gleiche  Winkel  ein  echlLessen.  Somit  findet  dieser  Sats  aneh 
Anwendnng  anf  die  WellengeschwindigkeitsflSche,  nur  sind 
hier  die  Focallinien  die  wahren  optischen  Axen. 

Die  Gleichungen  der  sphSriseheo  Cnrren  dieser  Flttche  erhKlt  man 
dareh  Elimination  ans  10)  nnd  3?-\-^-\-z*  =  ^ 

^  ,3  ~a  -t 

")     f  ,+  ,r  ^-1,     f  ,+  ■ ;  .=1. 

Der  innere  Mantel  wird  Ton  denselben  Kegeln,  anf  welchen  die  sphiri- 
sehen  Cnrven  liegen,  in  Linien  geschnitten,  die  zugleich  anf  derFlXeba 

liegen.  Um  dies  nachzuweisen,  lege  man  im  Pnnkte  ^  an  das  Polaiiaa- 
tionsellipsoid  E"  eine  Tangentialebene,  welche  ON  senkrecht  in  Q'  schneidet, 
also  parallel  mit  dem  Centialschnitt  von  E'  ist,  und  deren  Abstand  von  0 

^0  ist.    Nnn  hat  man,  ähnlich  wie  ohen,  OD,OD'.g  =  —r-  oder  — i=~r- 
-  '  abc  ifQ      aic 

Ist  (/  coustant,  so  ist  es  auch  -;.    Da  nun  (^  anf  der  Fnsspnnfctea- 

fljlche  Ton  E    liegt ,  deren  Gleichung 
X*      V*       z* 

7+fr  +  ^  =  (-+»H=')>,  ., 

SO  muBS  n  anf  der  ihr  lüinlichen  Flache  25)  liegen.         --jOOglC 
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Man  kann  nnn,  wie  bei  der  WellenflXche,  lo  ancb  hier  dorch  Ein- 
fÜbrUDg  elliptischer  Coordinaten  fUr  E  zeigen,  dass,  wenn  Q  sieb  anf 
einer  KrümmtingBliDie  von  E'  bewegt,  die  Fnokte  J>  oäet  H'  anf  £'  und 
ff  oder  n  auf  der  WellengescbwiDdigkeitaä&cbe  BpbXriscbe  Cnrven  be- 
icbreiben,  nnd  findet,  dass  der  obige  Satz  Ober  die  Entferonngen  der 
Oegenecken  ancb  bei  einem  Viereck  anf  der  Wellen geBcbwindigkeitaflHche 
gilt,  welches  von  Beleben  Kegeln  gebildet  wird,  deren  Focallinien  die 
wahren  optischen  Axen  aind. 

Uie  Gleicbnng  einer  geodätischen  Linie  auf  E  ist 

26)  p*  litt'  i  +  V»  cos*  i  =  o*. 

'  ist  der  Winkel ,  welchen  die  Tangente  der  geodäÜBcben  Linie  in  ünem 
ihrer  Punkte  P  mit  der  KrUmnmngslinie  (v)  bildet,  und  a  ist  die  Hanpt- 
axe  (in  der  Richtung  der  x)  von  derjenigen  confocalen  Fläche  (k),  welche 
ron  sämmtlicben  Tangenten  der  geodätischen  Linie  berflbrt  wird,  also 
constant.  Setzen  wir  fSr  ft  und  v  ihre  Werthe  ans  19)  und  20),  so  ergiebt 
sidi  die  Relation 

27)  r*co^i->rr*tin*i  =  ti'-a\ 

welche  der  correspond  Iren  den  Carve  angehört,  die  der  Punkt  M  oder  m 
auf  der  WellenflSche  beschreibt ,  ohne  dass  i  seine  soeben  angeführte  Be- 
deutung ändert.  Wenn  P  in  einem  Nabelpnnkte  von  E  ist,  so  fallen  die 
Punkte  M  und  m  zusammen  und  OM  ist  die  secundäre  optische  Aze;  die 
Fliehe  b)  wird  xnr  Focalhyperbel,  deren  Gleichung 

ist  und  welche  die  Tangenten  der  vom  Nabelpnnkt  ausgebenden  geodär 
tischen  Linien  schneiden.  Wir  haben  also  in  27)  a  durch  ß  au  ersetaen 
und  erbalten  die  Gleichnog 

29)  r»cot*i-^r*im*i  =  b\ 

Diese  geodätischen  Linien  haben  die  Sigenscbaft,  daas  sie  sieb  in  dem 
entgegengesetzten  Nabelpnnkte  schneiden,  woraus  folgt,  dass  die  ihnen 
eorrespondirenden  Cnrren  anf  der  Wellenfiäche,  die  von  einem  Endpunkte 
der  secnndäien  optischen  Axe  ausgehen ,  in  dem  eutgegengeaetaten  End- 
punkte dieser  Axe  ansammenlanfan. 

Reutlingen,  Jnni  1879.  Dr.  O.  BÖkuk. 


XXn.  Heaa  e>eometriiohe  Saittellimg  der  geodfttiuhan  Linie  anf 
dem  Rot8tiomelli|Moid. 
Schreiben  wir  die  Oleicbnng  des  Ellipsotds  in  der  Form 

SO  kann  man  die  Differential  gl  eich  ung  der  geodätischen  Linie  in  die  Form , 
setzen 


Kleinere  Mittheilniigea, 


Femer  erkennt  man  leicht,  da«  die  Cnrre  den  Parallelkreis,  welcber 


dnrch  den  Ponfet  x  =  Q,  jf  =  k,  z  =  T/ ß(l j  geht,  berühren,  «I«- 

dann  den  Aeqnator  schneiden,  hierauf  den  jenseitigen  glichen  Farallel- 
kreia  herflhren,  den  Aeqnator  abermals  schneiden  vird  n.  s.  w.  Die 
Cnrve  liegt  also  zwischen  zwei  gleichen  Para1]elkreiaen ,  dieselben  unend- 
lich oft  berührend.  Die  Wahl  dieser  Parallelkreise  ist  entscheidend  f^r 
die  Bestimmung  von  k  und  umgekehrt. 

Projiciren  wir  nun  die  Cnrre  auf  die  Aeqnatorialebene  und  bedienen 
uns  der  Polarcoordinaten  f  und  <p,  so  haben  wir  die  beiden  Gleichnogen 

Durch  leichte  Bechnungen  erhXIt  man  dann  ans  2) 


6)  -•--•■      ""  -^ ^^' 


Die  hierdurch  dargestellte  Cnrve  liegt  nun  iwiscben  den  PeripherieD 
zweier  Kreise,  welche  concentriscb  liegen  nad  die  Badien  A  und  yä 
besitzen.  Sie  berührt  dieselben  abwechselnd ,  in  unendlich  vielen  Squi- 
distanten  Funkten, 

Denken  wir  uns  nun  im  Hittclpnnkte  einer  Ellipse  mit  den  Halb- 
axen  a  und  b  sur  Ebene  der  Ellipse  die  Senkrechte  gleich  c  gesogen 
und  den  freien  Endpunkt  mit  allen  Punkten  der  Basbellipse  verbunden, 
so  erhalten  vir  einen  geraden  Kegel  mit  elliptischer  Baals. 
Breiten  wir  nun  den  Hantel  desselben  in  der  Ebene  abrollend  aus,  so 
wird  der  Hantelsanm  als  Cnrve  erscheinen,  welche  gana  swischen  swü 
concentrischen  Kreisen  mit  den  Radien  j/a'+e*  und  j/fi*+e*  liegt,  die- 
selben ahwecbaelnd  in  unendlich  vielen  Sqnidiatanten  Punkten  berührend. 
Ich  wurde  hierdurch  veranlasst,  eine  Identification  des  Hantelaanms  und 
der  obigen  Projection  der  geodätischen  Linie  zu  versuchen.  Dieselbe  ist 
in  der  That,  wie  wir  sofort  sehen  werden,  immer  möglich. 

Ein  Punkt  der  Basisellipse  habe  die  Coordinaten  x,  y.  Dann  setaen  wir 

Nun  ist  die  Entfernung  p  der  Ellipsentangente  im  Punkte  x,  y  vom  Gen- 
trtun  der  Basisellipse 

o»6» 


und  die  Entfernung  der  Spitze  des  Kegels  von  jener  Tangente    ^ 


Kleinere  Uittheilmigei 


Das  Bogenelement  der  Ellipse  ist 


Nehmen  wir  daher  das  Element  der  UantelflSche  dieses  begrenzten  Kegels, 
so  finden  wir  seinen  Wertb 

Bedienen  wir  nns  andererseits  fSr  den  Hantelsanm  der  Polarcoordinaten 
ff  and  9,  so  wird  das  Element  der  MantelflKclie 

Daher  die  beiden  Qleichnngen 

7)  p»  =  c»  +  !c»  +  y»  =  c*  +  0» .  cot*i>  +  6».  tin'if. 

Hieraas  leitet  man  ohne  Htlhe  ab 

Diese  Gteicbong  kann  mit  5)  identificirt  werden,  wena  man  setat 

6«+c»  =  A*,     a»+c»  =  «,     (c«+««)(c»+6»)  =  c».-^. 
«— p 
Hierans  folgt 

Daher  der  Satz: 

Wenn  anf  dem  Rotationsellipsoid  eine  beliebige  geodBtieche  Linie 
gegeben  ist,  so  kann  man  immer  einen  begrenzten  elliptischen  Kegel 
constniiren,  dessen  abgerollter  Mantelsanm  mit  dei  Projection  der  geo- 
dKtischen  Linie  anf  die  Aeqnatorialebene  identisch  ist. 

Coesfeld,  im  Jannai  1879.  Dr.  K.  Sobwerimo. 


XZin.  Ueber  die  Theilnng  dei  Winkels  in  beliebig  viel  gleiohe  Theile. 
(Bierau  Taf.  VI  Fig.  2.) 

Die  Spirale  des  Archimedes  besitzt  die  bekannte  Eigenschaft,  dass 
die  Radien  vectoren  proportional  den  zagebörigen  Polarwinkeln  sind, 
dass  also  in  Fig.  14 

OP_LMOP 

OR~LMOR 
ist,  wenn  0  den  Fol  der  Spirale  and  OH  deren  Aze  bezeichnet.     Hittetat 
einer   fertig   construirten  Spirale   dieser  Art  Iflsst  sich  also  das  Problem 
der  Winkeltheilnng  anf  die  Tbeilnng'des  Badins  vector  zarflckfUhren, 
indem  man   den   gegebenen  Winkel  (der  immer  nur  ein  spitaer  zn  sein 


408  Eldnmre  inttheiliiiig«ii. 

braucht)  als  Pol&rwiDkel  einer  Archimediachen  Spinle  betnchtet.  Fink- 
tiBch  bewerkitellif^  man  dies,  indem  man  «us  Hetallblecb  oder  Hart- 
gDmmi  ein  Cnrvenlineal  ABCDORPEF  anfertigen  lässt,  deseen  krumm- 
liniger Tbeil  den  ersten  Quadranten  einer  Arcbimedischen  Spirale  dar- 
stellt. Handelt  es  sieb  nun  um  die  Tbeilnng  eines  gegebenen  spitsen 
Winkels  in  n  gleicbe  Tbeile,  so  lege  man  das  Cnrvenlineal  so,'daBs  0 
auf  den  Scbeitel  nnd  die  Gerade  BAO  auf  die  RttckverlSugeniDg  dea 
eioen  Schenkels  OM  mit,  balte  das  Cnrvenlineal  einen  Augenblick  fest 
und  aiebe ,  längs  des  krummlinigen  Randes  binfabrend ,  auf  dem  Papiere 
die  Curve  £PAO,  welche  den  andern  Winkelscbenkel  OJV in /'schneidet; 
man  nimmt  nun  das  Cnrvenlineal  weg,  theilt  den  Radius  vector  OP  in 
n  gleiche  Theile,  von  denen  OQ  der  erste  sein  möge,  und  beschreibt 
ans  0  mit  dem  Radius  OQ  einen  Kreisbogen,  welcher  die  Spirale  in  R 
schneidet;  LMOR  ist  dann  der  n^  Theil  von  LMON.  —  Der  Verfaaaer 
bat  diese  Methode  kürzer  nnd  genauer  als  jede  andere  gefunden. 

Nach  einer  Mittheilong  von  Stud.  Ed.  Hobst  aus  Hamburg. 
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Historiscli-literarische  Abtheilung. 


Der  Original -Wortlaut  des  päpstlichen  Urtheils 
gegen  ßalileL 

Von 

Dr.  EfcüL  Wohlwill. 


Es  ist  bekannt,  dua  nnter  den  Beweisen,  dnrch  die  man  eine  An- 
wendnng  der  Tortnr  gegen  Galilei  zu  bestreiten  pflegt,  der  Wortlaut 
des  pSpstlichea  Decrets  vom  16.  Jnni  1633  eine  hervoirsgende  Stelle  ein- 
nimmt. Nach  der  allgemein  verbreiteten  Annahme  entbHlt  dies  Decret 
in  den  Worten :  „Galileum  examinandum  de  inlenltone  et  (»der  etiam)  com- 
minnla  ei  lorlura,  el  si  susUnuerit.  rondemnandum  esse"  den  Befebl,  ttber 
die  Androfanng  der  Tortnr  nicht  hinanszugeben.  Ich  glanbe  nnn  aller- 
dings, gezeigt  zu  haben,*  dass  von  den  mannicbfaltigen  Anslegnngen, 
anf  denen  diese  Ansicht  bemht,  die  einen  jeder  Berechtignng  entbehren, 
die  anderen  jedenfalls  nicht  aaBschlieeslich  berechtigt  sind.  Ich  bin  jedoch 
bei  allem  Bemühen,  den  wahren  Sinn  der  vielgedenteten  Worte  festzn- 
Btellen  ,  nicht  im  Stande  gewesen,  der  abweisenden  Kritik  ein  positives 
Ergehnias  hinetiznfügen ;  es  ist  mir  nicht  gelungen,  einer  nmstfindlicben 
.  üatersnchnng  fiber  die  im  Gebranch  der  Inquisitionsschnftsteller  vorkom- 
menden Anwendnugen  des  Aosdnickes  „suftinere"  etwas  Anderes  zn  ent- 
Dehmen,  als  die  Ueberzengnng,  dass  nach  dem  Sprach  gebranch  nicht 
minder  diejenigen  Anffassnngen  sich  rechtfertigen  lassen,  die  in  dem 
pSpstlichen  Decret  einen  Befehl  znr  Folternng  zwischen  den  Zeilen  lesen, 
als  die  völlig  entgegengesetzten,  nach  denen  in  dem  „el  si  nislinueril" 
das  Verbot  einer  Anwendung  der  Folter  enthalten  wäre.     Indem  ich  die 

*  In  meiner  Schrift:  „Ist  Galilei  gefoltert  worden?"  Leipzig  187T,  S.  64—82. 
I<di  habe  bei  dieser  Gelegenheit  die  Uebersetzung  tod  Scartazzini,  sowie  die 
zweite  von  Fieralisi  nicht  mehr  berächsichtigeo  kJtnuen;  die  von  Beaech  war 
mir  entgangen.  Seitdem  haben  auch  de  I'Epinois  nnd  v.  Oebler  nene  Inter- 
pretationen gegeben. 

BIsL-llt  AbtUg.  d.  ZtlMohr.  f.  Uftth.  n.  PbT>.  XXIV,  1.  1 


Historiscli  -  literftrisohe  Abtheiinng. 

Anffordeniiig ,  weiter  xu  forschen,  an  Dtejenifen  ricbiete,  denen  ein  voll* 
BtSndigdres  Material  an  vergleichbaren  Actenstflcken  sn  Gebote  steht, 
glaubte  ich  meine  üntersnchnngen  fiber  die  Frage  der  Folterung  znnScbst 
ohne  RUckeicht  anf  den  eigentlichen  Sinn  des  Decrets  Tom  16.  Juni  fort- 
Hetzen  zn  darfen;  nnr  als  im  Allgemeinen  wahrscheinlich  habe  ich  die 
Ansicht  bevorsngt,  nach  der  der  pKpatliche  Befehl  auf  eine  Eealterrition 
hinwiese.  Streng  genommeo  blieb  daher  auch  meine  weitere  Beweis- 
fdfarnng  in  Betreff  einer  FSlschnng  des  Protokolls  vom  21.  Jnni  und  der 
darauf  folgenden  Docnmente  unvollstündig,  so  lange  die  gebore  ent- 
scheidende Anfklämng  aber  das  Decret  rom  16.  Jnni  fehlte. 

Diese  AafklKmng  ist  mir  unmittelbar  nach  dem  Erscheinen  meiner 
Untersnchnngen  (im  Herbst  l877)i  in  vSllig  nnerwarteter  Weise  darcb 
Professor  8i-lvestro  G-berardi  zagekommen.  Die  gegenwärtige  Lage 
des  Streites  über  die  FHlschangen  der  vaticaniscben  Handschrift  des 
Oalileiscben  Proceases  l&sst  es  mir  angemesBeci  erscheinen,  die  wichtigen 
MittheiluDgen,  die  ich  dem  Florentiner  Gelehrten  verdanke,  an  die  Oef- 
fentlicbkeit  zu  bringen.  *  Besser  als  alle  kritischen  Erörterungen  werden 
sie  sich  wirksam  erweisen,  nm  anch  Denen,  die  zu  vertranensvoller  Auf- 
fassung geneigt  sind,  begreif  lieb  zu  machen,  dass  es  steh  in  dem  aus- 
gesprochenen Verdachte  um  etwas  mehr  als  vage  Muthmassangen  handelt. 


Gherardi's  Enthtlllnngen  schliessen  sich  an  diejenigen  an,  tlber 
die  in  früheren  Jahrgängen  dieser  Zeitschrift  darch  Professor  Cantor 
und  den  Verfasser  dieser  Abhandlung  referirl  worden.**  Sie  ergänzen 
den  hochinteressanten  Bericht  ttber  die  Forschungen  im  Palast  der  Inqui- 
sition, zu  denen  das  Intermezzo  der  römischen  Republik  von  1848  —  49 
die  Gelegenheit  geboten  bat.  Schon  in- jenem  ersten  Berichte  findet  sich 
(auf  S.  40)  die  Bemerkung,  es  habe  der  Verfasser  „die  bestimmtesten 
Beweise  dafUr  unter  Augen  gehabt,  dass  die  Protokolle  über  die  Sitzungen 
der  Gongregation  des  heil.  Officium  urspr&aglicb  auf  lose  Blätter  ge- 
schrieben und  erst  nachträglich,  zuweilen  recht  spät,  und  nicht  immer 
genau  in  die  Bände  der  Decreta  eingetragen  wurden".  Eine  bunte  An- 
häufung solcher  Blätter  und  getrennter  Hefte  war  es,  die  vor  allem 
Uebrigen  die  Aufmerksamkeit  Gherardi's  und  des  mit  ihm  forschenden 
Freundes  auf  sich  zogen-  Hier  entdeckten  sie  zuerst  auf  mehreren 
Blättern  den  Wortlaut  jenes  bis  dahin  nicbt  bekannten  Decreta:  „GaU- 
leum   examinandum   de   inlenlione  ei   comminala  ei  lorfura  etc."     Die  nähere 

*  Eine  knrie  vorläufige  MitUieilung  habe  ich  in  meiner  Beceusion  der  Schrif- 
ten von  de  I'Epinois  und  t.  Qebler  in  den  Oftttinger  Gelehrten  Anseigen  (1S78, 
Nr.  ai)  gegeben. 

*■  Zaitsohrift  f.  Math.  u.  Pbyi.  Jahrg.  16,  Literatanttg.  8.  6  flg.;  Jahrg.  IT 
Literatuntg.  S.  SO  flg. 
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Priifang  ergab,  daea  die  BlStter  Dod  Hefte  nioht  nnr  die  regnlKren,  in 
der  Sitzung  niedergescbri ebenen  und  approbirten  Protokolle  enthielten, 
Bender  neben  diesen,  nnd  zwar  in  Überwiegender  Zabi,  VorachUge,  Pro- 
ben, Entwttife  fdr  das  Protokoll,  die,  wie  nntrügliche  Indicien  annehmen 
lassen,  vor  der  Sitzung  für  den  Gebrauch  der  Congregationamitglieder 
anagearbeitet  nnd  je  nach  Lage  der  Dinge  nnd  den  Anweisungen,  Be> 
fehlen  oder  Gegenbefehlen  des  Papates  oder  im  Namen  dea  Papstes  am' 
gearbeitet  und  „zubereitet"  waren ,  daneben  unter  den  abgeachlosajsnen 
und  approbirten  S i tz n ngsp rot ok ollen  auch  solche,  an  denen  nach  den 
Sitzungen  mehr  oder  weniger  eingreifende  Verändernngen  vorgenom- 
men waren.  Was  sich  in  dieser  Beziehung  im  Laufe  der  eigenen  Unter- 
suchungen den  beiden  Forschern  ergab,  wurde  ihnen  durch  freiwillig 
gegebene  Aufklärungen  Eingeweihter  in  ausreichendem  Maaae  bestfitigt. 
Ueb%t  die  hervorragende  Bedeutung  dieses  Tbeiles  des  Inquisitions- 
arcbivs  konnte  man  nicht  lange  im  Zweifel  sein;  die  mUbsame  Arbeit, 
in  den  verworrenen  Haufen  von  Blättern  nnd  Heften  Ordnung  zu  bringen, 
d»  Material  nach  Zeiten,  Processen  nnd  Personen  zu  sondern,  nahm 
daher  Gherardi  längere  Zeit  in  Anspruch.  Dem  Process  Oalilei's  war 
schon  damals  sein  Interesse  in  erster  Linie  zugewandt;  die  Ausbeute  in 
dieser  Sichtung  war  nicht  gross,  aber  was  man  fand,  erschien  in  hohem 
Grade  geeignet,  die  Aufmerksamkeit  zu  fesseln.  In  nicht  weniger  als 
neun  Exemplaren  lag  schliesslich  das  vemrtheilende  Decret  vom  16.  Juni 
1633  vor,  ein  jedes' auf  gesondertem  Blatte,  nnd  was  das  Wichtigste 
war:  der  Wortlaut  bot  die  grössten  Verschiedenheiten.  Gherardi  hat 
aHmmtliche  Variauten  copirt,  soweit  ihm  bei  den  vielen  Abkürzungen, 
Streichungen  und  Veränderungen  die  Entzifferung  gelungen  ist;  seine 
vorläufigen  Hittheilnngen  beschränken  sich  auf  den  Inhalt  von  vier  Blät- 
tern, den  ich  hier  folgen  lasse. 

I.  „S.""*  decrefit  ipsum  Galüeum  inlerrogandum  esse  super  inien- 
lione,  et  comminata  ei  tortura,  et  si  aUamen  tustinueril  otl  per- 
aHieril , ' 

•  vel  eeaerit _ „■  demum  destilerit,  *  (eic) 

praevia  abjwatione  de  vehementi  in  pleno  Congregattone  S.  0. : 
condemnandum  ad  Carcerem  ecc.  ecc." 
Zwischen   „persiileril^'    und    „n   demum    desHteril"   sind    ungefähr  zwei 

Zeilen    durchstrichen,   und  zwar  in  einer  Weise,    dass  eine  Entzifferung 

ünaelner  Worte  sich  als  durchaus  unmöglich  erwies. 

II.  „S.""  decrevil  ipsum  Galileum  inlerrogandum  esse  super  inten- 
tione,  et  comminata  ei  tortura,  et  si  aUamen  suslinuerit  vel  per- 

=  =  =  =  =  ^=:=  =  si'  demum  destiteril^  *  (sie) 
praevia  abjwatione  de  vehementi  in  plena  Congregatüme  S,  0., 
coHdemnandum  ad  Carcerem  ecc,  ecc," 

1" 


(sie) 


4  HiBtoriscb-literariBcb«  Abtheilnng. 

Gherardl  bemerkt,  AtMB  Beihen  Ton  Doppeletrichen  deraolben  Art, 
vie  sie  sieb  binr  zwiscben  „persliierit'  und  „si  detniim  deititeril''  finden, 
in  derartigen  Hanoscripten  häufig  Torkommen,  nnd  dais  dieselben  an 
der  Stelle  beatimmter,  dem  Scbreiber  gelivfiger  FormelanBd rücke  ateben. 

In  Form  II  iet  Nichts  gestrichen. 
III.    „S""'  decrevit  ipsum  Golileum  inlerroganäum  esse  super  inffnfton«,  et 
contminata  ei  iorlura,  et  si  desliieril,  praevia  abjiiralione  de  vehemeidi 
in  pleno  Cfingregalione  S.  0,,  condemnandum  nd  Carcerem  ecc.  ecc." 

iV,  „ST"'  decrevit  iptum  Galileum  inlerrogandum  esse  tuper  intentintie,  et 
tomminala  ei  forlura,  el  si  suslinueril,  praevia  abjuralione  de  vehe- 
menli  in  pleno  Congregalione  S.  Off,  condemnandum  ad  Carcerem 
ecc,  ecc." 

Von  diesen  vier  Bearbeitnngen  des  Decrets  vom  16.  Juni  1633  sind 
nach  Gberard'i's  Angabe  I  und  II  durch  Papier,  Dinte  nnd  Scbrift- 
zQge,  durch  den  Qrad  der  Abnatznng  n.  s.  w.  aaf'.s  Bestimmteste  als 
An f Zeichnungen  sehr  alten  Ursprunges  cbarakterisirt;  mit  gleicher  Be- 
stimmtheit geben  sich  in  jeder  der  angeführten  Beziebnngen  III  nnd  IV 
als  Prodncte  der  nenesten  Zeit  zn  erkennen.  Diese  Tbatsachen  in  Ver- 
bindung mit  allen  spXteren  Forschungen  haben  für  Gherardi  die  An- 
nahme zur  Gewissheit  erhoben,  dasB  I  nnd  II  (sowie  ein  drittes  Blatt 
mit  höchst  nndentlicher,  vielfach  veränderter  Schrift]  der  Zeit  des  Pro- 
cesses  von  1633  angehören,  während  III  nnd  IV  (sowie  eine  andere, 
gleichfalls  nndentliche  Copie)  nicht  mehr  als  10 — 20  Jahre  vor  dem 
Zeitpunkte  seiner  Forechnngen  (184S)  entstanden  sein  können. 

Diesen  merkwürdigen  Mittheilungen  ftigt  Professor  Ohetardi  in 
seinem  an  mich  gerichteten  Schreiben  vom  14.  December  1877  das  Fol- 
gende hinzn:  „S^t  den  Tagen,  io  denen  idi  meine  AassBge  ans  jenen 
Papieren  zn  Stande  gebracht,  hätte  ich  Grund  genug  gehabt,  an  du 
Vorbandensein  eines  päpstlichen  Befehls  zu  glauben,  der  im  Fall  der 
Hartnäckigkeit  Galilei  zur  Folter  führen  mnsste,  ja  selbst  an  die  Wahr- 
scheinlichkeit einer  Vollziehung  dieses  Befehls;  aber  damals  —  ich  ge- 
stehe es  anfrichtig  —  unter  der  Last  der  Beschäftigungen  und  alle  Ge- 
danken beherrschenden  Sorgen  jener  Zeit,  dann  aber  auch,  weit  ich  von 
Natur  daau  neige,  von  vornherein  dem  Glauben  an  verwerfliche  Hand- 
Inngen  die  mildere  Auffassung  vorzuziehen,  habe  ich,  statt  dem  aufstei- 
genden Verdacht,  dem  Gedanken  an  unerhJirte  Fälschungen  mich  hinzu- 
geben, es  anf  günstigere  Zeit  verschoben,  mich  mit  diesen  Fragen 
eingehender  zu  beschäftigen.  Mittlerweile  beruhigte  ich  mich  bei  dem 
Sinne  nnd  Wortlaut  der  dritten  Lesart,  die  sicher  all«  übrigen  an 
Klarheit  ÜbertriK;  diese,  sagte  ich  mir,  muss  besser  als  alle  anderen  der 
Wahrheit,  dem  wirklichen  Vertauf,  der  Absicht  Urban's  VIII.  entsprochen 
haben;  diese  wird  man  in  dem  Register  der  Acta  wiederfinden  mfissen." 
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Etwa  zwei  Monate  nachdem  Gherardi  jene  losen  BIStter  für  seine 
Zwecke  vetwerthet  hatte,  Überraschte  ihn  der  Freund  mit  der  Nachricht: 
er  habe  den  betreffenden  Band  im  Register  der  Acta  gefunden  und  die 
anf  Galilei  bezüglichen  Decrete,  nnter  ihnen  anch  das  Decret  vom 
16.  Jnni  copirt. 

Aat  den  ersten  Blick  ttberzengte  sieh  Oherardi,  dass  der  Text  des 
Decrets,  wie  er  in  dieser  Abschrift  den  endgiltig  formnlirten  Sitz- 
nngsprotokoUen  entnommen  war,  mit  Nr.  IV  der  oben  gegebenen  Znsam- 
menstellnng  votlstSndig  Übereinstimmte.  Genau  denselben  Wortlaut  bot 
ihm  die  später  im  Inquisitionsarcbir  entdeckte  Sammlung  der  31  Galilei 
betreffenden  Decrete.  Bekanntlich  bildet  diese  Copie,  die  nach  Ghe- 
rardi's  Vermnthnng  gegen  1835  für  den  Herzug  von  Blacas  hergestellt 
wurde,  neben  den  Originaldecreten  die  eigentliche  Grundlage  der  Ghe- 
rardi'schen  Schrift:  „//  proeesso  Galileo,  riveduto  sopra  documenli  dt  nuova 
/onle.-'*  In  dieser  Schrift  jst  eben  darum  auch  das  Decret  vom  16.  Jnni 
1633  in  wörtlicher  lieber  ei  nstimmnng  mit  unserer  Nr.  IV  zum  ABdmck 
gebracht. 

„War  nnu  aber  in  Wirklichkeit  in  den  beiden  Abschriften  das  Ori- 
^nal  des  denkwürdigen  Schriftstückes,  wie  ee  der  Band  der  Decreta 
enthält,  genau  reproducirt?  oder  tiesBen  sich  auch  in  diesem  Original  die 
Sparen  einer  älteren  Formnlirnng,  ähnlich  der  der  Blätter  I  nnd  II, 
nachweisen  7"  Mit  dieser  Frage  schloss  Gherardi's  erste  an  mich  gerich- 
tete Mittbeilnng  nnd  heinahe  zwei  Monate  Tergingen,  bis  er  durch  die 
Antwort  die  gespannte  Erwartung  befriedigte.     Diese  Antwort  lautet«: 

„Nehmen  Sie  aus  der  Reihe  der  vier  Abschriften  Nr.  I,  durchstrei- 
chen Sie,  abgesehen  von  der  bereits  gestrichenen  langen  Stelle  zwischen 
„persiiieril"  und  „st  demum  destiierit",  noch  die  Worte  „«'  demum  destiteril", 
das  einzelne  Wort  „altamen"  und  das  „vel  pfrslilerit",  betrachten  Sie  end- 
lich die  Bemerkung  am  Rande  „vel  cesseril,  recesserit"  als  nicht  vorhan- 
den ,  so  haben  Sie  mit  seinen  gestrichenen  und  übrig  gebliebenen  Wor- 
ten den  entscheidenden  Passas  des  Decrots,  wie  ich  denselben  auf  Seite 
102  (?)  des  betreffenden  Bandes  der  Decreta  vor  Angen  gebebt  habe." 
Diese  entscheidende  Vergleichnng  war  das  Grgebniss  des  verwegenen 
Besuchs  im  Inquiaitionspalaet,  den  Gherardi  1849  noch  nach  der  Be-. 
»etznng  Roms  durch  die  Franzosen  nnd  der  Wiederherstellung  des  kirch- 
lichen Regiments  unternahm.**  Er  erkannte  bei  dieser  Gelegenheit,  dass 
die    Buchstaben     der    getilgten    Worte    durch    die    Streichung    nicht    in 

*  Ich  verdanke  der  Güte  des  Herrn  Prof.  Oherardi  eine  anf  lithographi- 
Bchem  Wege  hergestullte  genaue  Reprodnction  dieser  wichtigen  Sammlung,  der 
ich  nicht  wemge  bisher  nnbekamite  Einzelheiten  entnommen  habe. 

*•  Vergl,  Oherardi,  „H  proctsao  Galileo",  S.  7  Note  1,  wo  es  heiast:  Jt 
voJli  rioonmltare  non  BeHta  tnto  grtmdt  personale  ptrieolo,  „che  neX  pentier  Wnnoea 
la  paura",  at^prawenuta,  „non  sine  guar«"  a  mono  wUanto  ü  fatto  mkf. 


Hutatücb-litorkrüche  Äbtheiloag. 


gleichem  Maaee  Dnkeantlicb  gevordea  w&ran,  wie  «nf  Nr.  1  der  losen 
BUtter;  aber  im  Begriff  zn  entsiffem,  wu  sich  entziffern  liess,  sah  er 
aich  ttberraacht  nnd  znm  Versiebt  anf  alle  weiteren  Vemicbe  gen6thtgL 
Nur  soviel  hatte  er  bereits  feststellen  könneD ,  daas  ancb  in  der  Abiehrift 
der  Decreta  dem  ,,praevia  abiuratione"  wie  auf  Blatt  I  ein  „destiterU"  un- 
mittelbar Torherging.  Ueber  einige  andere  Worte,  die  er  gleichfalls  — 
wenn  auch  nicht  mit  gleicher  Sicherheit  —  zu  lesen  vermochte,  verapriebt 
Oberardi  feinere  Mittbeünngen.  Ich  hoffe,  er  wird  die  Zeit  gekommea 
glauben,  diese,  wie  alle  Übrigen  Besnltate  seiner  Fonchnngen  der  Oef- 
fentlichteit  an  übergeben. 


Soviel  die  gegebenen  Anfschlüsse  sn  wanscben  tibrig  lassen,  so  bieten 
sie  doch  eine  sehr  wesentliche  Ergknznng  des  anderweitig  vorliegenden 
Materials.  Sie  stellen  zunKchst  ansser  Zweifel,  dass  die  Form  des  De- 
crets  vom  16.  Jnni,  die  aus  durch  de  l'Epiuois  und  Gherardi  be- 
kannt war,  durch  mehrfache  Streichungen  aus  einer  älteren  Fassoug 
andern  Inhalts  entstanden  ist.  Leichter  begreift  sich  unter  dieser  Yor- 
auBsetsuQg  dae  Eigenthämliche  der  Form;  es  ist  nicht  zu  erwarten,  dass 
fQi  eine  Willensänssemug  der  einfachste  nnd  vftllig  sachgemllsBe  Aai- 
druck  gewonnen  wird,  wenn  man  —  gleichviel  aus  welchem  Qmnde  — 
darauf  angewiesen  ist,  ihn  lediglich  durch  Streichungen  ans  einem  ge- 
gebenen Wortlaut  wesentlich  andern  Inhalts  herzustellen. 

Kaum  bedarf  es  der  Bemerknng,  dass  über  den  Sinn  des  „tuttinaerit^ 
eine  Ungewiasbeit  nicht  mehr  stattfinden  kann;  es  ist  die  aneret  von 
Henri  Martin  vertretene  Deutung,  die  sich  durch  das  erlXntemde  „rW 
perslilerii^'  als  die  allein  zulässige  erweist.  Dass  die  Ansdrllcke  „si  tiuU- 
nuerit'^  nnd  „ti  pertlHerit*  in  der  Inquisitionsliteralur  als  SynouTma  vg- 
kommen,'  habe  ich  schon  früher  nachgewiesen;*  beide  Ausdrücke  werden 
offenbar  absolut  gebraucht,  das  „et  n  sastinuerit"  ist  demgemSss  weder 
auf  „lorbiram",  noch  auf  „mtenlionem"  (Pieralisi),  noch  auf  ein  nicht 
vorhandenes  „Anssage"  (v.  Gebier)  an  beziehen,  es  bedeutet  schlecht- 
hin: „nnd  wenn  er  auehalten  sollte";  dase  aber  auch  dabei  nicht  etwa 
—  wie  ich  als  möglich  angesehen  —  ein  „in  lorlura"  hinzugedacht  wer- 
den soll,  einlebt  sich  aus  dem  Znsammeqhang  der  ureprflnglicfaen  Auf- 
xeichnnng. 

Was  nun  den  Sinn  dieser  letzteren  betrifft,  so  ist  das  Eine  aweifel- 
loB  klar,  dasB  es  sich  sowohl  in  Nr.  I  nnd  II  der  losen  Blfitter,   wie  in 

■  „Ist  O.  get  w.?"  S.  78;  der  einen  hier  angefahrten  Stelle  wftren  leitet 
eine  grosse  Anzahl  ähnlicher  aus  den  Schriften  von  Fegna,  Carena,  Farinacei 
a.  Ä.  binzuzufdgen.  Dnrch  zahlreiche  BelegEtellen  ist  femer  darzuthnn,  daei  in 
der  InquiaitioDsliteratur  ganz  regelmässig  vüllig  gleichbedeutende  Ausdrücke  dmeb 
ein  jjiwl",  aber  auch  durch  „et"  verbanden  vorkommen. 
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der  nreprtliiglicbei)  FonDnlirnng  im  Baude  der  Decreta  um  die  Anordnimg 
eioes  Verfabretie  handelt,  das  geeignet  vat,  den  „periisfens"  znm  „de- 
$Ulere'*  oder  nindesteDS  „recedere"  zn  bringen;  ea  ist  demoach  die  Be- 
achrünknng  des  nraprUnglicben  Befehle  anf  eine  Bedrohung 
mit  der  Tortnr  fttr  den  Fall,  dass  Galilei  standhaft  bliebe,  anf's 
AlletbeBtimmteate  ansgescblossen;  die  gestrichenen  Wort«,  wie 
diejenigen,  die  dnrch  die  DoppeUtriche  angedeatet  wetden,  mlleaen  ent- 
weder den  Befebl  znr  Foltemng  oder  mindestena  zor  AbfDhrnng  in  die 
FoUerkammer  und  Wiederholung  der  Bedrohung  im  Angesicht  der  Har- 
terinstmmente  ansgesp rochen  haben. 

Dipse  strengere  Massregel  ist  auch  unzweifelhaft  nicht  allein  tot- 
geachUgen,  sondern  am  16.  Juni  1633  vom  Fapat  und  der  Congregation 
snm  Bescfalnss  eriioben.  Man  wird  annehmen  dürfen,  das«  auf  den  BISt- 
tem  I  und  II  die  vor  der  Sitzung  gefertigten  Entwürfe  TOrliegeo;  daftlr 
•pricht  insbesondere  das  „vel  cesieriV*  und  „recetgeril"  am  Rande;  aber  mit 
diesen  Entwürfen  bat ,  von  Einzelheiten  abgesehen ,  die  ursprüngliche 
Form  des  Beschlusses  im  Bande  der  Decreta  übereingestimmt,  und  in  die- 
ser haben  wir  offenbar  die  beschlossene,  nach  der  Sitzung  eingetragene 
Fassung,  das  officielle  Protokoll.  Es  ist  dadurch  nnwidersprechlich 
constatirt,  daas  ein  Beschlnss  und  Befehl,  der  über  die  Androhung  der 
Folter  hinausgeht,  mit  der  vielbesprochenen  Milde  des  Verfahrens  gegen 
Galilei  am  16.  Juni  1633  wohl  vereinbar  gefunden  wurde. 

Aber  Gherardi  glaubt  weiter  annehmen  zu  dUrfen,  dass  die  Streich- 
angea  auf  Blatt  f,  wie  im  Bande  der  Decreta  nicht  älter  Bind,  als  der 
Inhalt  der  BlKtter  III  und  IV,  doss  sie  also,  wie  diese,  dem  zweiten 
Viertel  des  19.  Jahrhunderts  angehören.  Es  wfiren  dieser  Ansicht  gemftss 
die  Streichungen,  wie  die  Varianten  III  und  IV  als  Fslschungeu  au 
betrachten;  das  gegen  Galilei  thatsBchlich  eingeschlagene  Verfahren 
hitte  dem  UTSprttuglichen  Beschlüsse  und  Befehl  vom  16.  Juni  ent- 
sprechen müssen ,  FAlschuDgen  wären  demnach  auch  diejenigen  Acten- 
stücke  des  Vaticannianuscripts ,  die  das  Gegentbeil  zu  beweisen  scheineu. 

In  der  That  giebt  es,  wenn  man  diesen  Schluss  vermeiden  will, 
Oherardi's  Entbttlinngen  gegenüber  nur  ein  letztes,  bedenkliches  Mittel; 
man  mnss  voraussetzen,  dass  die  Streichung  einem  vor  dem  21.  Jnni 
1633  ergangenen  Gegenbefehl  entspricht.  Kb  bleibt  abzuwarten,  ob  irgend 
Jemand  geneigt  sein  wird,  eine  solche  Ansicht  zu  vertreten;  als  wahr- 
scheinlich lässt  sie  sich  nicht  bezeichnen.  Der  Process  gegen  Galilei 
war  von  Urban  VIII.  von  Anfang  an  wie  eine  ihn  peisönlich  betreffende 
Sache  behandelt,  man  kann  daher  nicht  glauben,  dass  seine  Entschei- 
dung erst  das  Ergebniss  eines  unmittelbar  vorher  erstatteten  Berichts 
gewesen,  dass  sie  rasch,  ohne  Vorbereitung  nnd  genügende  Ueberlegung 
getroffen  wurde;  der  Beschluss,  gegen  den  69j&hrigen  Galilei  zur  Folter 
zu  schreiten  oder  ihn  wenigstens  alle  Schrecken  der  unmittelbarsten  Voi- 
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bereitnDg  auf  die  Tortur  empfiDden  zu  lusea,  muBBte  —  weno  er  ein- 
mal gefasBt  wurde  —  ein  reiflich  erwogeaei  Bein,  am  eo  weniger,  glanh« 
ich,  ist  ein  Widerrnf  unmittelbar  nach  gefasstem  BeBchlnase  wahrschein- 
lich. Und  wJite  der-Widermf  denkbar  —  wie  soll  man  glauben,  dass 
ftir  eine  pSpstliche  WilleosäaBserung  solchen  Inhalts,  für  den  EntachluBt 
zur  Gnade  die  Streichang  der  strengen  Worte  als  angemessene  Form  der 
Begistrimng  betrachtet  w&re? 

Weniger  noch  wird  es  gelingen,  mit  einer  Streichung  in  alter  Zeit 
daB  Vorhandensein  und  die  BeBchaffenheit  jener  Folge  verschiedener  Be- 
arbeitungen und  namentlich  derer  aus  neuerer  Zeit  zu  veieinen.  Seht 
beachte  US  werth  erscheint  mir  die  VerBchiedenbeit  des  mit  I  beseichneten, 
durch  Stieicbnngen  verstümmelten  Textes  tou  der  schliesBlichen  Redaction 
im  Baude  der  Decreta.  WShrend  hier  durch  die  Streichungen  ein  Deeret 
mit  völlig  neuem  Wortlaut  hergestellt  ist,  sind  in  Kr.  I  nur  diejenigea 
Worte  unleserlich  gemacht,  die  den  entscheidenden  Befehl  enthalten;  was 
fibrig  bleibt,  hat  so,  wie  es  dasteht,  namentlich  mit  dem  „et  si  dantm 
destileril",  gar  keinen  Sinn,  es  ist  nicht  ein  neues,  sondern  gewisser- 
massen  das  in  der  CJmgeBtaltung  begriffene  alte  Deeret,  der  Anfang  eines 
Versuchs  der  Neubearbeitung;  aber  die  weitere  Fortführung  und  den 
Abscbluss  dieses  Versuchs  bieten  ans  die  beiden  Copien  III  nnd  IV,  das 
heisst  Copien  von  unzweifelhaft  moderner  Handschrift,  Liesse  sieb  von 
diesen  vielleicht  die  letzte  als  Abschrift  einer  der  Zeit  des  Processes  an- 
gehttrigen  zweiten  Bedaction  betrachten,  so  ist  dies  ffir  Nr.  III  offenbar 
nicht  zulässig;  denn  in  dem  fertigen  Deeret  war  das  „ei  tt  desHterit"  nicht 
mehr  vorhanden ,  and  es  Iftsst  sich  ein  verstKndiger  Zweck  nicht  erdenken, 
am  dessentwillen  ein  Copist  in  neuerer  Zeit  diese  Worte  aus  der  Hacn- 
latuT  des  Inquisitionsarcbirs  hervoranohen  nnd  in  den  Zusammenhang 
einer  neuen  Tariirenden  FormuUinng  des  Decrets  einfügen  sollte.  Die 
Benutzung  dieser  in  letzter  Bedaction  gestrichenen  Worte  scheint  mir 
vielmehr  eine  Entstehung  der  Abacfarift  III  vor  dem  Zeitpunkte  der 
Streichung  im  buchst  en  Grade  wafarsch  ein  lieh  zu  machen.  Hat  also 
Gherardi  mit  einigem  Kecht  aus  der  Beschaffenheit  der  Nr.  III  anfeine 
Entstehung  nicht  vor  1S2S  geBchlossen,  so  wäre  dadurch  in  gleichem 
Grade  wahrscheinlich  gemacht,  dass  auch  die  Streichung  nicht  früher 
erfolgt  ist.  Wollte  man  aber  ancb,  so  lange  weitere  Nachrichten  fehlen, 
die  Zeitbestimmung  des  Florentiner  Gelehrten  als  nicht  hinlSnglich  ge- 
Bicbert  ansehen,  so  mnss  doch  wohl  auf  Grund  seiner  Aussage  als  ans- 
gemacht  betrachtet  werden ,  dass  die  Blätter  III  und  IV  nicht  dem  Juni 
des  Jahres  1633  angehören;  gilt  das  Gleiche  fUr  den  Zeitpunkt  der 
Streichung  im  Bande  der  Decreta,   so  ist  die  Streichung  —  Fälschung. 
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BeBtimmter  ergiebt  aicb  dies,  wenn  man  nebec  Gherardi'a  Hit- 
tbeilttugen  die  früher  bekannten  Tbatsachen  in  Betiacbt  zieht.  Aach 
ohne  Kenntuiss  dee  Original -Wortlants  des  DecretB  vom  16.  Juni  hatte 
man  ausreichende  Gründe,  zu  glauben,  dasa  jener  ursprlin glichen  An- 
ordnung gemfiSB  verfahren  sei.  Ich  habe  umständlich  erfirtert,  daas  nach 
dem  Wortlaut  der  Sentenz  gegen  Galilei  ein  Verfahren  in  Anwen* 
düng  gebracht  irnrde,  das  Aber  die  Androhung  der  Tortur  hinaoeging.* 

Man  bat  diesen  Ausfülirangen  gegenüber  eingebender  als  zuvor  ans 
den  Quellen  sschzuweisen  gesucht,  dasa  das  Schlnssverhör  des  Vatican- 
manoaevipts,  in  dem  der  Bicbter  sich  aaf  eine  Bedrohung  mit  der  Tortnr 
.  beschrSnht,  recht  wohl  nnter  dem  Examen  rigorosum  der  Sentenz  ver- 
Btanden  sein  könne.  Die  mir  bekannt  gewordenen  Erörterungen  dieses 
Inbalta  bestärken  mich  in  der  Ueberzengung,  dass  die  vermeintliche  Viel* 
dentigkeit  und  Debnbarkeit  des  oft  besprochenen  Anadrucks  „Examen 
rigorosum"  nicht  vorhanden  ist. 

Ich  erwfthse  zunächst  eine  Cnrioaitftt. 

Im  aeebsten  Bache  des  Sacra  Arsenale  della  S.  Inquithione  findet  sich 
ein  Abschnitt  nnter  der  üeberschrift:  „modo  M  dar  la  corda  ai  reo, 
che  ricuta  de  rispondere  ö  non  vuol  precisamenie  rispondere".  Der  Text 
wiederholt:  „Suole  talvoltn  intereenire,  che  il  Reo  ricusa  di  rispondere  ö  non 
poglia  rispondere  precisamenie  il  perchi  fa  di  bisogno  venir  contro  dt  lui 
a  rigorosa  esamina.''*  In  eben  diesem  Falle  der  Anwendung  des 
Ansdmckes  „rigorosa  esamina"  hat  der  Professor  der  Universität  Löwen, 
Phil.  Gilbert,  einen  Beweu  dafür  entdeckt, ••  dasa  das  Examen  rigo- 
rotum  ein  Verhör  unter  Androhnng  der  Tortnr  bedeuten  kann,  und  einen 
weiteren  Beweia  dafür,  daaa  ich  die  Verwerthung  der  Stelle  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  einer  Fälschung  des  Textes  verdanke.  Auf  die  Gefahr 
bin,  unter  dem  Makel  dieses  Verdachte  zu  bleiben,  bis  noch  irgend 
Jemand  sich  entscfaliesst ,  das  Sacra  Arsenale  zu  lesen,  veizichte  ich  auf 
jede  weitere  Auafiihmng  und  Vertheidignng. 

Ernster  sieht  der  Einwurf  von  Gebler's  aus."'  Von  Gehle' 
beatreitet  nicht  mehr,  dasa  die  Ansdrtlcke  „Examen  rigor osum^^  nnd^for/ura" 


•  „lat  G.  gef.  w.?"  S.  17-84. 

•*  In  der  zu  Lffven  erecheinenden  itetwe  etOholiqve;  die  mir  zugesandte  Ab- 
handlung ist  ohne  weitere  Bezeiobanng. , 

***  In  seiner  Abhandlung:  „Ist  Qalilei  gefoltert  worden?"  in  Paul  Lindan's 
„Gegenwart"  Nr.  16—19  und  24— !&  des  Jahrgangs  IBTS.  Es  war  dies  die  letzte 
Arbeit  des  verdienstvollen  Sehiiftatellers,  der  am  T.  Sept.  d.  J.  in  noch  jugend- 
lichem Alter  einem  Bmetleiden  erlegen  int.  Der  Feuereifer,  mit  dem  et  eich  der 
Aufgabe  onteraogen,  eine  tadellose  Copie  des  Vaticanmaauscripts  d«  Oalilei^ 
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gleichbedentend  sind,  aber  er  hSit  für  gewies,  dasa  auch  die  Torbereitend« 
„Sehreckang"  im  gevühn liehen  Saal  der  Verhöre,  die  „terrilio  verbat 
all  Tortur  bezeichnet  werden  konnte.  Die  BeweisfUhmng  koOpft  er  an 
eine  gegen  mich  gerichtete  Polemik.  „Ftlr  W.",  sagt  er,  „gilt  die  „terrilio 
reaiis"  (die  eine  Abftlbrang  in  die  Folterkammer  vorauasetEta)  ala  der 
erate  Grad  derTortnr;  dem  ist  aber  nicht  so;  das  Werk  LimboTch'a, 
„Risloria  Inquisitionis" ,  eatbXlt  darüber  gane  bestimmten  Äußreblass; 
Limboreb  citirt  den  Griminalisten  Julius  Claras,  wo  dieser  tod 
den  Terschiedenan  Graden  der  eigentlichen  Tortnr  spricht  and  diea- 
beefiglicb  sagti  „so  wiese  denn,  dus  e«  fttnf  Grade  der  Tortur  g^ebt: 
1.  die  Androhnng  der  Falter,  2.  die  Einftthmng  in  die  Martetkammer 
u.  8.  w."* 

Ich  glanhe  nicht,  dass  diese  Änsfflbraagen  genflgen,  das  bestimmte 
„dem  ist  nicht  so"  zn  rech tferti gen.  Zunächst  ist  Limborch's  Qeeehiehte 
der  Inquisition  (Amsterdam  1692)  eine  Quelle  zweiten  oder  (bitten 
Ranges;  sie  beniht  —  abgeseken  von  den  alten  Sentenzen  der  Inqnisitioa 
von  Toulonse  —  anf  gedrucktem  Material,  das  dem  Verfasser  in  keines- 
wegs TollstXndiger  Sammlung  vorgelegen  hat;  ea  ist  daher  nicht  Mfiglieh, 
seinen  Angaben  ohne  weitere  Unteranchnng  „bestimmte  Anfschlüsse"  zu 
entnehmen,  wieviel  weniger  in  einem  Falle,  wo  diese  Angaben  denen 
zahlreicher  anderer  TßlHg  glaubwürdiger  Sohriftsteller  widersprechen. 

Aber  die  Aufschlllsse  Limborch's  sind  anch  in  sich  keineswegs 
so  bestimmt,  wie  t.  Gebiet  behauptet;  auch  bei  Limboreb,  auch  bei 
demselben  Julius  Clarns,  den  er  als  einzigen  GewSbrsmann  eitiil 
findet  sich   die  widersprechende   AnfTassung;  nnmittoibar  nach  der  Ei- 


sohen  ProoesBee  berauBtellen,  hat  wesentlicb  beigetragen,  diesen  tmirigen  Änigug 
zu  beschleunigen.  Wer  Qalilei's  Briefwechsel  kennt,  erinnert  aidi,  wie  bei  jedem 
seiner  Besuche  in  Rom  um  die  Mitte  des  Jani  seine  Ungeduld  w&chat,  die  Uali- 
nungen  der  Freunde  sich  wiederholen,  den  geß.hrIiohea  Aufenthalt  thncIichBt  &b- 
lukOrzen;  solcher  Mahnungen  uneingedenk,  blieb  t.  Gebier  w&hrend  der  heissMteD 
Monate  in  Rom,  uro  du*  begonnene  Werk  vx  Tollenden-  Krank  kehrte  er  heim, 
am  nicht  wieder  lu  genesen.  In  dem  Schreiben,  mit  dem  er  mir  die  gegen  meine 
Schrift  gerichteten  „Gegenhetrachtungen"  übersandte,  siebt  er  bereit«  einem  nahen 
Ende  entgegen.  Der  Gegenstand  dieser  letiten  in  ttberaua  qualvollem  Zustande  ge- 
schriebenen Abhandlung,  die  Vertheidigung  der  in  Born  gewonnenen  Uebeneogong, 
war  ihm  Uerzenssachei  noch  die  letzten  an  mich  gerichteten  Worte  sprec^ten 
die  Zuversicht  aus,  daia  man  bei  wiederholter  Prüfung  der  Originale  in  ihm  den 
Vertreter  der  Wahrheit  anerkennen  werde.  Ob  diese  Ahnung  des  Verstorbenen 
sich  verwirklichen,  ob  seine  vertrauensvolle  Außksaung  sich  endgiltig  als  Irrtbom 
erweisen  wird  —  wir  dürfen  es  der  Kritik  der  Zukunft  anheimstellen ;  sicher  wird 
das  Verdienst,  das  Karl  von  Gebier  sich  durch  die  vortreffliche  Ausgabe  der 
Acten  des  GalileiVhen  Processe«  um  die  Oalilei-Forsehnng  erworben  hat, 
unvergessen  bleiben.  ,  ~  r 

•  „Gegenwart"  l  c,  8.  878.  '        ■■  '■■  '^  '^"^^>^l^' 
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wähnang  der  fünf  Grade  fKbrt  Jnlins  Clarna  folgen dermassen  fort:* 
„ich  habe  von  dem  Prftses  Ärrigoans,  einem  Manae  ron  groBser  Erfafa- 
mng,  namentlich  in  CriminslBactien,  gehört,  dais  ea  beim  Senat  nnr 
drei  Grade  der  Tortnr  giebt,  der  erste  iet  die  Schreckung,  nnd  dieaer 
begreift  in  sich  nicht  allein  die  Bedrohung  mit  der  Folter,  sondern  auch 
die  Abführung  an  den  Ort  der  Tortur,  die  Entkleidung  und  das  Feat- 
binden ;  der  zweite  ist  die  Polternng  n.  s.  w."  Hier  ist  also  klar  gesagt, 
dais  in  der  Praxis  wenigstens  eines  italienischen  Gerichtshofs  die  so- 
genannte „terrilio  verbalis'^  nicht  als  selbststflndiger  Grad  der  Tortur  an- 
erkannt wurde.  Die  Bedeutung  dieser  Abweichung  von  der  vorher- 
gehenden allgemeinen  Angabe  wird  wesentlich  erhöbt,  wenn  wir  sie  in 
ihrem  ursprflnglicfaen  Znaammenhange  in  Clarus'  Werken  lesen.  Bier 
findet  man  alabald,  dass  Jnlins  Clarus  Mitglied  deaaelben  Mailänder 
Senats  war,  Aber  dessen  Praxis  in  den  Graden  der  Tortnr  er  attlTallender- 
weise  nicht  nach  eigener  Erfahrung,  sondern  nach  den  Mittbeilnngen 
eines  Anderen  berichtet;  seine  erste  Angabe  ist  also  ohne  Geltung  in 
seinem  eigenen  Wirkungskreis  —  wo  aber  gilt  sie  sonst?  Claras  sagt 
es  nicht;  er,  der  citateureiche  Schriftsteller,  nennt  hier  nicht  eine  ein- 
zige AutoritKt.  So  war  vielleicht  seine  Stufenfolge  ausserhalb  Mailands 
so  allgemein  anerkannt,  dass  es  der  Citate  nicht  bedurfte?  Aber  Fari- 
nacci  sagt  das  Gegentheil:  er  kennt  die  Ansicht  des  Clarus,  aber  „die 
gewShnlichere",  sagt  er,  „nnd  die  auch  hei  ans  vorzugsweise  gel- 
tende", nnteracbeidet  fünf  Grade  der  Tortur,  deren  erster  darin  besteht, 
dass  „der  Ricbter  den  Angeklagten  entkleiden,  binden,  an  das  Seil 
'  acbliessen  nnd  foweit  vorbereiten  lltaat,  daaa  Nichts  weiter  fehlt,  als  das 
Aufziehen".  Paiinacci  wirkte  im  Anfang  des  17.  Jahrhunderts  als 
praktischer  Criminaliat  an  den  höchsten  Römischen  Gerichtshöfen;  sein 
„bei  nns"  heisst  also  in  Rom  oder  in  Italien.  Hit  ihm  stimmt  von  be- 
kannten Autoritäteu  GrillanduB,  ein  Zeitgenosse  des  Claras,  Oberein, 
der  gleicbfatls  in  Born  als  Ricbter  tbStig  gewesen  ist.  Will  man  neben 
diesen  Beiden,  die  von  den  spftteren  I n qaisitionssehrif tateil em  hSufig 
citirt  werden,  noch  einen  wirklichen  Inquisitor  befragen,  so  vergleiche 
man  die  „Praxis  judiciaria  inguisilorum"  des  Umbertns  Locatus  (2,  Aus- 
gabe 1G83),  die  in  alphabetisch  geordneten  Artikeln  Aber  alle  Einzel- 
heiten des  Inqniaitionsprocesses  Aneknnft  ertbeilt.  Auch  dieses  praktische 
Handbuch  fUr  Inquisitoren  bezeichnet  als  den  ersten  der  fllnf  Grade  der 
Tortur  genau  wie  Farinacci  die  Schrecknng  in  der  Folterkammer.  Da 
nun  Locatus  zur  Zeit,  als  Julius  Clarus  schrieb)  Generalcom- 
missar  der  Römischen  Inquisition  war,  so  erscheint  die  Annahme 
gerechtfertigt,  dass  in  der  Praxis  der  Römischen  Inquisition  —  und  nnr 


*  dar*!,  Reeeptac  t^ntmtiat   ed.   leiB  8.  SSO  und  Limborch,  Eigtoritt. 
inquitüümit  8.  822. 
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anf  diese  kommt  es  aoe  an  —  die  von  ibm  in  Uebeieinatimmnng  mit 
Tielen  Anderen  genannten  Grade  Geltung  gebabt  haben,  nicbt  diejenige 
des  Clarus,  von  denen  wir  nur  wissen,  dasa  sie  in  Glarns'  eigenem 
Wirkungskreis  nickt  gegolten  haben.* 

Was  Glarns  als  ersten  Grad  der  Tortnr  bezeichnet,  ist  demnaeb, 
wie  es  das  „Sacro  Arsenale"  KUsdrHcklicb  sagt,  im  Gebraacb  der  Römiaclien 
Gerichtehöfe  nnd  insbesondere  im  Gebranch  der  Inquisition  nnr  als  eine 
dem  „Sxaipen  rigorosum"  vorausgehende ,  Torberütende- Handlung  be- 
trachtet worden. 

Es  bleibt  mir  ttbrig,  des  Beweises  zn  gedenken,  anf  den  Fb.  Gilbert 
so  grossen  Werth  legt,  and  den  nach  ihm  del'Epinois  und  Desjardins 
dankbar  benutzt  haben.  Obgleich  alle  Welt  vom  „Sacro  Arsenale"  sprach, 
hat  Pb.  Gilbert  bis  zum  Jahre  1877  den  Ansdnick  „Examen  rigorotum'* 
nirgends  sonst,  als  in  dem  „Speculum  Inquisitionit  Bimnlinae''  vom  P. 
Joanne  des  Loiz  (1628)  zu  finden  vermocht.**  In  dem  Brief ,  dnrch 
den  der  F.  des  Loix  als  Inquisitor  installirt  wird,  findet  sich  hier  die 
Wendung:  „concedenUs  tibi  facultalem  contra  guoscumgue  haereUeos  et  a  fidt 
chrisliana  aposlatas  inguirendi  et  proeedendi  ac  precedealibus  legilimis  ittdieüs 
eos  contprehendendi,  seu  capi  et  comprehendi  algue  carceribus  mancipari,  etproul 
juris  fueril  rigoroso  examtni  subjici  el  torqueri  faciendi"  etc.-. 
In  dieser  Ausdmcksweise  findet  Gilbert  einen  entscheidenden  Be- 
weis dafür,  dass  die  Ausdrücke  „Examen  rtgorosum^^  und 
„Tortur"  nicht  synonym  sind.  Entweder,  meint  er,  haben  die  Cai- 
dinlle,  die  das  Actenstück  n n terzeich n eu ,  aweimal  genau  dasselbe  gesagt 
oder  die  Bedeutung  der  Worte  „exämen  rigorotum"  stimmt  nicht  mit  der 
des  Ausdrucks  „torlura"  ttberein.  Es  ist  nicht  mSglich ,  coneeter  in 
schliessen:  entweder  die  Ausdrücke  bedeuten  genau  dasselbe  oder  sie 
bedenten  Verschiedenes;  es  wird  daher,  um  das  Letstere  entscheidend 
darznthnn,  nothwendig  sein,  des  Erstere  als  unmöglich  zu  erweisen  — 
Bü  denkt  man,  und  erwartet  den  Beweis;  aber  Herr  Gilbert  sagt  be- 
reits: „guod  erat  demonslrandum",  das  heisst,  er  setzt  stillschweigend  voraus, 
was  znr  Entscheidung  der  Frage  in  meinem  Sinne  nothwendig  ist:  dau 
in  einem  von  Cardinälen  unterzeichneten  Document  nicht  dieselbe  Sache 
durch  zwei  völlig  gleichbedeutende,  dnrch  ein  ,,nnd"  verbundene  Ans- 
drücke  bezeichnet  werden  könne.  Nun  ist  aber  das  Gegentheil  absolnt 
gewiss;  die  wenigen  Worte  des  soeben  erwähnten  Patents  genttgen  mm 

*  Es  ist  mir  nicht  unbekannt,  daas  die  Angabe  des  CtaruB  auch  inanderen 
Werken  vorkommt,  immer  jedoch  —  soviel  ich  sehe  —  in'Terbindnng  mit  Claras' 
Namen.  Dasa  diete  Beprodnction  eiuei  Meinung  in  compilatoriscfaen  Werken  den 
Nachweis  einer  Anwendung  in  der  Pram  nicht  ersetzt,  bedarf  keiner  AaaföbmDg. 
"*  Fh..  Gilbert,  „La  condamnaUon  de  Galilie  et  lea  ptMiaMona  rüentet. 
Louvain  tSTT,  S.  4&.  Die  Schrift  ist  ein  Separatabdrack  aus  der  „Bev»e  da 
qttatiom  Aütortipwt". 
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Beweis;  oder -sollen  wir  nm  dieses  P&tents  willen  aach  die  Ergreifiing 
ond  Gefangen  nähme  (das  „capi'^  nnd  „comprehmdi")  als  wesentlich  Ter- 
echiedene  Acte  ansehen,  ftir  deren  jeden  es  besonderer  Antorisation  he- 
därfte?  Ss  würde  nicbt  viel-damit  gewonnen  sein,  denn  die  Fälle,  in 
denen  die  officiellen  Actenetflcke  der  Inquisition  für  dieselbe  Sacb^  zwei, 
ja  drei  verschiedene,  dnrcb  „nnd"  verbiindene  Ausdrücke  gebrauchen. 
Bind  ansser ordentlich  hfinfig.  Ich  beschr&nke  mich  dnranf,  zn  erwShneu, 
das8  die  Ausdrücke:  „iorguere  el  guieslionare";  „quaestiones  et  tormenta'' aehen 
den  gleicbwertbigen  „quaesliones  seu  iormenia"-  n.  s.  w.  ganz  gewfibnlich 
vorkommen.  Dbbb  es  sieb  dabei  um  Verbindnngeu  von  Worten  gleichen 
Sinnes  handelt,  beweist  unter  Anderm  das  pSpstliche  Decret  „pro  vatantibus 
in  S.  Officio"  vom  29.  April  1557.*  Es  handeltsicb  hier  darum,  die  bei 
den  Beschlüssen  der  Inquisition  betheiligten  Geistlichen  dagegen  zu 
schützen,  dass  sie  durch  Blatvergiessen  oder  Körper  Verstümmelung,  sei 
es  bei  der  Tortur,  sei  es  bei  Vollziehung  der  Strafe  —  der  „Irregularität" 
verfallen  und  in  diesem  Zusammeobange  faeisst  es:  „ul  üdem  Vlerici 
voltim  et  tenlenliam  ....  non  solum  quoad  quaesliones  et  lorturam  sed 
eliam  ad  eondignam  poenam  et  mullam  eliam  usque  ad  mulüationem  seu  san- 
guinit  effustonem  ac  usque  ad  mortem  naturalem  inclusipe  abtque  alicuius 
censurae  »el  irregularUalis  incursu  dicere  ....  possint,  licentiam  et  facultatem 
concedimus". 

Seihst  wenn  ein  Zweifel  darüber  bestände,  dass  „quaestio"  ein  Verhör 
auf  der  Folter  ist,  würde  aus  dem  Zusammeubang,  dem  Zweck  der  ganzen 
Verordnung  sich  zweifellos  ergeben ,  dass  an  dieser  Stelle  eine  Verscbie- 
deobeit  der  durch  „«t"  verbundenen  Ausdrücke  „quaesli»"  und  „torlwa" 
ebensowenig  denkbar  ist,  wie  zwischen  dem  unmittelbar  folgenden  „poena" 
und  „mulla"  oder  „Ucenlia"  und  „facultas".  Handelte  es  sich  daher  wirklich 
nocb  um  eine  AuAISrung  Über  den  Sinn  des  Wortes  „Examen  rigorasum", 
so  müsste  man  diejStelle  bei  des  Lois  als  ungeeignet  zur  Entscheidung 
der  Frage  zurückweisen ,  da  die  Möglichkeit  eines  synonymen  OebrancKs 
der  Ausdrflcke  „examini  rigoroso  subjicere^'  und  „lorquere"  vorliegt.  Es 
bedürfte  dann  allerdings  nur  einer  Vergleicbnng  der  correspondirenden 
Ausdrucke  in  anderen  Patenten  für  Inquisitoren,  um  die  Möglichkeit  zur 
Gewiesheit  zu  erheben.  Das  Formular  auf  S.  339  des  „Sacra  Arsenale" 
(Aasgabe  von  1665)  enthält  an  der  betreffenden  Stelle  in  völlig  gleichem 
Zusammeubang  die  Worte  „guaeslionibus  eiponendi". 

Dem  scheinbar  zweideutigen  Citat  stelle  ich  ein  bisher  nicht  beach- 
tetes, unzweideutiges  gegenüber.  Im  Anhang  zu  der  bereits  erwähnten 
Schrift  des  Locatns  finden  qich  Sentenzen,  die  sich  des  Ausdrucks 
„zum  Examen  rigorosum  schreiten"  in  derselben  Weise,  wie  die  Sentenz 
gegen  Gftlilei  bedienen.     Man  sagt  dies,  erläutert  der  Verfasser,  wenn 


■,,  a.  491;  ,^ero  AfsmcOe",  ed.  ISAC-    Anhang  8.  I9i(K>qIc 
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der  Angeklagte  gefoltert  worden  ist  {si  toriut  fuaH).*  Bs  bleibt 
also  dabei:  der  Begriff  des  „Examen  rigorosum'^  und  der  eines  VerhSn 
auT  der  Tortur  sind  identiacfa;  der  eine  ist  elastiBch,  dnnkel,  Sunmel- 
begriff  genau  in  demselben  Muae,  wie  der  andere, 

Qliebe  aber  ancb  in  dieser  Beziehang  ein  Rest  des  Zweifels  möglich, 
so  wHre  damit  fUr  die  gewünschte  Antlegong  der  Sentenz  gegen  Galilei 
Nichts  gevonnen;  denn  die  Art  des  VeihOrs,  von  der  das  Urtheil  redet, 
ist,  wie  ich  geseigt  habe,**  genan  bestimmt  dnrch  den  Znsats  „senza 
pregiuditio  alcuno  dtUe  cose  da  te  eonfessale  e  cantro  di  te  dedoUe".  „Kar 
für  das  Verhör  in  der  Folterkammer  bedurfte  es  der  Verwahning  gegen 
zn  weitgebende  Anssagen  des  Angeklagten",  wie  sie  darch  diese  Klansel 
ansgesprochen  wird.  Aach  diese  Behauptung  hat  t.  Gebier  als  eine 
mir  eigen thttmli che  Ansicht  anrückge wiesen.***  Der  Zosatz  „senta  pre- 
giudnio",  meint  er,  finde  sieh  in  den  Seutenzformnlaren  des  „Sacra  Ar- 
senale" jedesmal,  wenn  vom  „Examen  rigorosum"  die  Rede  sei;  da  nun 
—  ifie  als  erwiesen  betrachtet  wird  —  „die  Verbal territion  in  dem  Sam- 
melnamen „Examen  rigoroium"  mit  einbegriffen  sein  konnte",  so  sei  an- 
Eunehmen,  dass  auch  bei  dieser  die  in  Rede  stehende  „pratalaSo'*  am 
Platze  gewesen  sei. 

Von  Oebler  bat  ttberseben,  dass  die  Thatsachen  dieser  Folgening, 
die  er  Übrigens  selbst  als  Conjectnr  bezeichnet,  anfs  Bestimmteste  wider- 
sprechen; denn  thatsKcbUch  ist  die  schützende  Klausel  da,  wo  sie  nach 
seiner  Ansicht  zn  erwarten  ist,  in  dem  Protokoll  ttber  das  Verhör  vom 
21.  Jnni  nicht  zn  finden;  man  muss  also  entweder  dieses  Protokoll  tut 
nnvollstSndig  halten  oder  anerkennen,  dass  auch  im  Verhör  vom  21.  Jnni 
die  Klausel  .,senza  pregiuiHtia"  nicht  zar  Anwetidang  gekommen  ist.  Die- 
selbe kommt  aber  ebenso  wenig  in  irgend  einem  der  betreffenden  Pro- 
tokollformnlare  im  6.  Buch  des  „Sarro  Arsenale"  bei  der  Androhung  der 
Tortur  ausserhalb  der  Folterkammer  vor.  Nicht  als  persönliche  Ansicht, 
auch  nicht  als  Folgernng  ans  irgend  welchen  theoretischen  Erwlgungen 
aber  die  Bedeutung  jener  Formel,  sondern  als  einfaches  Ergebniss  einer 
Prüfung  des  „Sacra  Arsenale"  habe  ich  demnach  die  Behauptung  bin- 
etellen  können,  dass  es  (üt  eine  vorbereitende  Bedrohung  mit  der  Torlnr 
jener  Elanael  nicht  bedurfte.  Wenn  nun  dennoch  sXmmtlicbe  Senteoi- 
formulare  des  „Sacra  Arsenale"  der  Angabe:  es  sei  zum  „Examen  rigorosum,*' 
geschritten,  die  Klausel  „senza  pregiuditio"  etc.  hinzufBgen,  so  ist  das 
nur  ein  weiterer  Beweis  dafür,  dass  man  bei  dem  Ausdruck  „ExamtH 
rigorosum"  an  Verhöre,  die  sich  auf  Verbal  territion  beschränken,  nicht 
gedacht  hat. 

•  Löcatns  l  e.,  8.  619. 
••  „Ist  Q.  gof.  w.?"  8.  32—3*. 
•"  ..öegenwftrt"  8.  876.  Dig.LizedbyGoOt^Ic 
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EbenBowenig  fcaan  aber  bei  Aei  Anwendnof;  derselben  Formel  in 
Act  Seotena  gegen  Oalilet  sn  das  bekannte  Verb6r  vom  21.  Jnni  ge- 
dacht sein ;  der  ZoBatE  „lenia  pregiudizio"  etc.  weist  vielmehr  bestimmt 
anf  eine  uns  nnbekannle  Fortsetenng  hin;  er  beweist,  dass  der  An- 
geklagte iD  die  Folterkamnier  gefBhrt  nnd  dort  mindestens  einer  Real- 
territion  unterworfen  wurde;  den»  die  Verwahrung  der  Richter  gegeu 
präjudicirende  Anseagen  des  Inqnisiten  wird  zum  ersten  Mal  in  jenem 
,.decreto  tii  lorlura'-'-  ausgeBprochen,  durch  das  srnnScfast  die  AbfShrang  in 
die  Folterkammer  verfügt  wird. 

Es  mues  demnacb  ah  erwiesen  betrachtet  werden,  daaa  der  Wortlaut 
der  SenteoB  vom  22.  Juni  dem  ursprünglicbeu  Beeret  vom  16.  Juni 
insofern  vollstfindig  entspricht,  als  eine  Abfilbruug  in  die  Folterkammer 
hier  beschlossen,  dort  als  Tollzogene  Thatsache  mitgetheih  wird.  Will 
man  nicht  annehmen,  dass  die  Vollziebnng  des  nraprttn glichen  Befehls 
trota  päpstlicher  Qegeuorder  erfolgte,  so  ist  dureh  diese  Uebereinstim- 
mnng  bestStigt,  dass  die  Streichungen  FSlschungen  ueneren  Datums  sind. 

IT. 

Zar  entgegengesetzten  Vorstellung  führen  —  wenn  man  sie  ohne 
Kflckaicht  auf  alles  Uehrige  liest  —  drei  Scbrlftstttcke  des  Vaücaa- 
Haunseripts : 

1.  die  Copie  des  D»crets  vom  16.  Jnni  1633  (Fol.  451  e"); 

2.  der  kurze  Uebarblick  Aber  die  Hauptthatsachen  des  Frocesses,  der 
dem  Anscheine   nach  im  Jahre  1734  geschneben  ist  (Fol.  559); 

3.  das  VeibSr  vom  21.  Juni  1633  (Fol.  452—453). 

Sind  diese  SchriftstCtcke  echt,  so  mttssten  allerdings  die  toq  Qberardi 
entdeckten  Streichungen  auf  päpstlichen  Befehl  vor  dem  21.  Jnni  1633 
erfolgt  sein;  hält  man  dagegen  die  erSrterten  Bedenken  fttr  entscheidend, 
so  mnas  man  sich  e otschli essen ,  an  ein  System  der  Fälschnngen  so 
glauben,  in  dem  die  Umgestaltung  des  Originaldecreta  vom  16.  Juni 
durch  die  Einsclialtnng,  resp.  Bearbeitung  jener  drei  Schriftstücke  ihre 
logische  Ergänzung  findet.  Ich  stehe  nicht  an,  diese  letztere  Lösung 
als   die  weitaus  wahrscheinlichere  zu  bezeichnen. 

Als  Erleichterung  wenigstens  für  den  Glauben  an  eine  so  weitgehende 
Hypothese  darf  es  wobt  geltend  gemacht  werden,  dass  nm  innerer  Gründe 
willen  schon  früher  vermuthet  war,  was  hier  als  weitere  Conseqnenz  einer 
nur  wahrscheinlichen  Annahme  gefordert  scheint.  Das  Verhör  vom 
21.  Juni,  das  wichtigste  der  genannten  Docnmente,  war  als  Gegenstand 
des  eroBtesten  Verdachts  bezeichnet,  als  ein  Gedanke  an  Fälschung  des 
Decrets  vom  16.  Jnni  noch  aufs  Bestimmteste  ausgeschlossea  erschien;* 


•„Ist  O.gef.  w,?"  8.89-118.  v.tK>J^lc 
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eioe  spXte  EinBchaltnDg  d«r  Cupie  dieses  Decrets  var  schon  damals  als 
glanbltch  angesehen;*  ja  wenn  man  im  Anachlnss  an  Gherardi's  be- 
stimmtere Angaben  den  Zeitpankt  fflr  die  Tennutbete  Fälschung  nicht 
vor  der  Bückliefernng  der  Handschrift  in  der  Mitte  des  lan- 
fenden  JahrhnndertB  setzen  könnte,  so  wat  fflr  die  Berechtigung 
auch  dieser  gewagten  Folgemng  ein  hochbedeatsamer  Anballepunkt  im 
Vorane  gewonnen.  A'ls  solchen  betrachte  ich  die  Thatssche,  da«B  die 
yor  der  Bttckliefernng  entstandene  französische  Uebersetinng  das  ans  so 
vielen  Gründen  verdKchtige  Gntachten  vom  Jahr«  1615  [FoL  342  des 
Vaticanmannscripts)  nicht  nmfasst.**  Die  DebersetEung  ist  allerdings  nur 
ein  Fragment,  aber  sie  amfasst,  wie  aaa  der  mir  Torüegenden  Tollstindigen 
Copie  hervorgeht,  den  gesammten  Inhalt  der  ersten  ,23  BlXtter;  sie  be- 
'folgt  —  wie  ansdrücklich  bemerkt  wird  —  streng  die  Ordnung  der  Hand- 
schrift auch  da,  wo  diese  das  der  Oatimpg  nach  spätere  Docnment  den 
älteren  rorangtellt;  die  ActenstUcke  sind  nnmerirt,  auf  die  einleitende 
Uebersicht  unter  Nr.  1  folgt  als  Nr.  2  die  Dennnoiation  des  P.  Lorini; 
des  Gutachtens,  das  im  bentigen  Vaticanmannscript  ewiecben  beiden 
steht,  wird  mit  keiner  Silbe  gedacht.  Diese  Lflcke  kann  auch  nicht 
etwa  der  von  Delambre  herrührenden  Abschrift  der  üebereetsang,  anf 
die  wir  sur  Zeit  noch  angewiesen  sind,  e igen tbtlml ich  sein,  denn  die 
Nnmerimng  ist  nach  Delambre's  Angabe  die  der  Originaltlhersefaung. 
Es  bleibt  also  nur  die  Wahl,  zu  schliessen,  dasä  aach  das  1S09  nach 
Frankreich  gebrachte  Mannscript  das  Gntachtes  nicht  enthalten,  oder 
anzunehmen ,  dwe  in  wahrhaft  wunderbarer  Conseqaenz  der  Zafall  über 
diesem  ActenstUek  gewaltet  nud  seine  Uebersetzung  verhindert  hat,  um 
es  in  jeder  Beziehung  zum  Unicum  zu  machen. 

Ich  hebe  dieses  bedeutsame  Zusammentreffen  der  verd  ächtigen  den 
Umstände  hier  nochmals  hervor,  um  anf  dl«  Bedeutung  weiterer  For- 
schungen fiber  das  nach  Frankreich  gebrachte  und  36  Jahre  in  Frank- 
reich bewahrte  Manuscript  aurmerksam  zu  machen.  Alles  deutet  daranf 
hin,  dasB,  wenn  in  dieser  langen  Zeit  von  irgend  einem  neugierigen 
Leser    auch   nur    ein    Inhaltsverzeichniss    der    ActenaammltfUg    gefertigt 


•  a.  B.  0.  S.  147flg. 
**  a.  a.  0.  S.  151flg.;  18Gflg.  Vergl.  femer  QOttinger  gel.  AoEeigen  1ST8,  S. 
GS8— 6S&,  Von  Qebler  hat  meinen  AusfOhnuigen  gegenüber  groisoi  Gewicht 
daranf  gelegt,  dasa  ich  einen  einleachtenden  Zweck  der  Fälschung  nicht  antngebea 
Temooht  habe.  Die  biei  fehlende  Aufklärong  ergiebt  üeh  —  wenn  mich  nicht 
Alles  trflgt  —  aus  der  intereeeanten  Yerwerthung,  die  das  Gutachten  toq  1616 
schon  jetzt,  baam  2  Jahre  nach  seiner  VerOffentlicbang,  bei  Gegnern  der  hier 
vertretenen  AnschaDiingen  gefanden  hat;  insbesondere  ans  der  Bewonderuug,  die 
P.  Qriear  fQr  den  „weiten,  freien  Blick"  dieses  Consultors  bekandet,  der  niitien 
unter  den  vermeintlichen,  Ignoranten  der  Inquisitioii  von  1616  Galilei's  copo'- 
nicaoische  Bibelauslegong  stillschweigend  fSr  erlaubt  erklärt 
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wKre,  schon  dieses  Tennathlicli  genflgenden  Anfscbluss  gewSbien  würde; 
denn  mit  Zuversicht  darf  man  erwarten,  dass  in  diesem  RegisteT  ausser 
dem  Gutachten  des  Connnltors  Ton  1615  zum  mindesten  das  Deoret  vom 
16.  Juni,  das  Verhör  vom  21.  Juni  1633  und  der  „Sunto"  von  1732  auf 
Fol.  560  fehlen  würden. 

Dieser  Erwartnng  widersprechen  allerdings  v.  Qebler's  bestimmte 
VerBicfaerangen,  aber  keineswegs  die  thatsächlichen  Angaben,  durch  die 
er  seine  Behauptungen  zu  unterstützen  geglaubt  bat;  im  Oegenthetl 
scheinen  mir  sämmtliche  seit  Jahresfrist  durch  de  l'Epinois  und 
T.  Gebier  bekannt  gewordenen  Daten  die  Annahme  später  Einschaltung 
tär  jene  drei  Schriftstücke  zn  unterstützen. 

Was  zunächst  das  Decret  auf  Fol.  451  des  Vaticanmannscripts 
betrifft,  so  ist  heute  als  festgestellt  zn  betrachten,  was  schon  früher  der 
Verglücbnng  der  Texte  zu  entnehmen  war,  dass  es  eine  Abschrift  aus 
dem  Band  der  Decreta,  nicht  etwa  das  Original  der  dort  gefundenen 
Fassung  ist;  es  können  auch  nicht  beide  Aufzeichnungen  gleichzeitig 
geschrieben  sein,  deun  der  Text  des  Vaticanmanoscripts  ist  offenbar  ein 
Best  des  am  16.  Juni  formutirten  Urtheilsspruchs.  Dass  die  Uebertragung 
sowohl  dieser,  wie  einiger  anderer  Annotationen  aus  dem  Band  der  De- 
creta in  die  specielU  Actensammlnng  des  GalÜei'schen  Processes  erst 
in  neuerer  Zeil  erfolgt  sei,  habe  ich  aus  allgemeinen  Grllnden  schon 
früher  angenommen.*  Diese  Gründe  TBranlaseten  mich  damals  (1876), 
bei  Prof.  Gibbings  anzufragen,  ob  in  den  zahlreichen  in  Dublin  be- 
wahrten Inquisitionsprocesseu  eiue  fihnliche  Einschaltung  von  Decreten 
vorkomme;  Prof  Gibbings  erwiderte  mir  in  bestimmten  Worten,  dass 
nichts  der  Art  vorhanden  sei;  es  bestätigte  sich  dadurch  die  Vermuthnng, 
dass  eiue  zwiefache  gleichlautende  Registrirung  der  Decrete  1.  in  den 
Sitzungsprotokollen  der  Inquisition,  2.  in  den  Acten  des  speci eilen  Pro- 
cesses, wie  sie  in  unserem  Falle  vorzuliegen  scheint,  nicht  zu  den  regel- 
mässigen Gewohnheiten  der  Inquisitionsbeamten  gebtirt  haben  kann. 

Die  Weise  der  Einschaltung  in  den  Acten,  mit  der  nns  die  neuesten 
Veröffentlichungen  bekanntmachen,  entspricht  durchaus  der  Vorstellung, 
dass  dieselbe  nicht  zur  Zeit  des  Processes  stattgefunden  bat.  De  l'Epinois 
bat  ein  Facsimile  der  Rückseite  von  Fol.  534  mitgetheilt,  auf  der  sich 
das  Decret  vom  l.  December  1633  in  zwei  Ausgaben  von  völlig  ver- 
schiedener Hand  befindet.     Der  Text  der  oberen  lautet: 

Prima  Decembris  1633. 

A  Sanctissimo  in  eongregalione  S.  0.  Conceditur  habilUatio  in  eius  rure, 
modo  lamen  ibi  ul  in  soliludine  siel,  nee  evocel  eü,  aul  venientes  illuc  recipial 
ad  colloculiones.     El  hoc  per  tempus  arbitrio  S.  S. 


•  „Ist  G.  gef.  w,?"  S.  107,  Anm. 

Hlfk-Ut  AbUOg.  d.  Zduohi.  f.  Math-  o.  PUn.  XXIT,  1 
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Dabei  sind  Einzelheiten  corri|prt.  Weiter  unten,  findet  mAO  dasMibe 
Beeret  in  folgender  Form: 

Prima  Decembris  1633.  B.  oralorem  habüiiavit  ad  etat  rureiR,  übt 
vival  in  soliiudine  nee  ed  epocet,  aui  venienles  illuc  recipiat  ad  collocuüones 
y,  per  lempus  arbilrio  S.  S. 

Dem  enUpricht  hei  Gherardi  das  20.  Decret  in  folgendem  Wortlant: 

Galüaei  de  Galilaeis  Florenlini,  Senis  relegali  teclo  memoriali  ST" 
oralorem  hnbililavH  ad  etus  rurem,  ubi  vivat  in  soliiudine  nee  eo  amoveatur 
aut  venientes  illuc  recipiat  ad  colloculiones  q.  per  lempus  arbilrio  S.  Cong^."* 

Mit  dieser  Abschrift  ans  dem  Sitzungsprotokoll  der  Inquisition  stimmt 
daher  die  zweite  Form  des  Yaticanmann Scripts  genau  Uberein,  sofern 
man  von  den  Varianten  ,,S,  Cong^*'"  statt  „S.  S."  und  „amoBehlw"  statt 
„evocel"  absieht j  es  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  au  letzterer  Stelle  der 
moderne  Copist  ein  undeutlich  geschriebenes  Wort  nach  Gntdünken  interpre- 
tirt  hat;  in  dem  Facsimile  der  von  Gherardi  benutzten  Abschrift  steigen 
die  letzten  Bncbstaben  des  „amoveatur^'  an  der  Seite  de#  folgenden  „(Iw^' 
in  die  Höhe,  so  dass  man  deutlich  sieht:  der  ursprünglich  an  der  Stelle 
des  „evocel"  leergelassene  Raum  hat  trotz  verkleinerter  Schrift  fSr  das 
uachtrHglicb  bineingeschriebene  „omovealur"  nicht  ausgereicht. 

Hier  haben  wir  demnach  ein  Decret,  das  nicht  weniger  als  drei 
Mal  registrirt  ist.  Dass  von  den  beiden  Lesarten  des  Vaticanmannscripta 
die  obere  die  ältere  ist,  ergiebt  sich  aus  der  Form  und  den  Conecturen; 
aus  dieser,  die  man  rerrnnthlich  in  der  Sitzung  selbst  in  nnfertiger  For< 
mnlirang  auf  der  Rückseite  der  betreffenden  Bittschrift  eintrug,  ist  ohne 
Zweifel  der  Text  des  Sitznngsprotokolls  hervorgegangen,  von  dem  dann 
endlich  eine  Copie  auf  Fol.  534  nochmals  eingetragen  «urde.  Dass  dies 
im  December  1633  geschehen  sei,  scheint  mir  in  hohem  Grade  unwahr- 
scheinlich. Wohl  aber  lässt  sich  vorstellen,  dass  ein  Schreiher,  der  in 
späterer  Zeit  eine  grössere  Zahl  jener  Einschaltangen  zu  besorgen  hatte, 
auf  Blatt  534  den  bereits  vorhandenen  Text  übersah  und  gedankenlos, 
eine  zweite,  fast  gleichlautende  Abschrift  hinzufügte.  Derselbe  Fall 
wiederholt  sich  in  etwas  anderer  Weise  bei  dem  Decret  yom  30.  Jnni; 
hier  ist  die  erste  Fassung  auf  der  Rückseite  der  Bittschrift,  eine  voll- 
ständigere Formnlirnng  befremdender  Weise  auf  dem  Blatte  eingetragen, 
das    der   Bittschrift    vorangeht.**      Diese  FKlle    sind    nm   so   beachtens- 

*  So  ist  der  Wortlaut  in  dem  Facsimile  der  Copie  tob  183Ö  (?);  in  Gherardi'« 
gedruckter  Änagabe  folgen  die  Worte  „per  tempus  urbitrio  S.  Cong'^"  iwiacbeu 
„rwem"  und  „tibi  vivaf";  die  gedruckte  Auegabe  enthält  femer  das  Wort  „aHo- 
«dtones",  Wo  im  Facsimile  uuiweifelhaft  „collocutionea"  za  lesen  ist 

**  Den  beiden  Fallen  achliessen  sich  diejenigen  auf  Fol.  550  und  555  an,  in 
denen  als  erste  Aufzeiehnnng  nur  kurze  Notiiten  den  Inhalt  der  Decrete  bezeichnen, 
die  nachher  im  TollBUndigen  Wortlaut,  mit  dem  Text  der  Sitzongaprotokolle 
genau  übereiuatimmend,  eingttrageu  sind. 
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weither,  »Ab  sie  Anordnungen  nacli  dem  Abscblnss  des  Processes 
betreffen,  bei  denen  alao  nicht  —  im  Sinne  der  Oeblei'achen  Hypo- 
these —  davon  die  Rede  sein  kann,  dass  die  EinBcbaltnng  der  Decrete 
etwa  znr  Orientirnng  der  CardinSle  beim  Studium  der  Acten  vor  der 
letzten  Entscheidung  gedient  hätte,  nnd  bei  denen  darum  eine  Ent- 
fitehnng  der  zweiten  Abschriften  im  Jahre  1633  um  so  weniger  gUnbliGh 
encheint.  Nna  ist  aber  nicht  zweifelhaif,  dass  derselben  Folge  von 
Copien,  zn  der  die  zweite  Ausgabe  des  Decreta  auf  Fol.  534  nnd 
höchst  wahrscheinlich  anch  die  zweite  des  Decrets  vom  30.  Juni  zn  zählen 
ist,  anch  das  Decret  vom  16.  Juni  angehört.  Das  dnrch  de  l'Epinois 
reproducirte  F&csimile  des  letaleren  dentet  wenigstens  ia  den  beiden 
ersten  Zeilen  bestimmt  auf  Ueberein Stimmung  der  Handschrift  mit  der- 
jenigen des  Decrets  vom  1.  December;  v.  Gebier  erklärt  ansdrticklich, 
dass  sämmtlicbe  Annotationen  von  1632  und  1633  von  derselben  Hand 
sind.*  Er  "iSsst  bei  dieser  Angabe  die  erste  Anfzeichnnng  auf  Fol.  534, 
sowie  die  kurze  Notiz  vom  30.  Juni  auf  Fol.  454  v"  unberücksichtigt. 
Es  ist  daher  die  Wabrecbeinlicbkeit. oder  Unwabtscheinlichkeit  einer  Ein- 
tragung im  Jabre  1633  fär  das  Decret  vom  16.  Juni  die  gleiche,  wie 
(üc  die  zweite  Abschrift  des  Decrets  vom  1.  Decetnber.  Ich  glaube 
nicht,  dass  man  unter  diesen  Umständen  der  Abschrift  des  Decrets 
Tom  16.  Juni,  die  sich  auf  Fol.  451  des  Vaticanmanuscripts  findet,  einen 
Beweis  fär  die  Willensändernng  des  Papstes  ewischen  dem  16.  nnd 
.  21.  Jnni  entnehmen  kann. 

Bedenklicher  erscheint  auf  den  ersten  Blick  das  Zengniss  auf  Fol.  559 
des  Vaticanmanuscripts,  jene  in  italienischer  Sprache  geschriebene  Zu- 
sammenstellung der  gegen  Galilei  gefassten  Beschlüsse,  die  dem  Jahre 
1734  anzugebören ,  die  Grundlage  der  auf  Fol.  561  verzeichneten  Anord- 
nung der  Inquisition  vom  16.  Jnni  1734  zu  bilden  scheint.  Ist  dies  Schrift- 
stflck,  wie  ich  anfangs  angenommen  habe,  als  echt,  d.  b.  dem  Jahre  1734 
angehtlrig  zn  betrachten,  so  würde  aus  der  in  ihm  gegebenen  Reprodnction 
des  Decrets  vom  16.  Juni  hervorgehen,  dass  die  Umgestaltung  dieses  Decrets 
mindestens  vor  1734  erfolgt  sei,  denn  die  betreffende  Stelle  lautet; 
„la  sanlilh  sua  decretft  che  il  detlo  Galilei  s'inlerrogasse  sopra  Chilemione, 
anche  con  comminargii  la  Tortura,  e  soslenendo  precedenle  Tabiura  de  vehe- 
mtnli  ti  condannasse" ;  und  weiterhin  heisst  es;  ,yCome  il  luUo  fii  eteguUo", 
wora&B  mit  Secht  zn  schliessen  ist,  dass  auch  das  „Examen  de  inlenlione" 
in  angegebener  Weise  bei  der  Bedrohung  mit  der  Tortur  stehen  geblieben 
ist.  Nun  würde  aber  für  eine  Umgestaltung  des  Decrets  vor  1734  der 
EinfluBB  jener  Motive  beinahe  ausgeschlossen  sein,  um  derentwillen  man 
eine  F&Ischung  in  neuerer  Zeit  als  denkbar  betrachtet,  denn  schwerlich 


*  Eine  briefliche  Hittheilung  er^nzt  in  dieser  Beriehnng  die  Angabe  in  der 
„Gegenwart". 
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ist  die  Frftge,  ob  Galilei  gefoltert  worden,  toi  1734  Gegenstand  einer 
öffentlichen  Discnssion  gewesen ;  schwerlich  hat  man,  wenn  dies  der  Fall 
war,  im  beil.  OFficiam  jener  Zeit  der  öffentlichen  Meinung  durch  Acten- 
fälschnng  Rechnung  getragen.  Ein  sicberei  Beweis  dafür ,  dass  die  Um- 
gestaltnng  vor  1734  erfolgt  sein  mHase,  würde  daher  in  hohem  Grade 
wahrscheinlich  machen,  dass  sie  vor  dem  21.  Juni  1633  erfolgt  sei.  Es 
ist  daher  besonderer  Beacbtling  werth ,  dass  die  Zusammenstellung  auf 
Fol.  559  in  der  Form  wie  Im  Inhalt  zu  den  ernstesten  Bedenken  Ver- 
anlassung bietet,  Dass  wir  heute  den  Ueberblicb  auf  Fol.  559  in  den 
Brief  des  Florentiner  Inquieitors  von  1734  eingelegt  finden,  schien  da- 
durch gut  erklärt,  dass  dieser  Brief  die  bestimmte  Veranlassung  enthSlt, 
die  gegen  Galilei  ergangenen  Decrete  nachzuBeheo.  Die  Zusammen- 
stellung auf  Blatt  559  Hess  sich  als  ein  Ergebniss  der  Befragung  der 
Archive  zum  Zweck  der  Beantwortung  des  Briefs  betrachten.  Nun  waren 
aber  die  drei  auf  559  mitgetheilten  Decrete  bis  dahin  nur  in*  lateinischer 
Sprache  vorhanden;  sie  müssen  flso,  wenn  das  Schriftstück  echt  ist, 
im  Jahre  1734  fUr  den  Gebrauch  der  Bömischen  Generalcongregation 
in's  Italienieche  tibersetzt  sein,  wfihrend  doch  die  BescblUsBe  dieser  Con- 
gregation  —  wie  Gherardi's  PiotokoU  über  die  gleiche  Verhandlung 
beweist  —  nach  wie  vor  in  lateinischer  Sprache  formnlirt  wurden.  Diese 
Uebersetznng  lateinisch  geschriebener  Documente  für  die  CardinSle  des 
18.  Jahrhunderts  ist  auffallend  genug;  auffallender  Ist  Alles,  was  der 
Uebersetzung  hinzugefügt  ist.  Nach  der  üeherschrift  ist  ein  Inquisitions- 
verfabren  gegen  Galilei  tm  „heil.  Officium  von  Florenz"  ein- 
geleitet; man  wird  geneigt  sein,  dabei  zunSchet  eine  weitgehende  Ge- 
dankenlosigkeit des  Schreibers  von  1734  anannehmen;  dies  ist  jedoch 
nicht  leicht,  wenn  man  im  Zusammenhange  liest,  wie  folgt: 

„Der  Mathematiker  Galilei  ans  Florenz  wnrde  im  beil. 
Officium  von  Florenz  zur  Untersuchung  gezogen  (fv  inguisilo) 
wegen  folgender  Sätze:  (folgen  die  bekannten  Thesen).  Und  nach 
Rom  geladen,  wurde  er  in  diesem  heil.  Officium  gefangen 
gesetzt,  und  nachdem  seine  Sache  daselbst  am  16.  Juni  1633 
in  Gegenwart  des  Papstes  vorgetragen  war,  decretlrte  Se. 
Heiligkeit  u.  s.  w." 

Es  ist  vollkommen  klar,  dass  hier  die  Vorladung  nach  Rom  als  üne 
Folge  der  Untersuchung  in  Florenz  betrachtet  wird ;  der  Versuch,  „Roma" 
statt  „Firenze"  oder  „queslo  S.  0."  statt  „S.  0.  di  Firenze"  zu  substitniten, 
ergiebt  eine  Verschlechterung  statt  einer  Verbesserung  des  Textes.  Die 
einleitendün  Worte  auf  Fol.  559  lassen  sich  nur  dann  einigermassen  er- 
klären, wenn  der  Schreiber  sich  darauf  beschränkt  hat,  die  Decrete 
von  1632  und  1633,  die  wir  durch  Gherardi  kennen,  zu  ver- 
gleichen und  den  Andeutungen  dieser  Decrete  Aufscblftsse  auch  tiber 
Das  zu  entnehmen,   was  sie  nicht  enthalten:  er  konnte  dann  wirklich 
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bei  angemessener  Oberflächlichkeit  anf  den  Gedanken  kommen,  der  Vor- 
ladnng  nach  Rom  sei  eine  üntersnchnng  in  Florenz  vorangegangen; 
namentlicb  aber  entspricht  die  Betonung  der  Gefangennahme,  die  Folge; 
„chiamalo  a  Roma,  carceralo  m  gueslo  S.  0.,  proposta  la  cauia  avanli  il 
papa  li  16  giugno"  dnrchauH  dem  Leitfaden  der  Decrete,  denn  bis  znm 
3.  Febmar  1633  geben  hier  die  Verhaudlnngeu  fiber  die  Vorladnug  nach 
Rom;  dann  folgt  nnmittelbar  das  Decret  vom  16.  Jani,  eingeleitet  durch 
die  Worte  „Galileo  de  Galileis  in  hoc  S.  Off.  carcerati. 

Unmöglich  war  es,  in  solcher  Weise  eine  Geschichte  des  Oalüei- 
acheu  Processes  zu  comhiniren,  wenn  man  aacb  nar  einen  fluchtigen  Blick 
in  das  Actenheft  geworfen  hatte,  dem  das  Referat  auf  Fol.  &59  angehört 
und  der  gewöhnlichen  Annahme  nach  im  Jahre  1734  hinzngenigt  wnrde. 
Ist  es  aber  denkbar,  daas  ein  Beamter  der  Inquisition  im  Jahre  1734 
tiber  Galilei'sProcess  berichtet  nnd  für  dberflUBsig  gehalten  hätte,  die 
Acten  dieses  Processes  za  vergleichen?  Es  gab  nar  einen  Zeitpunkt 
seit  dem  Jahre  1633,  in  dem  eine  solche  NichtberUcksichtigang  der 
Acten  verständlich,  weil  dnrch  die  Verhältnisse  erzwungen  gewesen  wäre; 
das  ist  die  Zeit,  in  der  das  Actenheft  in  Rom  nicht  zu  finden  war,  die 
Zeit  von  1S09— 46.  Die  l)efTemdeDdBn  Fehler  des  Referats  würden  bei 
einer  Entstehung  in  dieser  Zeit  sich  begreifen  lassen  j  man  kann  daher 
behaupten,  dass  die  Beschaffenheit  des  559.  Blattes  wohl  vereinbar  sei 
mit  der  Vermuthung,  die  uns  Gherardi'a  Enthüllungen  nahelegen,  dass 
eine  Fälschung  der  Acten  bereits  vorbereitet  wurde,  als  über  die  Rück- 
Ueferung  derselben  noch  zwischen  Rom  nnd  Paris  verhandalt  wurde,  und 
mit  der  weiteren  Annahme,  dass  Blatt  559  mit  der  italienischen  üeber- 
Setzung  des  Decrets,  mit  dem  erläuternden  „e  soslenendo"  und  dem 
Zweifel  ausschli  essen  den  „come  il  lutlo  fit  eseguito"  gleichfalls  in  dieser 
Zeit  entstanden  ist.  Eeinenfalls  kanu  ein  so  beschaffenes  eingelegtes 
Blatt  als  ein  Zeugniss  der  authentischen  Sentenz  gegenüber  in  Betracht 
kommen. 

Nicht  besser  steht  es  mit  dem  Scblnsssatz  des  Protokolls  vom  21.  Juni, 
nach  dessen  Angabe  Galilei  „in  execulionem  decreli'^  mit  der  Androhung 
der  Tortur  davongekommen  wäre.  In  meinen  früheren  Erörternngen  über 
den  Werth  dieses  Schlnsssatzes  war  ich,  was  äussere  Gründe  anlangt,  im 
Wesentlichen  darauf  angewiesen,  die  vermeintlichen  Beweise  für  die  Unmög- 
lichkeit einer  Fälschung  zu  widerlegen.  Die  neueren  Veröffentlichungen  von 
de  l'Epinois  nnd  v.  Gebier  haben  Nichts  zn  Tage  gefördert,  was  diesen 
Erörterungen  widerspricht,  sie  haben  uns  dagegen  mit  einer  Reihe  von 
Thatsachen  bekannt  gemacht,  die  sich  als  positive  Verdachtsmomente 
bezeichnen  lassen.*     Ich  stelle  dieselbe  in  der  Kürze  zuBammen: 


*  Hau  vergleiche  das  Nachwort  S.  IX— XI  in  „Ist  Q.  gef.  w.?"  und  „QOt- 
tingische  gel.  Änz  "  1878,  S.  666—660.   Die  im  Folgenden  erwähnten  Abhandlungen 
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1.  Naob  de  l'EpiDoig'  Xlterer  Mittbeilasg  war  die  Berifferang 
an  dieser  Stelle  in  OrduuDg;  das  Protokoll  stand  anf  Fol,  452  und  453, 
auf  Fol.  454  folgte  Galilei'e  Bittecbrift.  In  Wirklichkeit  ist  ancb  das 
erste  Blatt  der  Bittschrift  mit  453  beziffert;  wir  haben  zwei  Blätter  453; 
es  ist  demnach  das  ans  inneten  Granden  verdächtige  zweite  Blatt  des 
Protokolls  beziffert,  wie  es  beziffert  sein  mttsste,  wenn  an  dieser  Stelle 
ein  überzähliges  Blatt  eingeschaltet,  resp.  eins  mehr  eingeschaltet,  als 
entfernt  wäre  nnd  wenn  dies  Blatt  dann  doch  in  die  vorhandene  Ziffern- 
folge anfgesommeQ  werden  sollte. 

2.  Man  darfle  frtther  glauben,  das  Protokoll  sei  anf  getrenntet  Blatt- 
lage den  vorbeigehenden  Docnmenlen  bin  zage  fügt;  wir  wissen  jetzt,  dass 
Fol.  452  nnd  453  a  die  beiden  leisten  Blätter  des  ans  6  Blattlagen  be- 
stehenden Hefts  der  Verhöre  vom  Jahre  1633  sind;*  es  können  dem- 
gemäss  die  beiden  Blätter  nicht  nachttäglich  eingeschaltet  sein ;  dass  aber 
dadurch  die  Anordnung  des  VaticanmaanacTipts  an  der  entachüdenden 
Stelle  nnr  in  höherem  Grade  befremdend  erscheint,  bat  Dr.  Scartaazini 
gezeigt.**  Die  Thatsache,  dass  hier  zwischen  den  beiden  natnrgemäss 
anf  einander  folgenden  Blättern  422  nnd  452  in  einer  ganzen  Reibe  von 
kleineren  nnd  grösseren  Heften  aXmmtliohe  zwischen  dem  12.  April  nnd 
16.  Jnni  eingelanfenen  ActenstUcke  eingefügt  sind,  scheint  ihm  nm  so 
verdächtiger,  als  im  Uebrigen  die  Weise  der  Verbindung  der  Docnmente 
im  Vaticanmann Script  von  der  hei  ähnlichen  Actensanuulnngen  üblichen 
nicht  abweicht;  eine  ähnliche  abnorme  Anbänfnng  der  Actenstücke  zwischen 
den  Blättern  eines  regulären  Hefts  Hess  sich  nnr  noch  in  der  Nähe  der 
gleichfalls  verdächtigen  Blätter  des  ersten  Piocesses  nachweisen.  Wenn 
aber  hier  der  streng  chronologi sehen  Folge  wegen  wenigstens  möglich 
erscheint  —  was  v,  Gehler***  als  gewiss  betrachtet  — ,  dass  die  Do- 
cnmente  genan  in  der  Folge,  wie  sie  einliefen,  znr  Zeit  des  Processes 
eingelegt  nnd  später  fest  verbunden  wurden,  so  ist  dies  bei  den  Acten- 
stttcken  von  1633  aufs  Alt  erhesti  mm  teste  aasgeschlossen.  Auf  das  VerbSr 
vom  10.  Mai  folgt  hier  das  am  12.  April  eingereichte  Zengniss  des  Car- 
dinalsBellarmin,  anf  Galilei'e  Vertheidigang  vom  10.  Uai,  die  Reibe 
der  Gntachten,  von  denen  das  erste  das  Datum  des  17.  April  trägt. 
Die  Anordnung  ist  also  uuzweifelbaft  eine  nachträglich  hergestellte;  nun 
war  demnach  in  der  Lage,  bei  der  Aneinanderreihung  die  gewöhnlichen 
ZweckmässigkeitsrUcksichten  walten  zu  lassen,  Utt  vollem  Recht  hat 
Scartazzini  darauf  aufmerksam   gemacht,    dass  mau   nur    die  Blätter, 


Scartazzini's  über  denselben  Oegemtand  finden  sich  in  der  Beilage  mr 
„Allgemeinen  Zeitung"  1878,  Nr.  38  und  in  der  ,^iviaa  Europea"  18T7,  Beft  vom 
1.  December  nnd  187S,  Hefte  vom  1.  und  IS.  Januar. 

•  V.  Gebier,  „Die  Acten  des  Q.'fichen  Processes",  8.  XVII. 
••  „Bivieta  Europta"  1878,  S.  2ä4flgg.  ^jOOqIc 

•*'  „Allgemeine  Zeitang"  1878,  Beilage  No.  57.  ^ 
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die  hentfl  mit  452  and  453  bezifTertaind,  an  ihre  natfirüche  Stelle  hinter 
422  zn  bringen  brancfat,  nm  eine  dnrch&uB  normale  Verbindang  der  Hefte 
and  BIXtter  herzastellen ,  daas  demnach  die  Annahme  gestattet  erecbeint, 
dies  eben  sei  die  a rsprUn gliche  An ordnnng  der  Blätter  gewesen,  ans  der 
die  jetzige  erst  dann  entstanden,  als  man  der  beiden  Blätter  fttr  ein 
nnrerföngliches  Protokoll  Tom  21.  Jnni  bedurfte.  Zn  weiterer  Bestätigung 
dieser  Annahme  wird  allerdings  der  Nachweis  erforderlich  sein,  dass  die 
an  zweifelhaft  alte  Beziffernng  in  diesem  Theil  des  VaticaDmanuscriptH 
mehrfache  Aendernngen  erfahren  hat.  Ein  Indicinm  dafdr  bietet  die 
bereits  erwähnte  Thatsache    der  zwei  mit  453  bezifferten  Blätter. 

3.  Mag  aber  anch  bei  Vergleichung  anderer  Actensammlnngen  die 
befremdende  äussere  Anordnung  des  Vaticanmannscripts  auf  ein  gewohn- 
heitsgemSss es  Verfahren  zurück znftih ren ,  mag  demgemäss  die  jetzige  Lage 
der  Blätter  452  und  453  die  ursprüngliche  sein  —  ihr  Inhalt  rechtfertigt 
darum  nicht  weniger  den  Verdacht  einer  späten  AnsfHIInng.  leb  habe 
bereits  frtther  die  Bedeutung  der  einleitenden  Worte  „Galilei  Florenlinus 
de  quo  alias"  hervorgehoben;  ich  habe  als  gewiss  betrachtet,  dass  ein  so 
beginnendes  Actenstück  sich  unmöglich  urspr&Dglicb  in  der  Umgebnng 
befunden  haben  könne,  in  der  es  he^te  gelesen  wird,  unmöglich  in  der 
Mitte  einer  ausschliesslich  Galilei  betreffenden  Sammlnng,  unmöglich 
im  engsten  Anschlnss  an  das  Decret  vom  16.  Jnni,  in  dem  es  heisst: 
„Galilei  de  quo  supra".  Die  Mittheilung,  dass  Fol.  452  mit  den  Anfangs* 
Worten  „Galilei  Florenlinus  de  quo  alias",  mit  Fol.  4J4  fest  verbunden  ist, 
das  11.  Blatt  eines  Hefts  der  Verbitre  von  1633  bildet,  beseitigt  in  dieser 
Beziehung  den  letzten  Zweifel. 

4.  Wir  wnssten  bis  zum  Erscheinen  der  v.  Gebler'schen  Ausgabe 
nichts  Aber  die  Unterschrift  des  Protokolls;  wir  wissen  jetzt,  dass  Galilei's 
Unterschrift  an  der  entscheidenden  Stelle  „im  Gegensatz  zn  seinen  anderen 
Unterzeichnungen  mit  auffallend  zitternder  Hand  niedergesetzt  ist".*  „Es 
spiegelt  sich  gleichsam  darin  die  furchtbare  Aufregung,  weiche  der  nn- 
glückliche  Greis  eben  erduldet," 

Die  Unterschrift  hat  also  nach  v.  Gebler's  Zeugniss  mit  Galilei's 
andern  ünterzeicbnnngen  nnverkennbare  Äehnlichkeit;  dies  genUgt,  die 
Ffilscbnng  zu  erweisen,  wenn  man  auf  Grund  der  vorstehenden  Sr- 
örtemngen  als  erwiesen  betrachtet,  dass  das  Protokoll  auf  452  and  453 
«ine  Abschrift  ist.  Aber  auch  an  sieb  betrachtet,  ist  die  geschilderte 
Beschaffenheit  dieser  Unterschrift  bedeutsam  genug.  Sieht  man  ah  von 
der  psychologischen  Interpretation ,  so  bezeugt  v.  Gebier,  dass  die 
Uotersebrifl  Galilei's  bei  aller  Aebnlicbkeit  von  den  zur  Vergleichung 
vorliegenden  in  auffallender  Weise  abweicht;  auch  in  der  Art  dieser 
AWeichnng  sieht  er  einen  Bewus  fUr  die  Echtheit  des  ActeostUcks ;  er 

•  V.  Gebier,-  „Die  Acten  des  Qalilei'schen  Processea",  3.  114.     ^  ,i>04lc 
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trXgt  b«m  Bedenken,  anf  die  entgegeuBtefaeaden  Bemerksagen  von  Cnotor 
nnd  ScKTtaszini  zu  erwidern:  „ein  FKlscher  hStte  keineBfalls  annsilig 
gegittert!"*  Mir  acheint,  ein  Fälscher  hatte  eben  nnr  denken  mDssen, 
vie  r.  Gebier,  dass  eine  Anfregang  bis  zam  Zittern  der  Hand  datcb 
die  Sachlage  ausreichend  niotivirt  gewesen  sei ,  um  jedenfalls  dies  Zitteni, 
das  die  Nachahmung  erleichterte,  künstlich  darsnstellen, 

5.  Ich  habe  auf  die  Lflcke  in  der  Folge  der  Actenstflcke  unmittelbar 
hinter  der  Unterschrift  des  Protokolls  vom  21.  Juni  aufmerksam  gemacht; 
diese  Lticke  erscheint  heute  noch  bedeutsamer  und  auffälliger.  Aaf  der 
Bflckseite  des  453.  Blattes  lernen  wir  erst  jetzt  das  fSrmlicbe  Protokoll 
aber  die  Entlassung  nach  Siena  kennen.  Das  Protokoll  beweist  oder 
—  besser  gesagt  —  erinnert  uns ,  dass  ohne  Zweifel  Über  die  Entlassung 
des  soeben  znm  Gefängniss  Temrtheilten  Galilei  am  24.  Juni  gleich- 
falls eine  Urkunde  aufzanehmen  war  und  dass  auch  diese,  wie  Jede 
Notiz  über  die  Entlassung  in  den  Acten  fehlt.  Die  Lttcke  wird  nur 
noch  anffiilliger  dadurch,  dass  das  Decret  vom  30.  Jnni  auf  die  Be- 
gnadigung Tom  24.  Juni  wie  anf  eine  bekannte  Thatsaohe  Beang  nimmL 

Nach  der  früheren  Angabe  von  de  l'Epinois  endet  das  Protokoll 
Tom  21.  Juni  anf  der  ersten  HSlf^  der  Vorderseile  von  Fol.  453;  anf 
der  Rflckseite  desselben  Blattes  folgte  dann  du  Decret  vom  30.;  in  Wirk- 
lichkeit trennt,  wie  wir  jetxt  erfahren,  nnr  ein  kanm  2  Finger  breitet 
Zwischenraum  das  Decret  vom  30.  von  der  Unterschrift  Galilei's  vom 
21.  Juni;**  dasselbe  steht  also  gleichfalls  anf  der  Vorderseite  des 
453.  Blattes.  Zu  den  frUher  hervorgehobenen  eigentbfimlichen  Abweich- 
ungen, die  uns  die  Einschaltung  dieses  Decrets  vom  30.  Juni  bietet,*** 
ist  also  nocb  die  weitere  hinzuzufügen,  dass  es  unter  etwa  30  ein- 
geschalteten Deere  ten  das  einzige  ist,  das  auf  einer  Vorderseite  gefunden 
wird.  Die  in  ihrer  Art  einzige  ignmliche  Aunäberuug,  in  der  uns  dem- 
nach die  beiden  Aufzeichnungen  entgegentreten,  ist  keineswegs  geeignet, 
darüber  zu  tauschen,  wie  wenig  sie  zusammen  geboren,  wie  Vieles  zwischen 
ihnen  fehlt. 

6.  Der  Vermuthnng,  dass  sowohl  das  Decret  vom  30.  Juni,  wie  du 
nachfolgende  Protokoll  vom  2.  Jnli  auf  dem  453.  Blatte  spät  hinzugefligt 
sei,  nm  eine  Beseitigung  des  „Examen  rigorosiim"  an  dieser  Stelle  un- 
möglich erscheinen  zu  lassen,  hat  v.  Gebier  eine  bis  dabin  unbekannte 
Thatsache  gegen  üb  ergestellt.  „Wir  sind  in  der  Lage",  sagt  er,  „die 
Echtheit  der  Annotation  vom  30.  Jnni  auf  das  Bestimmteste  zu  con- 
staüren,  indem  die  Schrift  der  Aufzeichnung  vom  30.  Juni  1633  genau 
dieselbe  Hand  seigt,  wie  die  Annotationen  vom  16.  Juni  1633,  30.  nnd 

•  „Gegenwart",  I.  c.  S.  S82. 

*•  , Gegenwart",  J.  c.  S.  392. 
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9.  Pecember  1632.  und  vom  23.  September  1632."*  Diese  bedeutsame 
Uittbeilnng  ist  so  wenig  geeignet,  die  Unhaltbarkeit  metner  Fälschungs- 
hypotbeee  darznthun,  dass  eie  vielmehr  snr  Kette  der  Verdachtsmomente 
ein  letztes  fehlendes  Glied  liefert;  denn  zu  den  genannten  Annotationen 
Ton  gleicher  Hand  zählt,  wie  oben  erwShnt,  auch  die  zweite  über  das 
Decret  vom  1.  December  1633;  mit  dieser  wird  demnach,  wie  schon 
früher  das  Decret  vom  16.  Jnni,  nau  anch  das  vom  30,  Juni  auf  die 
gleiche  Stnfe  gestellt;  es  wird  also  dnrch  v.  Gehler's  Anssage  die 
Wahrscbeinliclikeit  einer  spSten  Einschaltung  auch  fttr  das  Decret  vom 
30.  Juni  nicht  beseitigt,  Bondem  erhöht. 

Noch  alledem  ist  mit  der  wesentlichen  Vervollständigung  unserer 
Kenutnies  des  Vaticanmanuscripts  der  Glaube  an  die  Echtheit  des  Pro- 
tokolls vom  21.  Juni  mehr  und  mehr  unhaltbar  geworden.  Die  bisher 
bekannt  gewordenen  Vertbeidigungsversnche  haben  das  Gewicht  der 
Zweifel  nicht  entkräftet;  berechtigte  Einwürfe  treffen  den  auf  Omud 
eines  ungenauen  Berichts  vermutheten  Modus  der  FSlschung,  nicht  den 
Verdacht  der  Fälschung  selbst.**  Es  kann  deshalb  auch  der  Aussage 
dieses  Protokolls  kein  Beweis  dafür  entnommen  weiden,  dass  am  21.  Juni 
1633  ein  auderes,  als  das  Originaldecret  vom  16.  Juni  vorbanden  ge- 
wesen ist. 

Anf  Grund  der  voiliegeuden  Untersuchung  in  Verbindung  mit  den 
frftheren  Forechangen  darf  der  gegenwärtige  Stand  der  „Torturfrage" 
folgend ermassen  präcisirt  werden: 

Es  ist  den  Enthüllungen  von  Silvestro  Gherardi  mit  voller 
Sicherheit  zu  entnehmen,  dass  am  16.  Juni  1633  vom  Papst  und  von 
der  Congregation  der  Beschlnss  gefasst  worden,  Galilei  unter  An- 
drohung, der  Tortur  dem  „Examen  de  inlcnlione"  zu  unterwerfen  und  ihn. 


•  „Gegenwart",  I.  c.  S.  393. 

**  Vergl.  darüber  Scartazzini  au  den  bereits  citirten  Stelleu.  Ich  deute 
hier  nur  an,  äam  ich  in  dem  Verdacht  einer  Fälschung  auch  des  Datums  des 
Protokolls  mit  Sc.  nicht  übereinbtimme.  Die  späte  Vollziehung  des  päpstlichen 
Befehls  rom  16.  Juni  erklärt  sich  sor  Genüge,  wenu  man  beachtet,  dass  der  Papst 
die  Abschwörnng  „in  plena  amgregatione  S.  Officii"  anordnet;  demgemäeH  sollte 
sie  am  23.  Juni  staltfinden;  denn  die  betreffende  Versammlung  der  Cardinäle  fand 
regelmässig  am  Mittwoch  statt,  der  nächste  Mittwoch  aber  war  der  29.  Jnni. 
Das  „Sxamm  de  wdention^'  konnte  naturgemäss  der  Venu-theilang  nicht  ionge 
vorausgehen.  Im  Process  des  O'Farrihy  findet  ein  solches  Verhör  unmittelbar 
vor  der  Verlesung  des  ürtheils  statt.  Wäre  das  die  Regel  in  allen  Fällen,  wo 
auf  die  Tortur  veiziditet  wird,  ho  würde  der  Termin  des  Sl.  Juni  nicht  —  wie 
V.  Gebier  will  — gegen,  sondern  für  die  Folterung  beweisen.  Galilei  erschien 
am  Morgen  des  21.  Juni  im  Inquisitionspalast;  es  blieb  also  Zeit  genug,  um  in 
dem  (nicht  vorliegenden)  Fall  eines  Gestand  uiues  aof  der  Folter  das  GeständnisB 
24  Stunden  später  im  gewShnlicheu  Sitzungssaal  za  wiederholen  und  dann  doch 
noch  SU  einer  den  Cardinälen  passenden  Stunde  desselben  Tages  abzuschwören. 
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falls  er  dabei  bliebe ,  die  CopemicaDiscbe  Qesinniing  zu  verleugnen, 
zn  weiterem  Verfabreo  in  die  Folterksrnmer  abzuführen, 

£b  ist  dnrcb  die  Senteue  verbärgt,  dass  diesem  Beschlnsae  gemlM 
eine  Abfflbmng  in  die  Folterkammer  atattgefanden  bat. 

Die  Actenstücke  des  Vaticanmannscripts,  die  in  vollem  Widerepmehe 
mit  dem  Originaldecret  und  dem  Bericht  der  Sentens  behaupten,  dus 
am  16.  Jnni  befohlen  worden,  eich  unter  allen  Umständen  anf  die  Be- 
drohung mit  der  Tortur  zn  keachrXnken  und  dass  am  21.  Jnni  demgemiM 
verfahren  sei,  sind  ans  inneren  nnd  äusseren  Gründen  einer  in  neoerer 
Zeit  erfolgten  Fxlscbnug  dringend  verdSchtig. 

Die  Mittbeilnngen  Gherardi's  deuten  an,  dass  flir  die  systematische 
Bearbeitung  des  Vaticanmannacripts  in  allen  die'Tortnrftage  berOhrenden 
Tbeilen  die  UmgestaltDng  des  Originaldecrets  vom  16.  Juni  dnreb  Streich- 
ungen den  Ausgangspunkt  gebildet  hat. 

Hamburg,  im  September  1878. 
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OroBdx&ge  der  antikea  nad  modeman  Algebra  der  literales  Olelohnngen. 
Von  Lddwio  Matthikbsek,  ord.  FrofeBSor  an  der  UniversitBt  zn 
Kostock.     Leipaig,  Druck  und  Verlag  von  B,  G,  Teubner.     1878. 
XVI,  1002  S. 
Ein  gigsntiecbes  Werk  von  solcben  Dimensionen,  wie  sie  das  vor- 
liegende   aufweist,    in    allen  seinen  Einzelheiten  durcbzuprüfeu  und  ein- 
gebend zn  besprechen  —  dies  wäre  selbst  wiedemm  eine  das  KiSftemass 
des  Beceneenten    weit  Übersteigende  Riesen  an  fgabe.     Es  kann  eich  viel- 
mebr    unter   diesen  Umständen    nur   darum   für  ibn   bandeln,   einen  all- 
gemeinen Ueberblick  über  die  Vorlage  zu  geben  und  an  einzelne  Funkte 
seine  Bemerkungen   anzuknüpfen,  welcb'   entere  ihm  bei  seiner  Durch- 
sicht besonders  in  die  Augen  gefallen  sind. 

Herr  Matthiesaen  beabsichtigt  —  so  können  wir  knrz  die  Ten- 
denz seines  Buches  bezeichnen  — ,  alle  auf  Gleichungen  bezüglichen  Ar- 
beiten ans  älterer  und  neuerer  Zeit  zusammenzustellen  und  nach  gewissen 
Eintbeilnngspiincipien  in  Gruppen  zu  ordnen,  soweit  dabei  NHherungs- 
methoden  ausgeschlossen  bleiben.  Diese  letzteren  sollen  in  ihrer  Oe- 
sammtbett  den  zweiten  Theil  vorliegenden  Werkes  ausmachen.  Selbstver- 
ständlich iKsst  sich  diese  Scheidung  niemals  in  aller  Strenge  durchführen; 
die  Regula  falsi  und  die  goniometriscben  Aiiflösnngsformeln,  welche  wir 
in  diesem  ersten  Theile  besprochen  finden,  hätten  vielleicht  auch  dem 
zweiten  zugerechnet  werden  köonen,  obwohl  n^cht  zu  leugnen  ist,  dass 
mit  ihrer  Hilfe  die  Bildung  geschlossener  Ausdrücke  für  gewisse  Wurzel- 
formen  möglich  ist.  Dem  Orundplane  gemäss  zerfUllt  der  erste  Band  in 
drei  Hauptabtbetlungen ,  deren  erste  sich  mit  den  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Gleichungen  beschäftigt,  deren  zweite  gewisse 
specielle  Gleichungen  hSherer  Grade  ins  Auge  fasst,  welche  einer  ab- 
geschlossenen Lttsung  trotzdem  ßbig  sind,  deren  dritte  endlich  den 
Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  gewidmet  ist. 

Der   erste  der  acht  Abschnitte,    an   welche  sich  die  weitere  Aus- 
ftthrung  des  soeben  geschilderten  Grundgedankens  gliedert,  bat  es  sonach 
mit  ganzen  rationalen  Functionen  Einer  Variablen  zu  thun.     Wir  wollen  . 
hier  gleich  anfange  mit  einem  Bedenken  nicht  zurückhalten,  demjenigen 
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uSmIich,  dasB  uns  eine  der  wichtigsten  Thatsachen,  auf  welcher  allei 
Nachfolgende  mehr  oder  weniger  beruht,  nicht  aicber  genag  begründet 
erBcbeint.  Wenn  gleich  §  2  mit  den  Worten  be^nnt:  „Jede  Grösse  tod 
allgemeiner  Beschaffenheit  oder  jeder  Zahlenwerth ,  sei  er  reell  oder  com- 
plex  von  der  Form  « +  ^i ,  welcher  (^r  <c  eabstituirt  das  Polynom  X 
gleich  Null  macht  oder  der  Gleichung  ^"=0  Genfige  leistet,  Weiset  eine 
Wurzel  der  Gleichung",  so  ist  doch  hiermit  eine  unbewiesene  Voraus- 
setzung eingeführt;  Renntniss  der  nicht  ganz  leichten  Beweise,  durch 
welche  man  seit  Gauss  Überhaupt  die  üeberzengung  von  der  Eiisteni 
eines  solchen  Wuraelwerthes  sich  verschafft,  durfte  doch  wohl  iti  einem 
mit  den  ersten  Elementen  anhebenden  Compendinm  kaum  voransgesetit 
werden.  Ueberhaupt  hätten  wir  gerade  diesem  §  2  eine  weit  grössere 
Ausdehnung,  vielleicht  bis  auf  das  Dreissig-  oder  Vierzigfacbe  seine« 
jetzigen  Ümfanges,  gewünscht.  Denn  derselbe  enthfilt  auch  Andeutungen 
fiber  die  Unmöglichkeit  der  Auflösung  höherer  als  biquadratischer  Gleich- 
ungen, er  spricht  von  dem  durch  Abel  und  Ruffini*  erbrachten  Nach- 
weis dieser  Tbatsache,  und  da  hätte  es  sich  doch  wohl  mit  dem  End- 
zweck des  Buches  ganz  gut  vertragen,  wenn  auf  die  besSglicben  Unter- 
suchungen, etwa  zugleich  durch  Beifügung  eines  Abrisses  der  Substitu- 
tionenlehre,  näher  eingegangen  worden  wäre.  —  Der  erste  Abschnitt 
schtiesst  mit  den  Kriterien  zur  Erkenntniss  der  reellen  und  complexen, 
positiven  und  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung;  der  zweite  handelt 
„von  den  Transformationen  der  Gleichungen  und  den  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln",  Dieser  Abschnitt  ist  ebenso  inhaltsreich,  als 
interessant.  Als  einen  besondem  Vorzug  desselben ,  wie  auch  des  gansen 
Buches  musB  es  der  Referent  bezeichnen ,  dasa  den  Bestrebungen  der 
sogenannten  modernen  Algebra  eine  besonders  erschöpfende  BebandlaDg 
zu  Theil  und  der  in  den  gewöhnlichen  ahstracten  Darstellungen  nicht 
gehörig  hervortretende  Nutzen,  welchen  dieselben  fllr  das  praktisch- 
algebraische  Fundamentalproblem  gewähren,  gebührend  ins  Licht  gesetit 
wurde.  Nur  hätten  wir  die  Anordnung  des  freilich  fast  erdrückenden 
Stoffes  ein  wenig  ander»  gewünscht,  denn  jedenfalls  ist  es  als  ein  for- 
maler Nachtheil  zu  bezeichnen,  dass  schon  auf  S.  43  flgg.  ziemlich  viel 
mit  Determinanten  gerechnet  werden  mnss,  während  die  Definition  dieses 
Begriffes  erst  S.  100  nachfolgt.  Als  eine  wesentliche  Bereicherung  des 
auch  in  unseren  besten  Lehrbttcbern  enthaltenen  Materials  glauben  wir 
die  Aufzählung  and  Beschreibung  derjenigen  älteren  Verfah tu ngs weisen 
uotiren  zu  sollen ,  welche  eich  mit  der  Bestimmung  des  Grades  üner  Eli- 


*  Die  betretende  Angabe  ist  nicht  ganz  richtig;  Roffini  hat  die  CninOg- 
lichkeit,  durch  geschloesene  Irrationalitäten  eine  allgemeine  algebraische  Gleichnng 
au&alöeen,  allerdings  erkannt  und  zu  erweisen  versucht,  sein  Beweis  ist  aber  nicht 
als  genügend  eraditet  worden.. 
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minatioDsiesnltante  nouh  ohne  Znhiirenahine  der  DetennmantencechnnDg 
beBchäftigen ;  nnr  hätte  dabei  nicht  die  jene  Alteren  Vergnche  so  zn  sagen 
abschliessende  Abhandlung  von  Minding  nnerwfihnt  bleiben  sollen.  Der 
dritte  Afascbnitt  beginnt  mit  den  reciproken  Gleicfanngen,  geht  hierauf 
bh  der  Form  x"  — a^O  über,  erörtert  eingebend  die  für  die  Kreistbeilang 
wichtigen  algebiaischeo  Fragen,  bebandelt  die  Sätxe  von  Moivre  nnd 
Cotes,  die  graphische  Darstellnng  des  ImaginÜren.  Eine  in  dieser  Form 
wenigstens  pädagogisch  nene  Partie  ist  die  den  irrednctiblen  Olelchniigen 
Bchleobtweg  gewidmete;  diese  eiacbeinen  allgemein  nnter  dem  Bilde 

Es  folgen  die  Gleicbnngen  mit  gleichen  Wnrzeln  nnd  diejenigen,  swi- 
schen  deren  Wnrzelwertben  gewisse  Beziehungen  bestehen;  bei  letzteren 
tritt  besonders  die  fUr  die  folgenden  specielten  Methoden  wichtige  Redu- 
cente  hervor. 

Dm  den  Kernpunkt  der  beiden  folgenden  Abschnitte  zn  verstehen, 
bedarf  es  der  Kennlniss  einer  durchgreifenden  Unterscbeidong,  welche 
zwischen  den  sämmtlicben  AnflOsungsmethoden  der  den  vier  ersten  Gra- 
den zugehörigen  Gleichungen  zu  machen  der  Verfasser  ftir  erforderlich  hält. 
Bei  den  Substitutionsmethoden,  aber  welche  schon  eine  Ultere,  ihres  fesseln- 
den Inhalts  halber  bald  vergriffene  Brochure  des  Autors  sich  verbreitete, 
wird  irgend  eine  algebraische  Fnnction  beliebig  vieler  Argumente  —  unter 
denen  natürlich  die  ursprüngliche  Unbekannte  x  mit  enthalten  sein  muss  — 
in  die  gegebene  Function  /(»  =  0  eingeführt,  um  so  einerseits  die  Bil- 
dung der  Resolventen  /),,,=/(,,  =  ...  =  0,  als  auch  andererseits  die  Anf- 
ISsnng  der  redncirten,  von  /(;i)  =  0  noch  übrig  gebliebenen  Gleichung 
dnrcb  einfachere  Operationen  zu  ermöglichen.  Die  andere  Classn,  die- 
jenige der  Comb inationsmetho den ,  fordert  die  Ersetzung  gewisser  Com- 
binatioueu  (nach  Vandermonde  „Typen")  der  Wurzeln  dnrch'eiue  oder 
mehrere  neue  Hauptgrössen ,  FUr  welche  ebenfalls  aas  den  CoeFficieuten 
der  vorgelegten  Gleichung  die  nolbwendige  Anzahl  von  Bedingungsgleicb- 
nngen  gebildet  werden  kann.  Jede  dieser  beiden  Kategorien  erfüllt  mit 
der  grossen  Menge  der  ihr  einzuordnenden  Detailmethoden  einen  eigenen 
Abschnitt. 

■  Es  würde  ein  vei^eblicbes  Beginnen  sein.  Demjenigen,  der  Mat- 
thieBsen's  Buch  nicht  selber  vor  Augeu  bat,  eine  auch  nnr  oberfiäcb- 
liche  Vorstellung  von  der  Fülle  interessanter  SpecialitSten  verschaffen  zu 
wollen,  welche  man  in  diesen  beiden  Capiteln  vereinigt  antrifft.  Ob  man 
mit  untrüglicher  Bestimmtheit  versichern  dUrfe,  dase  keine  einzige  von 
irgend  einem  Schrift  steller  zn  irgend  einer  Zeit  ansgedachte  LSsung  der 
allgemeinen  quadratischen ,  kubischen  und  biqu ad rati sehen  Gleichung  hier 
übersehen  worden  sei,  das  ist  freilieb  so  leicht  Niemand  im  Stande  zu 
entscheiden;   Referent,  der  sich  in   diesen  Dingen   einige  Kunde  zusn-iC 
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schreiben  wi^,  vermöchte  wenigstens  kein«  Lücke  aafanBeigeD.  UniM 
dem  geschichtlichen  sowohl ,  wie  nnter  dem  theoretischen  Geslcbtspnnkta 
ist  es  dankeDSwerth  gewesen,  so  manches  ältere,  aber  in  seiner  Art  geist- 
reiche nnd  oft  SU  den  allermodemsten  Studien  überraschende  Bexiebangs- 
pankte  bietende  Verfahren  der  Vergeaseiiheit  so  entreissen ;  wir  erinnern 
in  dieser  Hinsicht  nar  an  die  verschiedenen  Ifetboden  des  waekem 
Hnibe.  Die  stete  Berttcksichtignng  der  Invariatitentbeorie,  dnrcb  welche 
nns  Wesen  nnd  Inhalt  der  von  den  E^ngländern  beliebten,  in  Deatscb- 
land  aber  nicht  mit  besonderer  Sympathie  aufgenommenen  BeieichnoDgi- 
weise  bedentend  nfiher  gerückt  wird,  dürfte  auch  für  solche  Leser  Wertb 
haben,  welche  das  Mattbiessen'scbe  Werk  als  ein  in  erster  Liuie  ele- 
mentares sonst  vielleicht  nicht  zur  Hand  genommen  hätten.  Gerade  das 
ist  eben  ein  Hanptvorzag  dieser  Zasammenstellung ,  dass  die  ünzelnen 
Tbatsachen  nicht  allein  nnvermittelt  reprodncirt,  sondern,  soviel  mSglich, 
auf  ihren  inneren  Zusammenbang  geprüft  werden.  Beiläufig  bemerken 
wir  zu  3-  63E>,  dass  die  zwischen  einem  von  Heilermann  im  Trierer 
Programm  von  1855  aufgestellten  Gleichungssjsteme  und  der  Bogeafton- 
ten  Aronbold'schen  Deltafunction  bestehende  Relation  nicht  allein  hier 
ganz  correct  angegeben,  sondern  sogar  eine  so  enge  ist,  dass  mit  BUck- 
sicbt  auf  den  Fnblicationstermin  mit  mehr  Berechtigung  von  einer  Hei- 
lermann' sehen ,  als  von  einer  Aronhold' sehen  Determinante  ge- 
sprochen werden  würde.  Dm  die  Grösse  des  im  fllnften  Abschnitte  be- 
wältigten Uaterials  einigermassen  sich  zu  veranschaulichen,  sei  erwähnt, 
dass  für  die  Gleichungen  vom  zweiten,  dritten  nnd  vierten  Grade  be- 
ziehungsweise 8,  22  und  54  Formen  von  Wnrzeltypen  aufgeführt  nnd 
disentirt  werden.  Als  ein  in  mehrfacher  Weise  bemerken swerthes  £xer- 
oitium  in  der  Determinantentbeorie  machen  wir  §  331  namhaft,  die  „Ab- 
leitnng  der  Formeln  von  Aronhold  mittelst  symmetrischer  Functionen 
der  Wurzeln". 

Der  sechste  Abschnitt  behandelt  die  Anwendung  der  Goniometrie 
auf  algebraische  Probleme,  der  siebente  die  verschiedenen,  in  der  Ge- 
schichte der  Mathematik  zu  einiger  Bedeatung  gelangteo  graphischen  Auf- 
ISsnngen  der  Gleichungen;  in  dem  geschichtlichen  Schlnssabschnitte  end- 
lich stossen  wir  auf  eine  „Gesammtliteratnr  der  Algebra  der  Gleichungen" 
(dieser  Titel  kommt  uns  etwas  tautologiscb  vor).  Letztere  bildet  ein 
Unterpehmen,  welches  eben  nnr  ein  Mann  von  so  ausgebreiteter,  ja 
fabelhafter  Belesenbeit,  wie  der  Verfasser,  wagen  und  zu  einem  glGck- 
lichen  Ende  führen  konnte. 

Ein  in  der  mathematischen  Literatur  so  eigenartig  dastehendes  Werk, 
wie  dasjenige,  von  dessen  hauptsächlichsten  Eigenthümlichkeiten  wir  eine 
Skizze  zu  entwerfen  bestrebt  waren,  wird  je  nach  den  Gesichtspunkten 
und  nach  den  Erwartnngen,  nnter  denen  man  an  dasselbe  herantritt, 
stets  eine  verschiedene  Beurtheitung  finden;  der  Eintbeilangamodus,  wel- 
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eher  bei  einer  so  gewaltigen ,  im  besten  Sinne  compilatoriscben  Leistung 
immer  besonders  ins  Gewicht  fallen  diubb,  wird  niemals  auf  allgemeine 
Billignng  rechnen  dürfen.  Wobl  aber  toird  Jeder,  der  nach  nnr  einiger- 
massen  die  einem  so  umfassenden  Entwürfe  sieb  entgegenstellenden 
Schwierigkeiten  za  würdigen  weiss,  mit  dem  Unterzeichneten  in  dem 
Urtbeil  übereinstimmen,  dass  der  Verfasser  das  Mögliche  geleistet  hat. 
Sein  bistoriscber  Sinn  nud  die  ihn  durchdringende  Üeberzengnng,  dass 
ein  tieferer  Einblick  Jn  dae  Werden  einer  wissenschaftlicheti  Theorie  nur 
im  engsten  Anscblnsae  an  die  geschichtliche  Entwickelnng  des  betreffen- 
den Gegenstandes  gewonnen  werden  könne,  haben  ihn  veranlasst,  dem 
bistorischen  Elemente  allüberall  einen  stattlichen  Platz  in  seinem  Bache 
einznrünmen ,  so  dass  letzteres  mit  allem  Fnge  aach  als  ein  literar- 
geschichtliches  Repertorinm  ffir  fast  das  ganze  Gebiet  der  Algebra  be- 
zeichnet werden  kann.  Referent  hatte  schon  bei  einer  früheren  Ver- 
anlassung, als  er  Hatthiessen'e  „Schlüssel  znr  Änfgabensammlnng  von 
fieis"  im  7.  Bande  der  „Zeitschr.  f.  matbetn.  n.  natnrwissenschaftl.  Untei- 
ricbt"  besprach,  zn  bemerken,  daea  derselbe  für  das  Gros  der  Leser  eine 
ganze  Bibliothek  ersetze ;  er  kann  dies  sein  damaliges  Ürtheil  für  das 
vorstehend  besprochene  Werk  nnr  wiederholen  und  empfiehlt  es  ans  die- 
sem Grunde  besonders  dem  Stndirenden,  für  welchen  ein  steter  Becurs 
auf  die  Quellen  sich  durch  die  Umstände  verbietet. 

Ansbach.  Dr,  S.  GÖntmee. 


Theorie  der  al^bTaiichen  Oleichnn^n.  Von  Dr.  Jul.  Fbtbbsen,  Do- 
cent  an  der  pnlytechoi sehen  Schule  zn  Kopenhagen.  Kopenhagen, 
bei  Andr.  Fred.  Heat  &  Sohn.      1878.     XU,  335  S. 

Das  Vorwort  beginnt  mit  der  Erklärung,  das  Buch  verdanke  seine 
Entstehung  den  Vorlesungen,  welche  der  Verfasser  an  der  polytechni- 
schen Schule  in  Kopenhagen  über  die  Theorie  der  Oleicfaungen  gehalten 
habe.  Durch  Hinzufbgung  einiger  erweiternder  Znsätze  habe  er  alsdann 
versucht,  das  Buch  als  einleitendes  Studium  für  solche  Studirende  brauch- 
bar zu  machen ,  welche  tiefer  in  die  Wissenschaft  der  Algebra  einzu- 
dringen wünschen. 

Nach  dieser  ausgesprochenen  Absicht  ist  das  Buch  zu  benrtbeilen, 
und  wir  nehmen  keinen  Augenblick  Anstand ,  unsererseits  zu  bestätigen, 
dass  Herr  Petersen  in  seinem  Versnebe  durchaus  glücklich  war.  Ein 
Lehrbuch,  genügend,  jedes' anderweitige  Studium  der  eigentlichen  Quel- 
lenschriften zu  ersetzen  und  bis  zn  einem  gewissen  Grade  eutbehrlich  zu 
machen,  wollte  der  Verfasser  nicht  schreiben  und  bat  er  nicht  geschrie- 
ben. Wohl  aber  hat  er  in  seinem  Buche  geboten,  was  auch  allein  eine 
gate  Vorlesung  über  einen  so  ausgedehnten  Gegenstand,  wie  die  Theorie 
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der  algebraiscbBo  Gleichttngfln  es  ist,  bieten  kann:  eine  Orientirnng  Ober 
das  ganze  Gebiet,  ein  Andeuten  der  Hanptstrassen ,  die  dasselbe  dorcfa- 
kreazen  and  die  Verbindang  zwischen  entlegenen  Punkten  herstellen, 
ein  Verweilen  bei  einzelnen  praktisch  oder  theoretisch  besonders  meil- 
wUrdigen  Metboden.  Nor  Eines  haben  wir  in  dem  Buche  vermiast,  wss 
aber  in  einer  voraussichtlich  nicht  aasb  leiben  den  zweiten  Anflage  mit 
leichter  Mühe  ergKnst  werden  kann.  Der  Leser  erfftbtt,  wer  die  Ent- 
decker der  wichtigsten  Sätze  sind.  Wir  haben  nicht  nSthig,  erst  noch 
zn  sagen ,  wie  sehr  wir  diese  pietätsrolle  Namensnenuang  der  entgegen- 
gesetzten Art  vorziehen,  die  wir  fast  lieber  Unart  nennen  möchten  und 
die  fiberall  in  UngewiBsheit  ISsst,  ob  Altes,  oh  durchaus  Neues  voi^etra- 
gen  werde.  Der  Verfasser  verwahrt  sich  ferner  im  Vorwort  dagegen, 
stets  anf  den  herkömmlichen  Bahnen  geblieben  zu  sein.  Wo  Namen 
angeffihrt  sind,  seien  diese  deshalb  oft  nnr  so  zn  verstehen,  dass  die 
Entwickelang  auf  einer  Idee  aufgebaut  sei,  ähnlich  derjenigen,  welche 
der  Entwickelang  des  genannten  Antora  zn  Gmnde  liege.  Auch  dagegen 
ist  sicherlich  Nichts  zu  erinnern.  Wer  die  Ergebnisse  verschiedener 
Forscher,  die  jeder  von  einem  andern  Gedanken  den  Ansgangspankt 
nahmen ,  vereinigen  will ,  mass  mit  einer  gewissen  Freiheit  schalten  kön- 
nen, wenn  ein  Einheitliches  entstehen  and  es  nicht  bei  einem  bunten 
Sammelsuriam  bleiben  soll.  Aber  am  so  diiogender  ist  die  Nothwendig- 
keit,  den  Leser  in  den  Stand  zu  setzen,  in  den  Schriften  der  Entdecker 
selbst  die  Wege  kennen  zu  lernen ,  aaf  welchen  diese  zum  Ziele  gelang- 
ten. Ueherall,  wo  ein  Name  genannt  ist,  sollte  deshalb  auch  das  Citat 
nicht  fehlen,  in  welchem  Werke  oder  in  welcher  Abhandlung  der  betref- 
fende Satz  oder  die  betreffende  Methode  zuerst  erschien,  nnd  dass  dieses 
mit  strenger  Folgerichtigkeit  überall  fehlt,  scheint  uns  eine  absichtliche, 
aber  darum  keineswegs  zu  rechtfertigende  Lficke. 

Um  unseren  Lesern  Übrigens  eine  Andeutung  davon  zn  geben, 
welchen  Stoff  Herr  Petersen  auf  21  Druckbogen  zusammenzudrängen 
wusste,  geben  wir  eine  flüchtige  Inhaltsangabe.  In  vier  Abschnitten 
handelt  der  Verfasser  über  Gleichungen  im  Allgemeinen ,  über  die  alge- 
braische Auflösnng  der  Gleichungen,  über  die  numerische  Auflösung  der 
Gleichungen  und  Über  Substitutionen.  Jeder  dieser  Abschnitte  ist  fast  von 
genau  gleicher  Länge,  ein  Beweis,  wie  gründlich  der  Verfasser  seinen 
Stoff  beherrscht  nnd  wie  er  es  sich  angelegen  sein  Hess,  die  Oleichberech- 
tigung dieser  Abschnitte  auch  äasserlicb  hervortreten  zu  lassen. 

Im  ersten  Abschnitte  ist  von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der 
algebraischen  Gleichungen ,  von  den  Beziehungen  zwischen  Wurzeln  and 
CoefGcienten ,  von  dem  Eliminationsproblem  und  von  Transformationen 
der  Gleichungen  die  Eede.  Vielleicht  sollte  hier  —  etwa  in  dem  Eli- 
mination scapitel  —  auch  von  dem  Rational  machen  der  Gleichungen  ge- 
handelt werden. 


Reoennoden. 

Im  Bweiten  Abscbnitte  Iftsst  der  Verfasaer  sar  knbische  imd  biqna- 
dr&tische  GleichiiDgen  die  binomiBcbß  Oleicbang  folgeo.  Er  erSttert 
sodaoD  die  Unmöglichkeit  der  Rlgebraiscben  Äuflösang  dei  Gleichung 
fftoften  Grades,  wobei  ein  Hinweis  anf  moderne  Löanngen  mittelst  trans- 
cendenter  Fnoctionen  wünuhenawertb  gewesen  wäre,  and  kommt  dann 
anf  jene  Untersnchnngen,  die  der  Zahlentheorie  nnd  der  Theorie  der 
Gleichungen  gemeinschaftlich  angehören,  nnd  die  wir  in  Deutschland 
Lehre  von  der  Kreistheilnng  zu  nennen  pflegen. 

Im  dritten  Abschnitte  ist  die  Absonderung,  wie  die  Berechnang  der 
Wurzeln  in  numerischen  Gleichungen  gelehrt  nnd  dabei  gelegentlich  auch 
die  Aufgabe  der  Interpolation  ine  Auge  gefasst. 

Der  vierte  Abschnitt  von  den  Substitutionen  endlich  bezeichnet  seinen 
Inhalt  genügend  durch  diese  allgemeine  Ueberschrift.  Der  Traiti  des 
subtlitvtiona  von  Jordan  ist  hier  an  vielen  Stellen  zu  Grunde  gelegt, 
wie  im  Uebrigen  der  Verfasser,  was  er  auch  im  Vorwort  selbst  angiebt, 
mehrfach  an  der  Darstellung  in  dem  klassischen  Court  d'algibre 
superieure  von  J.  A.  Serret  sich  ein  Master  nahm. 

Cantob. 


Elemente  der  Theorie  der  Determinanten,  mit  vielen  Uebungsanfgaben 
von  Dr.  P.  Mahbion,  Professor  an  der  UniversitSt  zu  Gent.  Leip* 
aig  1878,  bei  B.  G.  Teubner.  VI,  49  S. 
Die  El^enls  de  la  theorie  des  delerminanls  von  Uausioa  sind  1875 
in  französischer  Sprache  erschienen  und  haben  im  XXI.  Bande  dieser 
Zeitachrift,  histor. -literar.  Abth.  8.  166  —  167,  von  dem  Verfasser  eines 
Lehrbuches  der  Determinanten,  welches  selbst  nach  kurzer  Zeit  eine 
zweite  Auflage  oätbig  machte  nnd  damit  fUr  seine  gUnstige  Aufnahme 
Zeugniss  ablegte,  das  unumschränkteste  Lob  erhallen.  Herr  OUnther 
schtosB  damals  seine  Besprechung  mit  dem  Wunsche,  Uansion'e  kleine 
Schrift  auf  dentschen  Boden  verpflanzt  za  sehen.  Diesem  Wunsche  ver- 
dankt die  uns  heute  vorliegende  Bearbeitung  ihr  Dasein.  Die  Ueber- 
setzUDg  rührt  von  Dr.  Hörn  in  München  her,  während  Prof.  Qttuther 
eine  genaue  Revision  des  Manuscriptes  nnd  des  Druckes  vornahm,  wie 
er  in  einer  der  deutschen  Ansgabe  vorausgeschickten  kurzen  Vorrede 
*""«rt-  Camtor. 


Die  Eegelsehnitte,    bebandelt   für  die  Repetition  in  der  Gymnasialprimi 

von    Dr.  Max  Simon,    Oberlehrer   am   kaisorl.  Lyceum   in  Strass- 

bürg.     1.  Abtblg.:  Die  Parabel.    Berlin,  S.  Galvary  &  Comp,    55  S. 

Die   vorliegende  Schjift  definirt  die  Parabel  als  den  Ort  des^ 

tee,   welcher  von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen  Gerad«b'^gteioh- 

HlM.-)tt.AbtUB.d.ZalUslu.ClIath.B.7bn.XXIV,l.  3   I    'Uin\ 
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weit  entfernt  ist,  und  leitf^t  (§§  1  —  4)  ana  dieser  Definition  die  bekano- 
teren  Eigenschaften  in  einfacber,  cveckentsprecbender  Weise  ab.  Om 
die  EigenscbaFten  der  parallelen  Sebnen  (§  5),  der  conjngirten  Sebnen 
(§§6 — 7)  und,  soviel  bebannt,  zum  ersten  Haie  in  elementarer  Weise 
die  barmonischen  Eigenschaften  (§§  10 — 11)  abzuleiten,  projicirt  der 
VerfosGer  die  Parabel  auf  die  Leitlinie  nnd  folgert  ans  der  Geometrie  der 
Geraden  diejenige  der  Parabel.  l>ie  §§  8  und  9  enthalten  einige  Breno- 
pnnktseigenscbaften. 

Als  erwünBcbte  ZTigabe,  „um  von  den  ewigen  DreieckseonstmctioDei] 
Abwecbselnng  und  Erholung  za  bieten",  ist  eine  9ammliiDg  von  angefXbr 
140  Aufgaben  beigefügt,  die  nach  den  Paragraphen  des  Textes  geord- 
net eind. 

1>BSS  die  Parabel  ein  Kegelschnitt  ist,  wird  in  §  11  nacbgewiesea, 
leider  durch  die  Gleicbnng  der  Parabel  und  nicht  durch  constmctive 
Zurttckrubrnng  auf  die  Definition. 

Als  Uebungshnch  zu  Wiederholungen  erftlllt  da^  Werkchen  seinen 
Zweck.  Mit  der  angewendeten  Methode  ist  das  MSgliebe  erreicht.  An 
ihr  liegt  die  Schuld,  dass  die  Herleitnng  des  Pascal 'sehen  Satzes  nicht 
gelungen  ist.  Ohne  diesen  ist  aber  jede  Bearbeitung  der  Kegelschnitte 
nnvollkomnien,  denn  er  erat  gewährt  ausser  einem  reichen  Debungs- 
material  durch  seine  innigen  Beziehungen  zur  projecdviscben  Geometrie 
einen  Fernblick  in  die  Welt  der  räumlichen  Gebilde,  unendlich  wie  der 
Kaum  selbst.  '  Zum  Theil  wird  dieser  Mangel  durch  den  Beweis  gehoben, 
dass  die  Parabel  sich  in  einen  Kreis. polarisiren  läset.  An  anderer  Stelle 
wird  Referent  nachweisen,  dass  die  Polareigen  Schäften  und  der  Sats  Ton 
Pascal  eich  ungescwungen ,  ohne  alle  Rechnung,  in  elementarer  Weise 
für  alle  Kegelschnitte  aus  jeder  der  bekannten  Erzeügungsarten  derselben 
ableiten  lassen. 

In  jedem  Falle  ist  der  Versnch,  die  Kegelschnitte  in  das  GymnasinDi 
einzuführen,  freudig  zu  begrüssen  und  als  gelungen  zu  bezeichnen. 

FOr  gute  Ausstattung  hat  die  Yerlagsbandlnng  la  anerkennenswer- 
ther  Weise  gesorgt.  Milikowski. 


Kant  und  Helmholti  ttber  den  ürspningr  und  die  B«dentiing  der  Banv- 
anichauung   und  der  geometriaohen  Axiome.     Von   A.   Kbause. 
Lahr,  M.  Scbanenbnrg.      1878.     94  S. 
In    dieser  Schrift  soll,   Helmholtz  gegenfiber  und  tlberall  gestfiUt 
auf  Kaut,    die   ÜDerschütterlichkeit   der  geometnschen  Axiome,  ja  die 
Unmöglichkeit,  sie  auch  selbst  nur  in  der  Einbildungskraft  so  Terändeni, 
nachgewiesen    werden.     Verfolgen   wir,    wie   weit  dem  Verfasser  die  ihn 
„fast  zu  teiclit"  dtinkende  Arbeit,    Kant  in  allen  StUckeu  seiner  Philo- 
sophie zu  vertbeidigen ,  gelungen  ist. 
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Der  Verfasser  wi)l  haupUächlich  die  Streitfrage  zwisclien  Kant  nnd 
Helmhottz  Bcbärfer,  als  bisher  gescbehen,  hiDStellen.  Es  handelt  sich 
nach  ibm  um  die  Unveränderlichkeit  oder  VerXnderlichkeit  der 
geometrischen  Axiome,  also  am  die  Frage  nach  deren  Unabhängigkeit 
ron  Erfahrung  und  Einblldangskraft.  Indem  Kant  diese  Frage  bejahe, 
Helmholtz  sie  verneine,  stehen  die  Beiden  in  dem  ganzen  Fundament 
der  Erkenntnisstbeorie  sich  so  gegenüber,  daas  keinerlei  Vennittelnng 
denkbar  sei;  eine  der  beiden  Theorien  müsse  fallen.  Da  will  der  Ver- 
fflisser  denn  nacbveisen,  daas  H.  seine  Lehre  nnr  dnrch  formal -logische 
und  transcen dental  -  logische  Fehler,  sowie  durch  Vernacblftssignng  von 
Thatsachen  der  Erfahrung  gewonnen  habe.  Wii  haben  also  znzasehen, 
vie  diese  Einwurfe  gegen  U.  nnd  wie  ferner  die  Ansicht  von  der  abso- 
luten ünvertrSglicbkeit  der  beiderseitigen  Lehren  begründet  sind. 

Der  Verfasser  ISsst  K.  nnd  H.  eine  Reihe  von  erkenntnisstbeoreti- 
scben  nnd  psychologischen  Fragen  gegensätzlich  beantworten.  Bei  der 
Beantwortung  der  ersten  Fragen  wird  wesentlich  nur  das  behauptet,  dass 
H.  mit  seiner  Theorie  der  „Localzeichen"  gegen  das  Kant'sche  aprio- 
ristische  raamsetsesde  Vermögen  Verstösse  nnd  dass  er  auch  zu  Lotze 
dabei  im  vollem  Gegensatae  sei.  Es  ist  zu  eonstatiren,  dass  die  sämmt- 
lichen  Stellen  in  H.'s  physiologischer  Optik  nnd  seinen  popnlären  Vorträ- 
gen, welche  die  Nichtezistenz  dieses  Gegensatzes,  sowie  das  Fernhalten 
H.'s  von  der  Frage  der  Apriorität  jenes  Vermögens  beweisen,  hier  ein- 
fach mit  Stillschweigen  übergangen  sind.  Eine  Entstellnog  der 
H.'Bcben  Lehre  wird  es,  wenn  man  diese  aussagen  Iftsst,  daas  QualitXts- 
noterachiede  in  der  Reizung  an  sich  schon  Raum  hedeaten  oder  selbst 
etwas  Ränmliches  sind,  und  von  einem  Meter  Empfindung  (S.  18)  redet. 
Die  tbatsächlicben ,  ans  der  Physiologie  geschöpften  Beweise  aber,  wie 
der  an  das  Stereoskop ische  Sehen  geknüpfte,  mögen  allenfalls  für  dieses 
aprioristiscbe  Vermögen  spiechen,  und  dann  richten  sie  sich  nicht  gegen 
'  H. }  aber  wie  können  sie  zeigen  (wie  es  S.  29  will),  dass  die  Eigen- 
thflmlichkeiten  der  Banmanschanung  lediglich  anf  eigene  Gesetze  gegrün- 
det sind'i'  ganz  abgesehen  von  der  Fraglichkeit  der  angeblichen  That- 
sachen, wie  der  auf  S.  23,  Z.  10  v.  n.  erwähnten.  Und  ganz  ebenso 
verhält  es  sich  mit  den  trau  scen  dental  -  logischen  Einwürfen,  die  hoch* 
stens  anch  nnr  zeigen  können,  dass  die  blosse  Association  von  Erfahr- 
nngen,  die  Sinnlichkeit  allein,  noch  nicht  genügt,  nm  nnsere  Anschaa- 
nogen  susammen zusetzen. 

Bei  der  6.  und  7.  Frage  —  ob  veränderte  Axiome  denkbar  sind  nnd 
welches  der  Grad  der  Sicherheit  der  Euklid'achen  —  tritt  der  Verfasser 
vom  physiologischen  in  das  mathematische  Gebiet,  nnd  auch  hier  scheint 
mir  die  Auffassung  von  H.'s  Ansichten  missverständlich  zu  sein.  H.  ver- 
sinnlicht  seine  Theorie  dadurch,  dass  er  sich  von  der  Körperwelt  eine 
Dimeiuioa    binwegdeukt   und   die   VerbaUnisse    anf  Flächen   conetantet 
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Krflmiiiang ,  zn  denen  auch  unsere  Organe  pMien,  betrachtet.  Krause 
betchtet  nnn  gar  nicht,  dasa  es  sich  bei  diesen  Flächen  anucbliesslieh 
um  ein  Bild  handelt  (H.,  Pop.  Vortr.  III,  S.  38,  Z.  1).  Der  Gedanke 
von  H.  ist  der:  Wir,  mit  nnaerer  dreidimenBioualen  Änacfaannng  des 
Baumes,  haben  ein  KrämmnngsmasH  desselben  gar  nicht  in  nnserer 
VorEtellnng ;  wir  schreiben  dem  Ranme  ebenso  wenig  ein  Kifimmiingi- 
mass  0,  als  ein  positives  oder  negatives  en.  Die  Frage  nach  der 
Giltigkeit  einer  dieser  drei  Möglichkeiten  ist  logisch  eingeffihrt;  nin 
sie  ans  nnseren  Vorstellnngen  berans  eindeutig  zu  beantworten,  wäre  es 
nfithig,  dasB  unsere  Anschauung  vom  Unendlichen  eine  völlig  eindentige 
und  klare  ist,  insbesondere  darüber,  ob  man  durch  einen  gegebenen 
Punkt  zu  einer  gegebenen  Geraden  eine,  zwei  oder  keine  Parallelen 
ziehen  kann?  Dies  ist  nicht  der  Fall,  auch  ist  nicht  einmal  eine  einüge 
Aussage  darüber  nöthig,  nm  die  Erscheinungen  anordnen;  vielmehr'ist 
keine  wesentliche  Schwierigkeit  vorhanden ,  dieselben  ErscheinuDgen, 
sogar  mit  denselben  Organen  «urgefasst,  unter  etwas  von  einander  ver- 
schiedene Gesetze  der  Anschauung  su  fassen. 

Die  von  H.  in  der  oben  bezeichneten  Illustration  dieser  Ansieht  an- 
geführte Veränderung  der  Orgaue  dient  also  nnr  dazu,  um  die  Abänder- 
barkeit,  der  man  die  gewohnten  Eigenthämliohkeiten  nnserer  Baumvor* 
Stellung  unterwerfen  kann,  noch  verständlicher  zd  machen. 

Es  tritt  hier  die  Hauptfrage  hervor,  welche  man  an  die  abselnten 
Anhänget  Kant's  zu  stellen  hat:  Ist  in  der  That  der  Inhalt  nn- 
serer Vorstellungen  in  Bezug  auf  das  Verhalten  der  Geraden 
im  Unendlichen  fest,  klar  und  eindeutig  gegeben?  Denn  alle 
Dednctionen  —  formal-  oder  tianscendental- logischer  Art — ,  welche  anf 
den  Begriff  oder  auch  anf  die  anschauliche  Vorstellung  „Richtung"  basirt 
•sind,  zerfallen  vor  der  Thatsache,  dass  eine  Geometrie  existirt,  welche 
unsem  Banm  mit  allen  seinen.  Vorstellungen  in  Bezug  auf's  Endliche 
zum  Gegenstände  hat,  welche  die  gerade  Linie  gerade  und  Ebene  Ebene 
sein  lässt  und  welche  trotzdem  unsenn  Ranme  ein  coustantes,  von  0  ver- 
schiedenes Krtlmmungsmass  zuschreibt.  Die  Beantwortung  dieser  Frage 
kann  also  nicht  aus  dem  Kant'scheu  System  selbst  genommen  «erden; 
erst  wenn  sie  bejaht  ist,  kann  von  einer  OegenUberstellnng  dieses  Systemi 
gegen  die  Helmholtz'schen  Ansichten  die' Rede  sein.  Andernfalls  aber 
berrieht  kein  unversöhnlicher  Gegensatz  zwischen  H.  und  K. 

Von  den  Evidenzbeweisen  der  Axiome  Enklid's,  die  Kraose  >a 
liefern  versucht,  setzt  der  ein«  solche  eindentigen  RaumbegrifTe,  wie 
Richtung,  voraus,  und  leidet  also  an  dem  genannten  Fehler.  Er  bildet, 
indem  er  diese  Begriffe  den  Kant'scheu,  von  Krause  erweiterten  Kate- 
gorien unterordnet,  eine  Ausführung  von  Ideen,  die  Kant  aar  einz^ 
hingeworfen  hat,  und  soweit  den  werthvoUsten  Theil  der  Sehrill.  Der- 
selbe Begriff  von  Richtung  verleitet  den  Verfasser  auch,  H.  einen  logisehea 
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Fehler  vorzuwerfen  (B.  50);  der  Fehler  liegt  aber  in  dem  nn begründeten 
Satie  des  VerfasBers  (S.  52),  daas  alle  in  sich  znrttckkehrenden  Linien 
mebr  als  eine  Bichtnng  baben,  wobei  zwei  verschiedene  anecbanliche 
Vorstellnngen  willkflrlich  mit  einander  vermengt  Bind. 

Waa  die  Übrigen  Eviden  ehe  weise  betrifft,  so  ist  mir  die  Evidenz  des 
Gegentbeila  seiner  Behanptnngen  mindestenB  ebenso  dentlich;  z.  B.  scheint 
mir,  dasB  ich  bei  den  CongraenasUsen  an  einen  beweglichen  Haasstab 
denke,  wenn  ich  zwei  an  verschiedene  Stellen  des  Ranmee  gesetzte 
Strecken  in  Bezng  anf  ihre  LSnge  mit  einander  vergleiche  (8.  62).  Wel- 
cher Mathematiker  ans  der  algebraischen  Formel  allein  die  Gesetze  der 
Banmanschanang  und  der  Geometrie  hat  ableiten  wollen  (S.  64  flgg-)>  '^t 
mir  unbekannt  geblieben;  gegen  wen  gebt  also  die  Untersnchung ,  auf 
welchen  Begriffen  und  Functionen  die  nur  als  logisches  Instrument  die- 
nende Algebra  beruht? 

Eb  bleibt  mitbin  nach  diesen  Evidenzbeweisen  die  obige  Vorfrage 
rar  das  Kant'sche  System  nnverSndert  bestehen.  In  der  Tbat  wird  es 
keine  ebenso  „leichte  Arbeit"  sein,  diese  Lücke  auszufüllen,  als  nur 
den  Nachweis  zu  führen,  dass  das  System  keinen  inneren  Widerspruch 
eutbaUe. 

Erlangen,  September  1878.  M,  Noetbeb. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Zur  Tennmologie  der  grieohisohen  Hathematiker. 

Von 

Fb.  Hültöch. 


Henri  Martin  hat  sich  dnrcb  seine  Ansgabe  der  Astronomie  Theon'e 
von  Hmjrua  nicht  nur  nm  die  Textesferitik  der  alten  Mathematiker  ein 
bleihendee  Verdienst  erworben,  sondern  ancb  in  vielen  mehr  nebensXcb' 
liehen  Fragen  ein  gewichtiges  Wort  gesproclien.  Wie  schon  oft  früher, 
so  hatte  der  UoteTzei ebnete  vor  Knrzem  wieder  Gelegenheit,  dies  au- 
znerkennen,  als  er  die  beiden  letzten  Tafeln  von  Martin's  Ausgabe, 
welche  handschriftliche  Facsimiles  enthalten,  näherer  Dntersnchnng  nnter- 
sog.  Wenn  man  bedenkt,  wie  wenig  branchbar  das  ist,  was  Moni- 
faucon  von  mathematischen  Compendien  anführt,  nnd  weiter  in  Betracht 
sieht,  dass  die  neueren  pal Hographi sehen  Werke  keinen  Anlass  hatten, 
die  WortabktIrzQngen  and  tacby graphischen  Zeicheq  der  mathematischen 
Texte  ZD  berücksichtigen,  so  mnss  die  Tafel  B  bei  Martin,  welche  ans 
einem  reichen  Stoffe,  wenn  ancb  nicht  alles,  so  doch  manches  Brauch- 
bare bringt,  einen  nm  so  hSberen  Wertb  erhalten.  Gerade  deshalb  aber 
will  der  Unterzeichnete  nicht  nnterlassen,  seine  abweichende  Ansicht  Über 
eines  der  dort  aufgeführten  Zeichen  vorzutragen,  damit  nicht  die  vorzflg- 
liche  Autorität,  welche  der  Martin'schen  Arbeit  im  Uebrigen  zuzuspre- 
chen ist,  durch  den  einen  zweifelhaften  und  vielleicht  einem  spätem 
Missbrauch  ausgesetzten  Punkt  geschwächt  werde. 

Das  knrze  Fragment  des  Serenus  (8.  340  der  Ausg.  von  Martin) 
beginnt  mit  den  Worten ;  t,'Eäv  nvitlov  ln\  t^;  initpavtitig  lfi<p0-^  ti 
aijliilov^,  und  es  wird  dann  weiter  ein  Satz  der  elementaren  Geometrie 
citirt,  welcher  eine  Ergänzung  zn  Enküd's  Elementen  (3,  27)  bildet.  Wie 
nSmIicb  dort  die  Centriwinkel,  welche  auf  gleichen  Kreisbogen  stehen, 
als  gleich  erwiesen  werden,  so  sind  nach  Serenas  die  Winkel,  welche 
von  gleichen  Abschnitten  derselben  Kreisperipherie  nach  einem  innerhalb 
dea  Kreises  gelegenen  Punkte,    welcher  nicht  das  Centmm  ist,    gezogen 

HM.-Ut  Abthla.  d.  ZtltuliT.  r.  Uklb.  D.  Ph/i.  XXIV,  1.  i 


43  HistoriBch -litoiuüob«  Abtb«ilniig. 

werden,  tingleicli,  und  ewat  um  lo  kleiner,  je  nKber  dem  Centnia. 
Nnn  ist  in  dem  Texte  diesea  Satzes  der  Ansdmck  huipavtta  nnmOglieli, 
da  diesee  Wort  nnr  die  FIXche  [superßeies)  eines  Körpers,  and  e war  ina- 
besondere die  gekrttmmte  Oberfltlche  bedeatet.  Der  Kreis  dagegen  ist 
ein  ojifftD  infntSov,  seine  Ebene  wird  durch  xuxlov  hilmSov  oder  meist 
durch  wKloe  schlechthin  beseicbnet.  Sehen  wir  nnn  weitet  du  tacby- 
grspbische  Zeichen  nach,  welches  Herr  Martin  ala  hitqimitlaz  gelesen 
hat,  so  finden  wir  kein  anderes,  als  das  anderwirts  mit  Sicherheit  fest- 
gestellte Zeichen  für  ot»*.  Dieses  mnss  durch  irgend  ein  HiasTersUnd- 
niss  Tom  Bande  einer- tlteren  Handschrift  hinweg,  wo  es  als  Anfangs- 
wort dieses  Abschnittes  den  üebergang  an  einem  nenen  Gegenstande 
bezeichnen  sollte,  an  gans  falsch«  Stelle  mitten  in  den  Text  gekommen 
sein.  Was  noch  übrig  bleibt,  htl  t^q,  ist  wahrscheinlich  verschrieben 
ans  htos,  so  dass  der  Anfang  des  Lehrsatses  nun  lantet:  n'Eäv  xvkIov 
ivrds  3ir]g>9y  it  etifittov."  Vergleicht  man  femer  Enkl.  Elem  3,  36  a.  37: 
t^Eav  icvkIov  li}ip9j  «  fft^fttiov  ixrof"  und  Pappns  3,  Cap.  98:  ^»^  nj» 
jtifKfitiftuiw  Tov  KVK^ov  hxog  Kfoanltnoviiii  tf  BZH",  so  ei^ebt'sich,  daas 
anch  bei  Serenns  ^vto';  als  Adverb  an  nehmen  und  xv'kAov  von  n^fMiai' 
abliXagig  zn  machen  ist. 

In  demselben  kureeo  Abschnitte  (B.  342,  Z.  fi)  ist  noch  die  band- 
Hcbriftliche  Lesart  ittoiaßnfiH'  wieder  bersnitellen  „wenn  wir  gleidie 
Kreisbogen  abschneiden",  woftir  von  Herrn  Martin  vitoläßtofifv,  „wean 
wir  annehmen",  heransgegeben  worden  ist.  Jener  Gebrauch  des  Worte« 
änolaußäviiv  ist  in  dem  Index  eu  Pappns  dnreh  viele  Beispiele  von  mir 
gesichert  worden. 

■  Jotephi  Torelli  praefatio  (nnd  iwar  die  ervte  mit  der  üebendirift  Leetcrij 
inÄrohin.p.  III;  W.  Wattenbacfa,  Anleitung  snr  griech.  Paiaografitue,  E.Aaig., 
Aatographirter  TbeU  8.  IT;  Pappns  ed.  HultHoh,  Vol.  III,  tom.  U,  p.  130. 

Dresden.  Fbibdsicb  Hdltbch. 
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Du  Bfaoh7-Tel«Bkop,    erfanden    nnd    conBtrnirt  von    J.  Pobstxr   und 
K.  Fritach.     Ftir  Frennde  der  AetronomJe,  HüiUrs,   Touristen 
n.  B.  w.  TerfaaBt  von  K.  Fbitbcb,  Optiker  nnd  Hecbaniker.    Wien, 
1877.  SelbBtrerlag.'  8°.   20  8.,  5  Bolzsclmitte  n.  1  Lichtdrncktnfel. 
(Eienn  Taf.  I  Fig.  9—5.) 
Du  kleine  Scbriftcben   giebt  «nf  14  Seiten  n«cb   einer  Einleitnng 
eioe  knrze  AufaXbluDg  deB  Oregoiy'schen,  CkSBegtftin'Bcben,  New- 
ton'scben  und  Herscbel'Bchen  Spiegelteleskops  mit  Bchematiscben  Abbil- 
dungen (deren  erste  nnricbtig  ist,  denn  der  darin  verzeichnete  Gang  der 
Liebtitrahlen  kann  nnr  einem  convezen,  nicbt  einem  concaven  zweiten  Spie* 
gel  angehSreq),  eine  Bescbreibnng  des  Brachy-Teleskops  mit  einer  schemati- 
scben  und  einer  perBpectiviscben  Abbildung,  ohne  weiteres  Eingeben  in  die 
Theorie  dea  Instmments,  berichtet  Über  die  Leiatnngen  anigefOfarter  Brachy- 
Teleskope,  spriebt  über  deren  zweckmUsige  Behandlung,  besonders  jene  der 
Spiegel,  hebt  die  Vorzttge  hervor,  welche  die  Beflectoren  im  Allgemeinen, 
der  nene    im  Besondern,    vor  den  Befractoren  haben  sollen,   nebst  Uib- 
tbeilnng   aber    die  Preise.     In   einem   Anbange  von  zwei   Seiten  wird, 
nntersttitEt  dnrch  ein  Lichtdmckbild,  ein  Spectrometer  bescbiieben,  das 
wenigstens   in    tbeoietiscber  Hinsiebt   nicht  von   den   üblichen  verschie- 
den ist. 

Das  Brach; -Teleskop  kommt  im  WesentlicbeD  mit  dem  Casse- 
g r ai n ' sehen  Bberein :  die  von  einem  Hohlspiegel  larUckgeworfenen 
Strahlen  fallen  vor  ihrer  Dnrcbkreaanng  auf  einen  schwach  convexen 
Spiegel,  werden  dadnrch  gewiesermassen  nmgekehrt  und  vereinigen  sich 
an  einem  reellen  Bilde,  das  durch  ein  dioptrisches  Ocular  betrachtet 
wird.  WXbrend  bei  dem  Cassegrain'schen  Beflector  der  zweite  Spie- 
gel auf  der  Geraden'  vom  leuchtenden  Punkte  dnrch  den  Krümmangs- 
mittelpunkt  des  Hohlspiegels  steht  und  der  Hohlspiegel  znr  Dnrchlassnng 
der  aweimal  gespiegelten  Strahlen  in  der  Hitte  dnrchbrocben  ist,  bat 
dieser  bei  dem  Braohy- Teleskop  eine  seitliche  Stellung  nnd  der  kleine 
Convexspiegel  ebenfalls,  so  dass  die  aweimal  zarUckgeworfeneD  Strahlen 
an  dem  Hohlspiegel  voräbergehen.  Der  Verfasset  des  Schriftchens  sieht 
in  dieser  Anordnung,  «eiche  die  Ansbohmng  nicht  ntfthig  vaeht  and  die 
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ganze  FIScfae  des  Torbandenen  Hohlspiegels  sn  bnnfitzen  gestaltet,  einen 
grossen  Vorzug.  Der  Berichterstatter  wird  versnchen  darzothnn,  dus 
dem  nicht  so  ist. 

Bei  keinem  einzigen  Spiegelteleskop  kommen  die  Centralstrahlen, 
d.  b.  jene,  die  normal  oder  sehr  nahezu  normal  auffallen,  welche  also  die 
geringste  sphärische  Aberration  erleiden,  znr  Verwendung,  Es  ist  nicht 
selten  aosdriicklich  oder  stillschweigend  behauptet  worden,  die  Vorzfige 
des  HerBcbel'schen  V  orn  schau  -  Fernrohres  seien  in  Verwendung  der 
Centralstrahlen  begründet.  Ein  Blick  auf  Fig.  2  unserer  Tafel  lÄsst  er- 
kennen, dasB  diese  Behauptung  unrichtig  ist.  Das  reelle  Bild  soll  an 
der  Seite  des  Rohres  entstehen.  Zu  seiner  Beobachtung  ist  ein  Ocnlar 
nSthig.  Dessen  Fassung  und  der  Kopf  des  Beobachters  halten  aber  den 
Hauptstrabl  (so  nenne  ich  den  normal  einfallenden)  und  die  benachbar- 
ten Centralstrahlen  ab.  Der  Bitdpnnkt  F  liegt  nothwendig  auf  den 
Haaptstrahle ;  man  sieht,  dass  die  Ocnlarfassung  und  der  Kopf  des  Be- 
obachters eineü  Theil  s  des  Spiegels  nutzlos  machen,  nnd  dieser  Tbei) 
könnte  daher  ebenso  gnt  weggeschnitten  sein.  Wegen  Späterem  sei  hier 
bemerkt,  daas  die  Aze  des  Ocalars  (gerichtet  wie  die  Hittellinie  des 
Kegels  der  das  Bild  erzengenden  Strahlen)  mit  dem  Hauptstrahle  oder 
mit  der  Bicbtung  nach  dem  unendlich  entfernten  Lichtpunkte  einen  Win- 

•+5- 

kel  fp  bildet,  der  sehr  nahezu  gleich  — j —  ist,  wenn  f  die  Hanptbrenn- 

weite  und  o  den  nützlichen  Oeffnungsdnrchmesser  des  Hohlspiegels  be- 
deuten. 

Bei  allen  Spiegelteleskopen, 'die  einen  zweiten,  kleineren  Spi^I 
verwenden  (Gregory,  Oassegrain,  Newton)  b&lt  dieser,  der  undurch- 
sichtig ist,  die  Centralstrahlen  ab,  da  er  auf  dem  Hauptstrabl  steht. 
Wollte  man  ihn  aeitlicb  vom  Hauptstrahl  rücken,  so  gelaugten  allerdings 
der  Hanptstrabl  nnd  die  Centralstrahlen  zum  Hohlspiegel ,  aber  bei  ihrer 
Bilckkehr  von  dort  trSfen  sie  nicht  mehr  den  kleinen  Spiegel,  trügen 
also  nichts  znr  Bilderzeugung  bei.  Der  Ausschluss  der  Centralstrahlen 
findet  aus  demselben  Grunde  anch  bei  dem  Bracby-Teieskop  statt.  Es 
wird  nachfolgend  berechnet  werden ,  wie  weit  (s  und  o)  die  zwei  Spiegel 
seitlich  vom  Hauptetrable  stehen  mflssen.  Die  Theile  dieser  Spiegel  (von 
der  Ausdehnung  s  und  o),  welche  etwa  zwischen  dem  Hauptstrable  und 
dem  diesem  uKchstgelegenen  nutzbaren  Punkte  vorbanden  sind,  könnten 
ebenso  gut  fehlen,  weggeschnitten  sein.  Je  grösser  die  seitliche  Ver- 
schiebung (entsprechend  in  anderen  Teleskopen  der  centralen  Durch- 
bohrung), desto  grösser  ist  der  Einfallswinkel  der  Strahlen  und  bekannt- 
lich nimmt  die  spb&rische  Aberration  in  sehr  raschem  VerhSltnise  mit  dem 
Einfallswinkel  zn.  Der  besprochenen  Schrift  snfolge  sollen  die  Spiegel 
der  Bracby-Teleskope  parabolisch  geschliffen  sein.     Dann  ist  allerdings 
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die  Aberration  der  parallel  der  FareibeUxe  einfallenden  Strahlen  Null, 
nicht  aber  die  anders  gerichteter  Einrallsstrahlen ,  and  doch  wird  das 
InBtmment  auch  fUi  endlich  entfernte  Gegenstände  (Beigabe  eines  Brd- 
ocnlare]  empfohlen. 

In  dem  Schrifteben  wird  die  Keinnng  ansgesprochen ,  die  Bilder 
eines  Herschel'schen  Vornechan- Fern  roh  res  seien  lichtstarker  nnd  scbXr- 
fer,  als  die  der  anderen  bisher  üblichen  Beflectoien,  und  dem  Brachy- 
Teleskop  werden  die  .Vorzflge  des  He rs c b e  1' scheu  nnd  des  C as s e- 
grain'schen  Fernrohres  zusammen  zugeschrieben.  Das  ist  nicht  zutref- 
fend, namentlich  nicht,  wenn,  wie  in  den  folgenden  Betrachtungen  an- 
genommen wird,  Kngelspiegel  (die  allein  mit  der  grossten  Genauigkeit 
darstellbar  sind)  angewendet  werden.  Hinsichtlich  der  ScbSrfe  der  Bilder 
verdient  die  Herschersche  Einrichtung  keinen  Vorzug  vor  der  Gas se- 
grain'echen  —  im  Gegentheil  kann  bei  letzterer  die  Aberration  viel 
unschSdlicber  gemacht  werden  (siehe  weiter  unten).  Die  wirklichen  Vor- 
xflge  des  Heracbel'schen  Riesenteleskops  hinsichtlich  der  Bildschärfe 
sind  einzig  in  den  grossen  Dimensionen  begründet.  An  Helligkeit  Über- 
trifft ein  Herschel'schee  Vorn  sc  bau  -  Fernrohr  alle  anderen  Spiegelfern- 
röhre  von  gleichen  Abmessungen,  da  id  letzteren  zwei  mit  ScbwScbuDg 
des  Lichts  verbundene  Spiegelungen,  in  ersterem  aber  nur  eine  vor- 
kommt. Da  aber  bei  den  Bracby- Teleskopen  auch  zwei  Spiegelungen 
nothwendig  sind,  so  geniessen  sie  den  wirklichen  Vorzug  des  Herschel- 
schen,  grössere  Helligkeit,  nicht.  —  Mag  noch  daran  erinnert  sein,  dase 
durch  beträchtliche  Aberration  undeutlich  gewordene  Bilder  heller  sein 
können ,  als  die  von  gleichgrosser  Spiegelfläche  herrührenden ,  viel  schär- 
fereu, die  von  Centralstrahlen  gebildet  werden,  denn  die  Intensität  des 
gespiegelten  Lichtes  nimmt  in  ziemlich  raschem  Verhältniss  mit  dem  Ein- 
fallswinkel zu. 

Wie  der  fElr  das  neue  Instrument  gewählte  Name  anzeigt,  wird  die 
Kürze  als  wesentlichster  Vortheil  angesehen.  Das  beschriebene  Tele- 
skop ist  aber  nicht  kürzer,  als  ein  Cassegrain'sches  bei  gleichen  Brenn- 
weiten der  Spiegel,  nnd  ist  länger,  als  eines  mit  gleichem  Hohlspiegel 
und  ebenem  sweitAn  Spiegel,  länger  als  ein  Newton'sches. 

Es  sollen  die  zweckmässigst  zu  wählenden  Abmessungen  des  Brachf- 
Teleskops  berechnet  werden. 

I.    Der  zweite  Spiegel  sei  eben  und  stehe 
1.  rechtwinklig  zum  Hanptstrabl. 

Das  Augenglas  zwischen  dem  groeaen  und  dem  kleinen  Spiegel 
anzubringen,  bietet  (abgesehen  von  Binrichtnngsschwierigkeiten)  keinen 
Vortheil  für  die  Verkürzung,  denn  die  Länge  ist  dann  der  Abstand  der 
zwei  Spiegel.  Soll  das  Ocnlar  vor  dem  grossen  Spiegel  liegen  (d.  b.  in 
Bicbtnng  zum  Gegenstände),  so  muss  das  reelle  Bild  weiter  vor  dem 
Hohlspiegel  liegen,  als  wenn  das  Ocnlar  hinter  diesem  oder  in  gleichet 
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Entferflang,  rom  Qegenstsnde  ans,  wie  der  Hohlspiegel  uigebnwht  ist. 
Je  weiter  aber  das  reelle,  durch  zweimalige  Spiegelung  entstandene  BIM 
vom  Hohlspiegel  entfernt  sein  soll,  desto  näher  miiBS  dar  aweite  Spiegel 
am  VereinigiiDgBpvDkt  der  vom  ersten  gespiegelten  Strahlen  sein  oder  desto 
weiter   vom  Hohlspiegel   abstehen ,    das  Fernrohr  wird  also  desto  iKnger. 

Sei  das  Augenglas  nm  die  Lunge  jc  hinter  dem  Hohlspiegel  und  l 
bezeichne  die  Entfernung  des  Angenglases  vom  reellen  Bilde  (in  bekann- 
ter Weise  Ton  Hau ptbrenn weite  des  Ocnlara  nnd  deutlicher  Sehweite  des 
Beobachters  abhXngig).  Sei  ferner  y  die  Entfemnng  des  ebenen  Spie- 
gels von  dem  Verelnignngepnnkte  der  vom  Hohlspiegel  gekommenen 
Strahlen.  Die  LXnge  des  Femrohres  (vom  Angenglase  bis  mm  kleinen 
Spiegel)  ist  dann  /<=y  +  l. 

Andererseits  ist,  wie  ans  Fig.  3  leicht  za  erkennen,  die  Bildweite 
b  oder  die  Verünigtingsweite  der  vom  Hohlspiegel  anrtlckgeworfenat 
Strahlen 

S-2,  +  1-., 
woraus  folgen 

,  =  4(6-i  +  a:)  nnd  also  l  =  ^{b+l  +  x). 
Da  ftlr  gegebene  Gegenstandsweite  {g)  und  gegebenen  Hohlspiegel  die 
Bildweite  b  bestimmt  ist,  femer  Hlr  bestimmtes  Ocnlar  nnd  bestimmten 
Beobachter  auch  1,  so  erkennt  man,  dass  daa  Fernrohr  am  kQrtestea 
wird  für  x^O,  d.  h.  wenn  daa  Augenglas  an  jener  Stelle  steht,  wo  die 
KngelflSche  des  Hohlapiegels  den  Hauptatrahl  schneidet.  Bei  mfiglichst 
kurzem  Femrohr  der  angegebuien  Artist  also  y^^(6  —  IJ. 

Ans  Fig.  3  ist  ersichtlich ,  dass  der  dem  Hauptstrabi  znnKchst  ge- 
legene nützliche  Punkt  des  Hohlspiegels  auf  der  Geraden  Tom  leuch- 
tenden Pnnkte  G  -über  den  vom  Hanptetrabl  entfemtesten  Funkt  des 
kleinen  Spiegels  liegt  nnd  dass  der  vom  Hanptstrahl  entlegenste  nUi- 
Itehe  Punkt  des  Hohlspiegels  anf  der  Geraden  liegt  vom  Bildpnnkte  F 
Ober  den  vorgenannten  Punkt  des  kleinen  Spiegels  (denn  Strahlen,  die 
von  weiter  abliegenden  Stellen  des  HoblBpiegels  kommen,  treffen  den 
kleinen  Spiegel  nicht  mehr  nnd  tragen  folglich  Nichts  sum  betrachteten 
Bilde  bei).  * 

Zur  fierecbnnng  der  Grössen  s,  a,  a,  a  und   <p  (Fig.  3)   bat  man 
ausser  dem  Werthe  ftlr  ^  bei  der  Annahme  a;=0  noch  die  Gleichungen 
e:»  =  y:2y  +  l,         , 

.:a=,:2,  +  i,     «  +  «= '  =  *-*'-*  =  »- 
FHt  unendlich  entf»ntee  Lieht  wird  die  lettte  Gleichung  a+  ns=r  (Fig.  4). 

Als  gegeben  werde  betrachtet  k,  dann  die  Hauptbrennw«te  f  uad 
der  OeffntmgadarcbmesBer  a  des  Hohlapiegela.  Fttr  UDeodliebe  EBtfe^ 
nung  des  Liobtra  findet  man  also 

f—k  (/•-*)'  f-l,^  , 


und 

°'*"2       •    3f-X 
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Es  bSngt  ■omit  bei  dem  Bracby^-Teleakop  sowohl  die  SeiteuTerscbiebatig 
s  des  Hohlspiegels,  aIs  anch  die  Grösse  des  Winkels  9  zwiscben  der 
optischen  Äxe  des  Ocnl&re  (die  nach  der  Mitte  des  anfgenomtDenen  Strab- 
lenkegels  angenommen  wird)  nud  der  Richtung,  «tu  velcber  das  Licht 
kommt  (oder  der  Äze  des  beigegebenen  Suchers),  von  der  Hanptbrenn- 
weite  /  nnd  dem  Oeffnnngsdurcbmesaer  a  des  Hohlspiegels,  dano  von 
der  OcuUrIflnge  1  ab.  —  Herr  Fritsch  giebt  seinem  Bracbj- Teleskop 
Terscbiedeue  Ocnlare  bei ;  so  oft  man  das  Ocnlar  wechselt,  ist  zur  Tölligen 
Ansnütznng  des  Hohlspiegels  die  Grösse  s  sn  ändern  und,  was  noch  be- 
merke nswerther  ist,  der  Winkel  Ip  des  Suchers  mit  der  Ocnlaraxe.  Streng 
genommen  ist  dss  schon  hei  gleichbleibendem  Ocnlar  für  Beobachter  von 
verschiedener  deutlicher  Sehweite  erforderlich. 

Will  man  die  sphärische  Aberration  möglichst  verringern,  so  muss 
man  (bei  gegebenem  a)  trachten,  1  mCglichst  klein  zd  machen.  Je 
grösser  1  wird,  desto  kleiner  wird  ',  aber  mit  wachseDdem  k  vermehrt 
sich  die  Fem robrl finge.  Ein  Ocnlar  sehr  kurzer  Brennweite  (sehr  klei- 
nes 1)  dürfte  am  zw  eck  massigsten  sein.  Das  Verbältniss  des  Oeffnnngs- 
dnrcbmessera  a  zur  Haupt  brenn  weite  /  rnnss  stets  (zur  Vermeidung  stö- 
render Aberration)  sehr  klein  sein,  also  ist  der  Strablenkegel  nach  der 
zweimaligen  Beflexion  ein  sehr  spitser,  auf  dem  nahe  hinter  seine  Spitze 
gestellten  Ocnlar  schneidet  er  nur  eine  seht  kleine  Fläche  ans,  so  dass 
der  nutzbare  Oeffnnngsdnruhmesser  der  Lnpe  klein,  folglich  die  sphArische 
Aberration  der  Linse  nnbedeatend  ist  nnd  die  starke  Vergrössemng  durch 
das  ganz  kurze  Ocnlar  znlSssig  erscheint. 

Fdr  einen  endlich  entfernten  leuchtenden  Gegenstand  kann  man  die 
Grössen  t,  0,  «,  ^  sowohl  durch  die  Gegen  Stands  weite  g,  als  auch,  nnd 
zwar  bequemer,  durch  die  zngehSrige  Bildweite  b  ausdrücken  und  fiqdet 

mit  BeiaiehuBg  der  katoptrischen  Hauptfarmel   ( —  •^-  —  ^=--1    folgende 

Werthe: 

r       b~l  _a_       f       (6-1)'  _  «    6-1 

'"^* 2/-- fr' 6  +  1'      *    -26'2^-6'   6-H   '      *      2  "    6 
und 

*'•       2-(2^-6)(6-t-i)-        . 
Wie  es  sein  muss,  geheu'diese  Formeln  für  h-m^f  in  die  fSr  unendliob 
f«men  Gegenstand  aufgestellten  Formeln  über. 
Oder 


'  »V+i)  -  2/^(ii+i)  -  %M\.,  I.  Google 
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'2*'   "„■(/■+i)-2/'(j+i)-3rtr      n 

i  »(A-')  +  A 
'2"  f» 

?-/•  nss-in-ns-n 

■    /    •[/■(9-i)  +  »*l(S-2fl' 
Wie  es  aein  mnse,  gehen  diese  Formeln  fBr  9  =  00  in  die  fttr  nnendlicfa 
fernen  Gegenstand  aufgestellten  über. 

Es  eigiebt  sich  also,  dass  ftlr  die  mSglichst  vollkommene  Ginrichtniig 
des  Brach y-Teleskops  die  Seitenverechiebangen  s  und  a  der  zwei  Spiegel 
nicht  nnr  von  der  Hau ptbrenn weite  /  des  Hohlspiegels  Tind  dem  Oenlar- 
abstand  i.  vom  reellen  Bilde,  sondern  auch  von  der  OegensUndaweite  (9) 
oder  der  zagebSrigen  Bildveite  (b)  abhängen,  also  fUr  verschieden  entfernt« 
GegenstSade  geändert  werden  milssten.  Wichtiger  ist  der  Einflius  der 
Gegenstaada weite  auf  den  Winkel  qi,  den  die  Axe  des  Snchers  mit  jener 
des  Ocnlara  machen  muss. 

2.  Der  kleine  ebene  Spiegel  stehe  nicht  normal,   sondern  schief 
znm  Hanptstrahl. 

Dreht  man  den  kleinen  Spiegel  mit  seinem  dem  Hanptstrahle  nieb- 
aten Theile  nach  vorn ,  ao  kann  man  alleidinga  eine  weitere  Verkfimog 
des  Femrohrs  erzielen,  allein  sie  zieht  sowohl  eine  VergrSssemng  der 
Seitenverschiebnng  s,  demnach  anch  der  Aberration  nach  sich,  ala  aneb 
eine  VerhreiternDg  (ein  Dickerwerden)  des  Instrnments.  Daa  reelle  Bild 
entfernt  sich  vom  Hanptatrabl  nnd  der  Winkel  91  zwischen  Sucher  und 
Ocnlaraxe  wird  grösser.  Daher  erscheint  eine  solche  Drehnng  nicht  em- 
pfehle nswertb. 

Wird  der  kleine  ebene  Spiegel  nm  einen  Winkel  S  ans  der  Normsl- 
stellnng  gedreht,  so  indert  sich  der  für  diese  Stellang  oben  berechnete 
Winkel  qo  sehr  nahezu  nm  iS.  Dnrch  eine  Drehnng  des  dem  Haapt- 
Btrahle  nScheten  Tbeilea  des  ebenen  Spiegels  nach  hinten  oder  gegen  den 
Hohlspiegel  hin  wird  also  tp  vermiDdert,  kann  Nall  oder  gar  negatiT 
werden.  Doch  sind  nicht  alle  Werthe  von  8  anwandbar;  ausgeschlossen 
sind  jene,  für  welche  daa  zweimal  gespiegelte  Licht  nicht  mehr  am  Hohl- 
apiegel vorübergeht,  sondern  auf  dieaen  fILlIt. 

Bei  hinreichend  grosser  Seitenstellnng  s  des  Hohlspiegels  kani)  die 
Neignng  ^  xnm  Verechwiaden  gebracht  werden.  Allein  da  <p  mit  der 
Gegenstandsweite  sich  ändert,  so  mfiaete,  nm  den  Paralleliamna  von  Ocn- 
laraxe und  Sacheraxe  zn  erzielen,  fBr  jede  verachiedene  Gegenstands- 
weite die  Neignng  i  des  kleinen  Spiegels  abgeändert  werden.  Die  nega- 
tiven Werthe  von  <p  entsprechen  Drehungen  des  kleinen  Spi^els,  welche 
die  zweimal  gespiegelten  Strahlen  durch  die  Kngelfläche  des  Hohlspie- 
gels in  weiterem  Abstände  von  dem  Hauptstrabl  lenken,  als  der  ent- 
legenste nfitzliche  Theil  des  Hohlspiegels  von  diesem  entfernt  ist.    Die 
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negativen  Werthe  voii  9  sind  abo  «bsolnt  stets  grösser,  als  bei  Normal- 
Btellnng  des  kleinen  Spiegels.  Deshalb  ist  kein  Vortheil  einer  so  weit- 
gehenden Drefanng  dieses  ersichtlich. 

II.    Der  zweite  (kleine)  Spiegel  sei  sphärisch  conrex. 

Der  Convergenzpankt  der  Tom  Hohlspiegel  kommenden  Strahlen 
liegt  dann  nicht  mehr  ebenso  weit  vor  dem  Convezspiegel  {y)^  als  das 
dnrch  zweimalige  Spiegelung  entstandene  reelle  Bild  hinter  ihm  (ß),  und 
die  zwei  Abstände  sind  dnrch  die  katoptiiache  Hanptgleichang 

r     ß        t 

bestimmt,  in  welcher  p  der  Krtlmmungshalbmesser  des  ConvexspiegelB  ist. 
Die  Entfernung  y  des  Gonvexap Segels  von  dem  Bildpankte  B  (Fig.  5) 
der  vom  Hohlspiegel  zmackgewoifenen  Strahlen  ist  abhängig  vom  Ab- 
stände X  des  Augenglases  vom  Hohlspiegel,  denn  es  mnss  sein 

(x  ist  positiv  vom  Hohlspiegel  nach  hinten  gezählt). 

Drückt  man  hierin  mit  Hilfe  der  katoptrischen  Hanptformel  ß  darcb 
j  ans,  so  gelangt  tnan  so  einer  quadratischen  Gleichung  fUr  y,  die  stets 
reelle  Wurzeln  bat,  von  denen  aber  nur  die  eine: 


fUr  die  Aufgabe  Bedeutung  bat,  da  dos  Pluszeichen  vor  der  Wurzel 
7!>-^  machen  würde,  die  Strahlen  nach  der  Spiegelang  am  Convexspie- 

gel  folglich  divergirten  und  kein  reelles  Bild  entstände. 

Ist  a:  negativ  (Ocnlarvor  dem  Hauptspiegel)  und  gleich  —  x,  so 
ist  die  Femrohrlänge  von  Spiegel  zu  Spiegel  zu  rechnen,  also  gleich 

(  =  (-,=  4(S  +  l  +  i-_,  +  )/(4_i_x-)> +7). 
Diese  Grösse  wird  aber  am  kleinsteiT  für  x'=  0,  denn  der  rationale  Theil 
nimmt  für  wachsende  j:'  mehr  zn ,  als  der  irrationale  abnimmt.     Vorkür- 
zung des  Femrohrs   wird    also    (wie  bei  ebenem  zweitem  Spiegel)  dnrch 
Anbringnng  des  Oculars  zwischen  den  Spiegeln  nicht  erzielt. 

Für  positives  x  (Ocnlar  hinter  dem  Hohlspiegel)  ist  die  Femrohr- 

d.  h.  ersichtlich  am  kleinsten  für  ir  =  0.  Es  ist  also  bei  Anwendung 
eines  convexen  zweiten  Spiegels,  wie  bei  Anwendung  eines  ebenen,  die 
Femrobrlänge  am  kleinsten,  wenn  das  Augenglas  im  Darcbscbnitt  des 
HftDptstrabls  mit  der  Kagelfläche  des  Hoblapiegels  steht. 

Nach  der  Zeichnung  des  Brachy- Teleskops  in  der  besprochenen 
Sebrift  liegt  das  Augenglas  hinter  dem  Hohlspiegel  (x  positiv)  und  zwar 
etwa  um  -^  des  Spiegelabstands;  die  von  Herrn  Fritsch  ausgeführten 
Instrumente  sind  also  nicht  so  kurz,  als  sie  sein  könnten.  i'-^ 
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Durch  Verwendung  eioes  cauTexen  zweiten  Spiegels  wird  du  FefB- 
rohr  stets  ISnger,  als  wenn  der  zweite  Spiegel  eben  laL     Denn  die  kfli- 

Beste  Länge  ist  im  letzten  Falle  

i(6  +  J)  und  im  ersten  Falle  1(0  +  1— j+j/(fr  —  i)»+  fO> 
die  zu  addirende  WurzelgTSsse  aber  giSaser,  alt  der  abzuziehende  Krflm- 
mungsbalbmesser  f. 

Gelingt,  wie  unmittelbar  leicht  eiozusehen,  durch  BentitBnng  Mses 
Conrexspiegels  nicht  eine  Verkarznng  des  Fernrohrs,  so  kann  jedoch, 
bei  richtiger  Wahl  des  Krümmungshalbmessers  q  und  der  Eutferoang  y, 
eine  sehr  merkliche  Verminderung  der  sphkrischen  Aberration  ersielt 
werden,  welche  bei  ebenem  Spiegel  und  selbst  bei  Herschel'sdieiB 
Vo rn schau  -  Fernrohr  (gleicher  Abmessungen)  unvermeidlich  ist.  BekanDt> 
lieb  liegt  der  reelle  Vereinignn{;spnnkt  der  au  einen  Hohlspiegel  reflee- 
tirten  Randstrahlen  näher  am  Spiegel,  als  jener  der  Ceutralstrahlen.  In 
einem  Cassegrain'Bchen  (oder  Jlholicheu)  Teleskop  conver^ren  folglich 
die  Randstrablen  näher  an  dem  Convexspiegel ,  als  die  Ceutralstrahlen. 
Aus  diesem  Grunde  würde  das  nach  der  zweiten  Reflexion  entstehende 
reelle  Bild,  das  von  den  Randstrablen  gebildet  wird,  näher  an  dem 
Convexapiegel  liegen,  als  das  der  CentralGtrahlen.  Da  aber  die  am  Rande 
des  Hohlspiegels  aufgefallenen  Strahlen  nach  der  Spiegelung  stirker  als 
die  Centralstrahlen  gegen  den  Hauptstrahl  geneigt  sind,  so  sind  sie  auch 
am  Convexspiegel  Eandstrablen.  Und  da  von  Strahlen ,  der«n  Conver- 
genzpnnkt  um  weniger  als  die  Hanptzerstrennngs weite  hinter  dem  Con- 
vexspiegel liegt,  die  Randstrahlen  sich  weiter  vom  Spiegel  entfernt  reell 
schneiden,  als  die  Ceutralstrahlen,  so  rflckt  aus  diesem  Grunde  das 
den  Randstrahlen  angefafirige  reelle  Bild  weiter  vom  Convexspiegel,  als 
das  der  Ceutralstrahlen.  Bs  wirken  also  die  zwei  tTraaehen  dar  Aber-, 
ration  am  Convexspiegel  im  Cassegrain'scben  (oder  ähnlichen)  Tele- 
Aop  einander  entgegen  und,  je  nachdem  die  eine  oder  die  andere  fibef- 
wiegt,  kann  das  Randstrablenbild  näher  oder  ferner  als  das  Central- 
strahlen bild  fallen. 

Ea  Usst  eich  Stellung  und  ErttmmnngehalbmeBser  des  Convexapic^dl 
so  berechnen,  dass  die  unter  dem  EinfallB winke!  t  am  Hohlspiegel  an- 
gelangten Strahlen  nach  der  zweiten  Reflexion  am  Convexspiegel  genan 
im  selben  Punkte  zusammentreffen,  wie  die  zweimal  gespiegelten  Ceutral- 
strahlen. Ffir  diesen  bestimmten  Einfallswinkel  t  besteht  dann  keine 
Aberration  mehr.  Ftlr  andere  Einfallswinkel  ist  sie  nicht  ganz  aufgabo- 
ben,  aber  sie  kann  zu  einem  Minimum  (das  dann  ganz  nnaefaädlich  &b 
die  Bildschärfe  ist)  berabgedrAckt  werden.  Die  Rechnungen  sind,  wie 
alle  äbnlichen,  sehr  mHbsam. 

Ist  eine  Verminderung  der  Aberration  des  Hohlspiegels  dorch  aweite 
Reflexion  am  Planspiegel  schon  nicht  mfiglich,  so  Tergrfiaaert  dia  Anwen- 
dung  eines   zweiten   Hohlspiegak   (wie    im  Gregory'sehen   T«t 
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garadera  die  Aberrstioni fehler.  Denn  die  beiden  Unnchen  der  AberMtion 
am  sweiten  Hohlepiegel  (Unteracbied  von  Rand-  nnd  Centralstrablen  nnd 
Han^l  der  HomoecintricitXl)  eneagen  Aberration  im  selben  Sinne,  die 
■nch  gleichen  Sinnes  ist,  wie  jene  dnrch  den  ersten  Hohlspiegel  berror- 
gebraebte.  üie  Geaammtaberration  ist  also  die  Snmme  von  drei  positiven 
Tbeilen,  wKbrend  bei  Verwendnng  eines  Convezspiegets  der  eine  Thei) 
n^;ativ  ist  nnd  die  algebraiscfae  Samme  daher  versehvinden  kann. 

Da,  wenn  die  sweite  Refleziou  an  kleinem  Hohlspiegel  stattfindet, 
die  FemrobrlKnge  viel  bedeutender  (nXmlich  stets  grosser  als  die  Summe 
der  awei  Hsnptbrenn weiten)  wird,  so  ist  für  Einriehtnng  von  Brachy- 
TeleAopen  die  Anwendung  eines  zweiten  Hohlspiegels  ausser  aller  Frag«. 

Bietet  nun  die  Beitenverschiebnng  der  swei  Spiegel,  welche  das 
Wesen  der  beschriebenen,  Brachy-Teleekope  genannten  FernrSfare  aus- 
macht, fiberbaupt  Vortbeile?  Ftlr  die  mechanische  Anordnung  gewiss 
nicht,  aber  auch  nicht  in  rein  opttseber  Hinsicht. 

Wird  statt  eines  kreisrunden  Hohlspiegels  (einer  Engelkappe)  vom 
nützlichen  Oeffnungsdurehmesser  a  mit  der  nothwendigen  Seitenverschie- 
bnng  >  ein  grosser  Hohlspiegel  vom  Oeffnnngshalbmesser  s  +  a  mit  einer 
centralen  Anshobrung  vom  Halbmesser  s  verwendet,  bo  sind  die  sphäri- 
aefaen  Aberrationen   ganz  dieselben,  aber  die  spiegelnden  FlHchen   ver- 

a*  * 

halten  sich  nahezu  wie  -j'o'+iaM  und  ebenso  (angenähert)  die  Hellig- 
keit des  entstehenden  Bildes. 

Sehr  wichtig  ist,  dasa  bei  dem  CaBsegrain'seben  (und  dem  Gre- 
gory'scben)  Teleskop  die  geometrische  Axe  des  Fernrohres  nach  dem 
angeaiehen  Lichtpunkte  gerichtet  ist,  also  ein  Sucher  entbehrlich  ist  oder, 
wenn  er  (wegen  an  kleinem  Oesicbtsfeld  des  Reäectore)  angewendet  wird, 
in  unverKnderter  Stellung  sur  geometrischen  Axe  des  Teleskops  (die- 
ser parallel)  hei  jeder  Gegenst  and  swei  te ,  bei  jedem  Ocular,  (ür  jeden 
Bflobacfaler  bleibt,  wfihrend  bei  dem  Bracby-Teleskop  der  Sncber  nicht 
wohl  entbehrt  werden  kann  und  mit  Aendemng  der  Gegen  stau  dewehe 
oder  des  Ocalars  oder  des  Beobachters  seine  Stellung  Kndem  mnss. 

Allerdings  wird  das  Gewicht  des  dnrchbohrten  Spiegels  nngeflibr  im 
selben  Verblttniss,  wie  seine  Fl&che  jene  des  Spiegels  des  Biachy'Tele- 
akeps  ahertreffen.  Allein  das  dürfte  nicht  bedenklich  sein.  Einmal  ge- 
wlbrt  sehon  die  centrisehe  Anbringung  des  Hohlspiegels  Bequemlichkeit 
nnd  Vortheil  fBr  df«  mechanische  Einrichtung,  dann  aber  kann  das  Ge- 
wtebt  des  Spiegels  selbst  bei  sehr  grosser  Fi&che  desselben  recht  klein 
werden.  Man  i>raucbt  nur  eine  aiemlich  dflnne  OlassrhUssel  annKbernd 
von  der  verlangten  Gestalt  des  Hohlspiegels  in  einer  Form  an  Jessen, 
die  Innenfliche  genau  anszuschleifen  und  in  bekannter  Weise  mit  glän- 
zender, Xusserst  d&nner  Silbetschicbte  an  überziehen.  Es  genügt  auch, 
den  Hohlspiegel   und   den   zweiten  (ob  eben  oder  convex)  je  nur  mit 
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einem  karaen  Cylinderstoteen  ans  Metall  zn  angeben  (wie  hei  dem 
Bracby-Teleakop) ,  die  beiden  Metalbtntzen  dnrcb  drei  bis  vier  nicht  xn 
schwere  Hetallstangen  zn  verbinden  nnd  den  Kegelmantel  mit  leichten 
Stoff,  Holz,  Leder,  Wachstuch,  Tnch  zn,  schliessen.  Das  Gewicht  dec 
Femiohra  kann  also  selbst  hä  grossen  Abmessangon  gering  gehalten 
werden. 

Bei  dem  von  Herrn  Fritsch  abgebildeten  Brach;  -  Teleskop  kann 
fremdes  Licht  zum  Hohlspiegel  gelangen.  Inwieweit  dieses  stört  (jeden- 
falls erhellt  es  bei  Beobacbtnng  am  Tage  oder  im  erleachteten  Räume 
das  Gesichtsfeld),  kann  nnr  die  Erfahrnng  lehren,  die  dem  Bericht- 
erstatter mangelt. 

Aus  Besohreibang  und  Abbildung  des  Brachy-Teleskops  in  der  be- 
sprochenen Schrift  geht  nicht  mit  Deatlichkeit  hervor,  wie  bei  dem  be- 
absichtigten Gebrancbe  fUr  verschiedene  Gegenstaadsweiten  die  erfoider- 
liche  Einstellnngsänderung  vorgenommen  wird.  Will  man  stets  die  kleinst- 
möglicbe  LSnge  beibehalten,  so  mnas,  wie  ans  obigen  Formeln  hervorgebt, 
der  kleine  Spiegel  verschoben  werden.  Es  mOBste  ein  sehr  verwickelter 
Mechanismus  sein,  der  eine  Abäodernng  des  Abstandes  beider  8pi«^ 
nnd  zugleich  die,  fUr  die  müglichste  Vollkommenheit  erforderliche,  der 
Seitenverschiebnngen  beider  Spiegel  gestattete,  —  wobei  dann  immer 
noch  die  nutzbare  FlSche  des  einen  oder  beider  Spiegel  nicht  constant 
bliebe.  —  Ffir  die  centrirten  Refiectoren  mit  durchbrochenem  Hauptspie- 
gel entfällt  diese  Schwierigkeit,  ihre  Einstellung  ist  Susserst  einfach. 

Nach  vorstehender  Untersuchung  übertrifft  ein  Cassegrain'scbes 
Teleskop  bester  Constniction*  in  mehrfacher  Hinsicht  das  Brachy-Tele- 
skop,  hinsichtlich  SobArfe  des  Bildes  und  Ktlrze  des  Rohres  auch  das 
H  e  r  B  ch  e  r  sehe  Vornschau  -  Fernrohr,  welches  jedoch  hiDsichtlich  der 
Helligkeit  den  Vorzug  hat,  wobei  zur  Vergleicbung  uatHrlich  gldche 
Brennweite  nnd  gleiche  Oeffnung  (nutzbare)  des  Hauptspiegels  voraus- 
gesetzt sind.  Wird  hauptsHchlich  geringste  Länge  angestrebt,  so  empfiehlt 
sich  eine  AbSuderang  des  Newton'schen  Teleskopa,  welche  den  ebenes 
Spiegel  nonnal  znm  Haupts trahl  (nicht  ib"  geneigt)  stellt  nnd  den  auch 
hei  Newton's  Einrichtung  doch  nutzlosen  Centraltheil  des  Hohlspiegels 
znr  Durchlassang  der  zweimal  gespiegelten  Strahlen,  wie  bei  Gregory's 
und  Cassegrain's  Instrument,  ausbohrt.  Hinsichtlich  der  Bildschfirfe 
wird  ein  solches  Fernrohr,  wenn  das  Verhältniss  der  SpiegelSffnung  zur 
Brennweite  genügend  klein  gewählt  wird,  dem  besten  Cassegrain'Echen 
nur  wenig  nachstehen.  Die  jetzige  H erste II nngs weise  der  Spiegel,  dfinne 
Silbeischicht  anf  geschliffener  Glasschale,  gestattet  aber  sehr  grosse 
Erammungshalbmesser  ohne  die  störende  starke  Belastung.  Boun 

•  Die  wenigen  (3)  CatBsgiain'schen  Teleskope,  die  ich  tu  prüfen  Gelegen- 
heit hatte,  haben  ein  ungüastiges  Verhältniss  der  zwei  ErSrnmungEhalbojesser. 
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Behandlung  dea  ProbIeD»  der  Bewegung  der  Knoten  auf  drei  Planeten* 
bahnen  durch  EinAhmng  eUiptiBober  Fonotionen  nnd  Sinleitang 
dM  allgemeinen  Froblenu.  Inangnr&ldiasertation  von  L,  HuBBNBit. 
Königsborg  1878,  Druck  Ton  Dalkowshi.     4°.    50  S. 

LKgrange  hat  in  seiner  Abhandlnag  „Sur  ie  mouvemenl  des  tioeuds 
des  orbiUs  planStairei"  (Memoires  de  Vacademie  royale  A  Berlin  atmee  1774, 
pag.  276  —  307)  das  angeseigte  Problem  behandelt.  Die  vorliegende 
Schrift  wird  demnach  nur  dnrcb  eine  Vergleicbung  mit  Lagrange's 
Arbeit  an  fflirdigen  sein. 

Wenn  man  in  demjenigen  Theile  der  Störangsfnnction ,  welcher  die 
eScnlaren  VerHnderangen  der  Neigung  und  des  Knotens  hervorbringt,  die 
Exceatrioitäten  als  sehr  klein  annimmt  nnd  scblieaalich  die  aweiten  Po- 
tensen  derselben  TemachlSeeigt,  so  wird  da«  Besnltat  nnabbSngig  von 
den  Knoten  sein  nnd  nnr  von  den  Neigungswinkeln  abhSngen,  welche 
die  Bahnen  der  störenden  Planeten  sowohl  mit  der  Bahn  des  gestörten 
Planeten,  ab  anch  nnter  einander  bilden.  Eh  IXsst  sich  aus  dieser  ein- 
fachen Bemerkong  sehr  leicht  der  Satz,  der  den  Ansgangspnnkt  der 
Lagrange'scben  Abhaodlnng  bildet,  ableiten,  dass  die  Darcbscbnitta- 
pnnkte  je  zweier  Bahnen  sich  auf  diesen  selbst  mit  constanter  Geschwin- 
digkeit nnd  swar  in  retrograder  Richtung  bewegen ,  sobald  man  nnr  die 
gegenseitigen  Neigungen  als  anver9nderlioh  annimmt.  Durch  dieses  Theo- 
rem ist  die  Berechnung  der.sScolaren  VerXndemngen  der  Neigungen  und 
Knoten  der  Planetenbahnen  auf  die  rein  analytische  Aufgabe  zurUch- 
geffihrt:  die  Untersuchung  der  Form-  und  LageuSndeiungen ,  welche  von 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  abfaXngen,  gewisser  spbü- 
riacher  Dreiecke. 

Ffir  den  Fall,  dass  nur  ein  stOrender  Planet  wirkt,  ist  die  Aufgabe 
▼oQ  Lagrange  vollstXndig  durchgeführt  worden;  die  Integration  gelingt 
ihm  in  h&chst  eleganter  Weise  durch  Sinus-  und  Cosinus -Functionen. 
Wirken  dagegen  zwei  störende  Planeten,  so  führt  die  Untersnchnng  der 
FormSndemng  des  obenerwähnten  sphärischen  Dreiecks  (in  diesem  Falle 
ist  nur  einea  zu  betrachten)  auf  elliptische  Functionen  und  eine  weitere 
Behandlung  des  Problems  war  bei  dem  damaligen  Znstande  der  Fnne- 
tionentheorie  nicht  möglich,  Da  nun  auch  die  Integration  der  Differen- 
tialgleichungen, welche  die  LagenXnderung  dea  sphärischen  Dreiecks 
'  definiren,  von  der  bereits  gefundenen  Lösung  des  ersten  Theiles  der 
Aufgabe  abhHogt,  so  mnsste  Lagrange  zu  der  vereinfachenden  Annahme 
seine  Zuflucht  nehmen,  dass  schon  die  zweiten  Potenzen  der  als  sehr 
klein  betrachteten  gegenseitigen  Neigungen  der  Planetenbahnen  zu  ver- 
nachlässigen seien.  Es  ist  bekannt,  wie  mit  Hilfe  dieser  Voraussets- 
nngen  dnrch  Lagrange  und  Laplace  die  Theorie  der  sSoularen  Ver- 
indemngen    von   Knoten    und   Neigung  von   einem   integrablen   System 
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linearer  Differentialgleichungen  abhXn^g  gemacht  worden  ist,  and  wie 
d«on  der  berühmt  gewordene  Nachweis  der  StabilitBt  des  Sonnen sjstemi 
in  Bezug  anf  die  Neigungen  gani  in  duselben  Weiae  gelungen  irt,  wie 
in  Bezug  anf  die  BzcentricitSten.  Dieee  Duterancbungen  aber  basirea 
auf  einem  nicht  hinlänglich  snverlltssigen  Fnndamp^t,  Denn  der  Bewmi, 
dasa  die  Neigungen  und  ExcentricitSten  stets  sehr  klein  bleiben,  daai 
also  ihre  höheren  Potenzen  schon  in  den  ursprün glichen  Differential- 
gleichnngen  vemachlXssigt  werden  könsän,  ist  erst  mit  HilFe  der  aolcher- 
gestalt  bereits  reteinrachten  AusdrOcke  geftthrt  worden.  Die  anf  dn 
solches  Verfahren  gegründeten  Schlüsse  bewegen  sich  deshalb  ohne  Zweifel 
in  einem  Kreise. 

Diese  Bemerkungen  werden  genügen,  um  tu  zeigen,  dass  in  der 
Theorie  der  säcularen  StSrungen  noch  mancherlei  Fragen ,  die  das  Wesen 
der  Sache  berühren,  der  Beantwortung  harren.  Im  Allgemeinen  bat  weh 
die  neuere  mathematische  Forschung  diesen  Fragen  eher  ah-  als  sd- 
gewandt,  vielleicht  aus  dem  Grunde,  weil  die  Hoffnung,  hier  neue  ele- 
gante Tbeoreme  su  finden,  nicht  allzagross  sein  dürfte.  Wir  begrOssea 
deshalb  die  vorliegende  Scbnh,  welche  einen  apeciellen  Theil  dieser 
Theorie  einer  eingebenden  Behandlung  unterzieht,  mit  Freude. 

Was  die  Art  und  Weiae  betrifft,  wie  das  Problem  in  dem  FaBe 
zweier  stfirender  Planeten  in  der  .vorliegenden  Schrift  in  An^ff  genon- 
men  wird,  so  ist  diese  kurz  folgende.  Beaeiebnet  man  mit  m,  ß,  j  die 
drei  Winkel  in  dem  von  den  drei  in  Frage  kommenden  PUnetenbaknen 
gebildeten  sphKriacben  Dreiecke,  und  mit  £,  q,  £  die  Winkel,  welche 
die  drei  genügend  verlängerten  Dreiecksseiten  mit  einem  beliebig  gewibl- 
ten  grÖBBten  Kreise  bilden,  so  hat  schon  Lagrange  Diffeientialgleicb- 
nngen  der  ersten  Ordnung,  wobei  die  Zeit  (  als  unabhängige  Variable 
auftritt,  zwischen  den  drei  GrfisBen  cma,  eosß  und  cotf  aufgestellt  und 

anf  gleiche  Weise  drei  Oleichnngen  zwischen  den  nenn  GrOssen   — — — > 

äcosrt    d  cost  „  .  ,  ^     .      .  .  „ 

— -r~t  ,    cosa,  cosp,  cosf,    coj|,    cost}  und   cotf  abgeleitet.     Der 

Verfasser  stellt  nun  von  Neuem  die  Lagraoge'schea  GWcbnngen  her, 
leitet  dann  verschiedene  andere  Systeme  simultaner  Differentialglttdi- 
nogen  her  und  ersetat  schliesslich  die  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung für  co^l,  cost}  und  roi £  durch  solche  von  der  zweiten  Ordnung.  Die 
mit  bedeutender  analytischer  Gewandtheit  dorchgeführten ,  nemlich  com-, 
plicirten  Rechoangen  sind  aber  nicht  immer  —  so  will  es  mir  wenigstens 
sofaeinen  —  anf  dem  kürzesten  Wege  erhalten.  Ee  mag  dabei  eine  Be- 
merkung gestattet  werden.  Zwischen  den  Grössen  a,  ß,  y  und  £,  tf,  t 
giebt  es  eine,  sich  aua  der  Figur  ergebende  Abhängigkeit,  welche  La- 
grange  (3.  297}  ableitet  und  die  der  Verfasser  anf  S.  (M)  in  folgender 
Form  binsobreibt:  ^ 


1       coi|     cotif     cosi\ 

coit)    coty       1        GOfo 
C0s£    cos p    cot»       1    [ 
Entans  ntin  IKsst  flieh  dieae  Determinsnte&relAtioQ  sofort  ana   der  Be- 
metkang  ableiten',  dus  die  Oleiohang 

j      1         coMjf      cotx  I 

eotsf  1  co>  m  SS  0 
I  cosx  eoam  1  | 
atattfinden  maas,  wenn  y—XBam  ist.  Femer  aber  dflrfte  docb  der  In- 
halt von  Hr.  Vlil  (B.  37),  dass  die  Gleichung  ^»0  ein  particnUrea 
Integral  der  simnltanen  I Differentialgleichungen  ftlf  ci»|,  cotr^,  coii  iat, 
BellMtTerBtJindlioh  sein;  denn  dieaer  Nachweis  iat  nichta  Anderea,  als  eine 
Verification  der  Seehnnngen,  welche  zu  der  Aufatellnng  der  Differen- 
tialgldchnDgeu  nnd  der  Ableitung  der  Relation  ^^0  anagembrt  wurden. 

Bei  der  Integration  der  Differentialgleichnngen  ffir  die  Winkel  a,  ^, 
y  kommt  Lagrange,  wie  bereite  erwühnt,  auf  ein  elliptiachea  Integral. 
Die  Behandlung  dieaea  Integrals  nnd  aeine  Umkehrung  bildet  den  gross- 
ten  nnd  jedenfalta  wichtigsten  Theil  der  vorliegenden  Schrift.  Mit  grosser 
Gewandtheit  wird  die  Rednction  des  auftretenden  Integrals  auf  die  Nor- 
malform  ausgeführt  nnd  die  drei  Grössen  oscr,  cosß  nnd  cosy  als  ellip- 
tische Functionen  der  Zeit  dargestellt.  lel  einmal  dieae  Daratelinng  ge- 
lungen, so  folgt  nun  sehr  einfach  der  Satz,  dasa  die  eos«,  roißimd  coty 
nur  kleinen  periodiechen  Aeoderungen  unterworfen  aind,  daaa  also  in 
der  That  die  Neigungen  der  Planetenbahnen  immer  klein  bleiben ,  wenn 
sie  ea  in  irgend  einem  beliebigen  Zeitpunkte  waren.  Dieser  Batz,  der 
{Hl  den  Fall  dreier  Planeten  bewieaen  wird,  ist  jedenfalls  das  interes- 
santeste Ergebniss  der  vorliegenden  Schrift  nnd  nach  dem  oben  Gesagten 
mflssen  wir  es  auch  als  ein  wichtiges  Ergebnisa  betrachten.  Die  Integra- 
tion der  Differentialgleichungen,  welche  die  Lage  des  ofterwKhnten  aphä- 
riachen  Dreiecks  auedrücken,  gelingt  dem  Verfaaaer  nicht  nnd  er  muss  hier 
lu  NKbemugametbaden  aeine  Znflacht  nehmen,  die  indeaa  manchea  Inter- 
essante darbieten.  Zum  Scblnsse  der  Abhandlung  wird  noch  der  allgemdne 
Fall  von  n  störenden  Planeten  erwähnt.  Indessen  begnttgt  sich  hier  der  Ver- 
fasser mit  einigen  kuraen  Andeutungen,  da  ihm  bia  jetat  nicht  gelungen 
ist,  beachtenswerthe  Resultate  in  diesem  jedenfalls  sehr  schwierigen  Pro- 
bleme zu  finden. 

Hit  diesen  wenigen  Zeilen  muss  ich  mich  bescheiden.  Jedenfalls 
irird  der  Inhalt  der  Schrift  den  Mathematiker  und  Astronomen  interes- 
■iren,  auch  was  die  Nebe nresnl täte  betrifft,  welche  der  Verfasser  gefun- 
den hat  Der  Wunsch  aber,  dass  auch  der  Text  der  Arbeit  in  einer 
etwas  abgerundeteren  Gestalt  gegeben  worden  wtre,  als  dieaea  geachehen 
iat,  aoU  nicht  weradiwiegsn  wnden.  q   Siiliobb 
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Lehrlineh  der  Physik  fta  bfthei«  L«iiraii>taltoiL  Von  Dr.  H.  Lobsbko, 
Oberlehrer  am  kiüserl.  L^ceum  zn  StruBbnrg.  Leipzig,  B.  6. 
Tenbner. 

Der  Herr  yerfasser  bietet  odb  in  diesem  Werke  ein  neues  Lehrbncii 
der  Physik,  bei  dessen  Abfassung  nnsweifetfasft  richtige,  von  anderen 
SchTiftatellern  leider  Dar  zn  oft  nicht  genflgend  berücksichtigte  Piindpi«a 
zDr  Geltung  gelangt  sind.  Mit  Tullem  Rechte  und  im  woblthnenden 
Gegensätze  zn  den  meisten  Bttchern  dieser  Art  ist  hier  das  Hauptgewicht 
auf  streng  logische  Entwickelnug  nnd  mathematische  BeweisfUhinng  ge- 
legt und  dem  Experimente,  soweit  es  nur- tfannlich,  also  insbesondere  ia 
der  Mechanik  nur  die  Rolle  einer  nachträglichen  Verification  der  ab- 
geleiteten Gesetze  znertbült.  Gegenüber  so  manchen-  neueren  Bestre- 
bungen auf  dem  Unterricht^ebiete  kann  sich  der  Becensent  der  Uebei^ 
sengnng  des  Verfassers  nur  aus  ToUem  Herzen  anschüessen,  dass  gerade 
der  letztgenannte  „wichtigste  Tfaeil  der  Physik  seine  eigentliche  Beden- 
tung  fttr  den  Jagend  an  terricht  nni  darin  finden  kUnne,  angewandte  Logik, 
sowie  angewandte  Mathematik  nnd  damit  die  natargemUsse  Krönang  des 
mathematisohen  UnternchtagebSndes,  zugleich  neben  der  Hathema^  das  ein- 
zige der  Jugend  zugUngliche  Beispiel  einer  sich  mit  Tollkommener  Con- 
seqnens  anfbanenden  deducüven  WissenBchaft,  ja  von  Wissenschaft  über' 
banpt  EU  sein,  und  dass  ferner  die  in  der  logischen  Folgerichtigkeit 
liegende  Ueberzengungskraft  durch  keine  noch  so  sorgfältig  aasgewXhlte 
Seihe  einzelner  Erfahrnngstbatsachen  in  gleichem  Masse  gewShrt  werden 
könne". 

In  dem  Übrigen  Theite  der  Physik  ist  dem  Stande  unseres  Wissens 
nach  eine  durchaus  conseqnente  Einbaltnng  dieses  rein  dednctiven  Ganges 
nicht  zu  ermöglichen;  der  Recensent  glaubt,  dass  schon  aas  diesem  Um- 
stände die  volle  Berechtigung  der  Anscbannng  sich  ergiebt,  dass  unsere 
Gymnasien ,  welche  auf  das  akademische  Stadium  vorznbereiten  und  ihre 
hanptsitehlichsten  Bemühungen  auf  die  formale  Ausbildung  ihrer  Schüler 
zn  coQcentriren  haben,  sich  auf  den  einzig  ihr  dienlichen  nnd  mit  dem 
ährigen  Hauptunterrichtsstoffe  homogenen  Theile  der  Physik,  auf  die 
Mechanik  beschränken  sollten. 

Aber  auch  auf  diesen  Gebieten ,  in  denen  in  Ermangelung  logischer 
Anknttpfangspnnkte  die  Erschetnnngen  vorantreten  müssen,  hat  Lorberg 
sorgfltltig  den  Schein  zu  vermeiden  gesucht,  als  kOnne  die  Physik  ins 
Schulunterrichte  in  der  Form  einer  inductiven  Wissenschaft  behandelt 
werden.  Der  Unterzeichnete  muss  es  in  der  That  für  seltsam  erachten, 
dass  in  keineswegs  so  kleinen  Kreisen  immer  noch  die  Ansicht  ucb 
erbalten  kann,  daas  man  dem  Schüler,  obwohl  er  noch  mit  der  blossen 
Kenntn  issnahme  der  Apparate  selbst  zn  kSmpfen  hat,  obwohl  er  die  Be- 
dingungen, unter  denen  dieselben  die  besonders  gearteten  Erscheinungen 
berrorbringen ,   gar  nicht  zu  übersehen  und  überhaupt  von  der  Methode 
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der  FoiBohniig  keine  halbwegs  klare  VorBtellnDg  sich  za  bilden  vermag, 
doch  snmnth«n  kSnae,  die  Oeeetze  aas  den  Erscheinnngen  abinlesen  und 
BD,  wie  Lorberg  treffend  bemerkt,  ein  Stück  des  Entwickelnngsganges 
der  Physik  in  sich  da  Tch  zu  machen.  Die  Jngend  wird  sich  vennöge  ihrer 
Phantasie  hei  der  nothwendig  kurzen  Dauer  der  Demonstrationen  immer 
vorzQgsweis«  an  das  Nene,  an  das  Frappante  der  Eracheinnngen  halten 
nud  infolge  dessen  nur  za  leicht  dem  KebensScblicheii  mehr  Beachtung 
schenken,  als  den  abzusehenden  Gesetzen.  Die  Einfllhmng  in  die  For- 
schung, falls  sie  sich  nicht  in  eine  recht  bedenkliche  Spielerei  verlieren 
soll,  setzt  schon  ein  gewisses  Beherrschen  der  Physik  voraus  und  kann 
mit  entsprechendem  Erfolge  nur  nnter  dieser  Voraussetzung,  unter  den 
Bedingungen  einer  vorangegangenen  guten  formalen  Schulung  und  unter 
der  stetigen  persönlichen  Einwirkung  des  Lehrers,  d.  h.  in  unseren  aka- 
demischen Seminarien  geschehen. 

Meinen  Beifall  hat  der  Verfasser  dftrin  gefunden,  dass  er  den  vollen 
Conseqaen&en  seiner  leitenden  Principien  nicht  ans  dem  Wege  gegangen 
ist.  Nur  zu  loben  nämlich  ist  es,  dass  er  einige  weniger  wichtige  Oegen- 
Btände  der  Physik,  wie  die  HotationserscheinuDgen ,  die  Theorie  des  in- 
neren Oleichgewichte  der  Körper  und  andere  Capitel,  weil  sie  sich  auf 
elementarem  mathematischem  Wege  nicht  zum  genügenden  VerstHndnisse 
bringen  lassen,  aus  seinem  Bache  flberhanpt  ausgeschlossen  hat;  sicher 
ist  die  Btillscbweigende  Uebergebung  dieser  Partien  weit  jener  nngrftnd- 
licben  und  unklaren  Behandlung  derselben  vorzuziehen ,  die  nur  ein  un- 
gefähres und  vom  strengen  Denken  ablenkendes  Wissen  za  erzielen 
vermag. 

Abgesehen  von  Kleinigkeiten,  die  nicht  besonders  ins  Gewicht  fal- 
len, verdient  ebenso,  wie  der  Plan,  auch  die  AuBfUhmng  dieses  Werkes 
lobend  erwähnt  zn  werden.  In  knapper  und  doch  klarer  Fassung  fflhrt 
der  Verfasser  die  verschiedenen  Disciplinen  der  Physik  vor,  schrSukt  den 
ErfahmngBstoff,  dessen  Massenhaftigkeit  in  vielen  derartigen  Lehrhflchem 
die  Oebersichtlichkeit  und  damit  des  klare  VerstSndniss  wesentlich  schä- 
digt, anf  das  Nothwendige  ein,  sacht  dagegen  in  Anmerkungen  durch 
Beispiele,  Aufgaben  and  Anwendungen  die  vorausgehenden  allgemeinen 
Gesetze  zu  illnstriren,  das  VerstSudniss  des  Folgenden  vorzubereiten  und 
flo-voht  zum  Denken  anzuregen ,  als  auch  das  Interesse  zu  erwecken  und 
sa  unterhalten.  Indem  der  Recensent  die  Anstrengungen  des  Verfassers, 
die  schwierigeren  Capitel  der  Phyaik  dem  Verständnisse  der  Leser  seines 
Baches  näher  zu  bringen,  im  Allgemeinen  lobend  anerkennt,  möchte  er 
ihn  doch  ermuthigen,  dieselben  bei  einer  neuen  Auflage  in  einzelnen 
Theileu,  insbesondere  in  dem  Abschnitte  tlher  die  Doppelbrechnog,  der 
Schtttern  höherer  Lehranstalten  doch  nicht  unbeträchtliche  Schwierigkeiten 
bereiten  dürfte,  unermUdet  fortzusetzen,  selbst  auf  die  Gefahr  bin,  dass 
sieb  sein  Bach  am  einige  Blätter  vermehrte.  "^ 

mA4H.  Abtblg.  4.  ZtltUbt.  t  Matli.  n.  Ptaj».  XXIV,  1.  6 
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Vermöge  eeines  mäasigen  und  doch  du  Wesentliche  In  sich  «cblies- 
senden  Umfanges,  Termbge  Beioer  strengen  Begrttndnng  nnd  grossei 
Klarheit  dUrfte  das  vorliegende  Bnch  nicht  blas  S«hfilein  höherer  Lehr- 
anstalten  zn  empfehlen  sein,  sondern  anch  den  Stadirenden  nnserer  Dni- 
versitfiten ,  welche  einen  guten  mathematischen  Schulsack  anf  die  Hoeh- 
sohnle  mitbringen  nnd,  ohne  die  Physik  als  Specialfach  zn  «Shien,  doch 
einen  'gründlichen  Einblick  in  die  HsnptergebnisBe  derselben  wünachen 
oder  bedQrfen,  also  vor  Allem  den  Stadiienden  der  Medicin  die  be«t«n 
Dienste  leisten. 

Uttnchen,  Dr.  Fsirdbicb  Harr. 


Physik   in  Bildern.     Bearbeitet  von  £.  Teller,  Lehrer  in  Nsumbarg 
a.  d.  Saale.     Leipzig,  0.  Spamer. 

Die  gttnstige  Benrtheilong,  welche  Tellei's  „Wegweiser  durch  die 
drei  Reiche  der  Natur"  in  verschiedenen  Zeitschriften  zn  Theil  wurde, 
veranlasste  denselben,  in  dem  oben  angeaeigten  Buche  snob  den  physi- 
kalischen Theil  der  Naturkunde  nach  einem  Ihnlichen  Plane  sn  bearbei- 
ten. Dasselbe  behandelt  die  physikalischen  und  meteorologischen  und 
zugleich  auch  eine  Anzahl  der  wichtigsten  chemischen  Erscheinungen  in 
„Bildern",  d.  h.  in  Zusammenstellungen,  wie  sie  uns  im  tllglichen  Leben 
in  abgeschlossenen  Kreisen  entgegentreten.  Ein  jeder  dieser  Abschnitte 
zerfällt  in  ein  einleitendes  „Gesammtbild"  und  in  die  „Einzelheiten  des 
Bildes";  während  das  erstere  eine  belehrende  nnd  zugleich  unterhal- 
tende Uebersicht  Aber  die  Einzelheiten  des  Bildes  geben  und  die  Ge- 
schichte und  Entwickelnng  der  wichtigsten  derselben  in  Kürze  darlegen 
soll,  enthalten  die  letzteren  die  Erklärung  der  einzelnen  Erscheinungen, 
die  in  dem  ersteren  unter  dem  angegebenen  Gesichtspunkte  an  einer 
Gruppe  zusammengefasst  sind.  Hierbei  schickt  der  Verfasser  Nufache 
Versuche  und  deren  Erlftuternng  voraus  und  wendet  sich  dann  in  um- 
fang^chei  Weise  zn  den  Erscheinungen  in  der  Natur  und  im  Uenschen- 
leben,  um  an  ihnen  das  bezügliche  Gesetz  nachzuweisen. 

Wenn  sich  nun  der  Recensent  in  die  Lage  de«  durchschnittlichen 
Lesers  eines  solchen  Bnches,  der  gewöhnlich  in  seinen  Musestunden 
nach  beendigter  Berufsarbeit  nach  demselben  greifen  wird,  versetzt  nnd 
dessen  Wünsche  nnd  Bedürfnisse  prüft,  so  will  es  ihm  bedfinken,  dasa 
die  Darstellungs weise  Teller's  vor  der  sonst  üblichen  den  Vorzng  hat, 
dasB  sie  einerseits  eine  fesselndere  nnd  anregendere  Form  des  Vortrages 
ermöglicht,  andererseits  die  speciell  physikalischen  Apparate  mehr  in  den 
Hinte^ruud  treten  und  dadurch  einen  grösseren  Raum  für  die  nfibere 
ErkUiuog  der  Erscheinungen,  wie  sie  uns  in  der  Natur,  im  Leben  ent- 
gegentreten und  den  Laien  banptsfichlich  iuteressiren ,  gewinnen  Ifisstj  in 
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dieser  letzteren  BeziehMng  dürfte  das  vorliegende  Bnch  wohl  von  keinem 
andern  an  Reichhaltigkeit  übertroffen  werden.  Diese  beiden  EigentbUm- 
licfakeiten  dieser  Fbysik  im  Verein  mit  ihrer  elementaren  Fassung  wer- 
den derselben  viele  Freunde  ans  dem  grossen  Pnbliknm  anführen. 

Was  nun  die  Ansfflbrnng  dieses  Bnchee  im  Einzelnen  angebt,  so 
entspricht  dieselbe  im  Grossen  nnd  Gänsen  den  Anforderungen,  die  man 
an  eine  Physik,  die  der  Mathematik  grundsätzlich  aus  dem  Wege  geht, 
stellen  kann;  von  einzelnen  Partien  dagegen  ist  der  Reoensent  weniger 
befriedigt  worden. 

Schwer  zu  rechtfertigen  ist  es  wohl,  daes  die  Lehre  von  der  Zusam- 
mensetzung und  Zerlegung  der  Kräfte  erst  im  dritten  Bilde  znr  Sprache 
kommt  und  so  in  den  beiden  ersten  Bildern  znm  Schaden  derselben  keine 
Anwendung  finden  konnte;  ebenso  dSrfte  auch  die  Betrachtung  der  Pen- 
delbewegnng  vor  den  Gesetzen  des  freien  Falles  und  yor  der  Lehre  vom 
Schwerpunkte  nicht  sar  Nachahmung  empfohlen  werden  können. 

Eine  gründlichere  Behandlnng  bKtte  das  Capitel  über  die  Theorie 
der  Elektricität  nnd  des  Magnetismus  yerdient;  anch  die  Klarstellung  des 
Begriffes  der  stehenden  Schwingungen  und  ihrer  Entstehung  läset  Man- 
ches za  wünschen  Übrig.  Bedenklich  geradezu  ist  die  Behandlung  des 
TiBgheitsgesetzes ,  die  zu  dem  MiGsverständniBse,  dass  das  Beharrnngs- 
vermSgen  der  Körper,  wenn  sie  aus  dem  Zustande  der  Ruhe  in  den  Zu- 
stand der  Bewegung  versetzt  werden  sollen,  als  ein  Widerstand  gegen 
die  bewegende  Kraft  aufzufassen  sei,  mit  Notbwendigkeit  führen  muss. 
Nicht  weniger  bedenklich  sind  die  Anfkl&rnngen,  die  der  Verfasser  Über 
das  Wesen  der  constanten  Ketten  giebt. 

München.  Dr.  Friedrich  Nabr. 


Ergabniiie  physikalisoher  Forsohnns,  bearbeitet  von  Dr.  C.  Bohn,  Pro- 
fessor der  Physik  an  der  Forstlehranstalt  in  Aschaffenbnrg. 

In  dem  letzten  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  (bist.-lit.  Abthlg.  8.  98) 
ist  die  erste  Lieferung  dieses  Werkes  angezeigt  worden.  Jetzt  sind  die 
zweite  und  dritte  Lieferung  rasch  nach  einander  erschienen.  Es  ist  nun 
ein  stattlicher  Band  von  mehr  als  tansend  Seiten ;  schon  darans  lässt  sieb 
snf  die  Reichhaltigkeit  nnd  tbeilweise  Ausführlichkeit  schliessen,  da  ja 
nnr  Ergebnisse  ohne  Ableitungen  nnd  Beschreibung  von  Apparaten  ge- 
geben werden  sollen. 

Es  wird  in  den  neuen  Lieferungen  die  Wärmelehre  vollendet,  dann 
die  Strahlung  (Licht  und  strahlende  WSrrae)  nnd  endlich  Magnetismus 
nnd  Elektricität  abgehandelt.  Der  Plan,  wie  er  in  der  ersten  Lieferung 
aaszufUhren  begonnen  wurde,  wird  consequent  durchgeführt:  klare  und 
scharfe  Definitionen,  knapper  Anadruck,  vollstSudige  AnfUhrnng  der  be- 
kannten Thatsaohen.  '^ 
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In  der  Lehie  vom  Licht  ist  die  ZurUckwerfuDg  and  Brechnng  be- 
sonders eingehend  mit  Hilfe  der  verschiedensten  niastrsüoaen  behandelt: 
es  scheint  ans  darin  ein  grosser  Vorsng  des  Baches  an  liegen.  Erfreu- 
lich ist  insbesondere  die  AufTührnng  der  Cardinal  punkte  von  Ganss  and 
die  Daratellnug  ihrer  Lage  bei  verschiedenen  Linsensorten.  Die  bo  ein- 
fache Theorie  dieser  Fnnkte  wird  hoffentlich  dadurch  mehr  Verbreitnog 
finden.  Aach  die  Bevegnng  des  Lichtes  in  nicht  isotropen  Mitteln  ist 
viel  vollständiger  als  gew&hnlich  hehandelt. 

Bei  der  ElektriciUt  ist  die  Zasammenstellnng  der  Resultate  Aber 
Vertheilung  der  ElektricitMt,  namentlich  die  bildliche  Darstellung,  dann 
die  Anfflihrniig  der  verschiedenen  Elektroskope  und  Elektrometer  und 
der  lufinensmaschinen  zn  bemerken.  In  einem  letzten  Abschnitte  sind 
die  Hasseinheiten  physikalischer,  besonders  galvanischer  Grössen  in  ihrer 
gegenseitigen  Beziehung  zusammengestellt. 

lu  einem  Anhang  wird  noch  die  kinetische  Theorie  der  Wärme  und 
die  neueste  Specnlation  Hber  Abstand  und  GrSese  der  kleinsten  Gasth^e 
gegeben. 

Den  SchlnsB  des  Werkes  bildet  ein  Register  auf  22  Seiten,  jede  mit 
drei  Columnen ,  im  Ganzen  mit  mehr  als  3000  Zahlenangaben  nicht  blos 
der  Paragraphen  -,  sondern  auch  der  Seitenzahlen.  Es  hat  diese  doppelte 
Angabe  den  grossen  Vortheil,  dass  ein  Druckfehler  der  einen  Zahl  durch 
die  andere  corrigirt  wird.  UebrigenB  ist  es  uns  hei  vielf&lügem  Nach- 
schlagen des  Registers  nicht  gelangen,  einen  Druckfehler  in  den  Zahlen 
zn  finden. 

Jetzt ,  nachdem  das  Werk  als  Ganzes  vorliegt,  kann  das  Urtheü  nur 
dahin  gefasst  werden ,  dass  es  als  Nachflchlagebach  jedem  Physiker  grosse 
Dienste  leisten  wird  nnd  dass  wir  es  mit  einem  sehr  verdienstlichen  Un- 
ternehmen   zu    thun   haben,    dessen  Benützung  nicht  genug  empfohlen 


werden  kann. 


Zbch, 


Orondiage  der  Elektmit&tslshre.  Zehn  Vorlesungen  von  D.  W.  v.  Bektl 
Stuttgart,  Heyer  &  Zeller's  Verlag.     1878. 

Auf  einem  Raum  von  109  Seiten  gr.  8°.  enthält  das  Schriftchen  in 
zwei  Vorträgen,  die  21  Seiten  in  Anspruch  nehmen,  die  Lehre  von  der 
Reibungselektricität  und  in  den  acht  folgenden  Vorträgen  die  Lehre  vom 
Galvanismns. 

Hinsichtlich  des  Zweckes  nnd  der  Stoffvertbeiinng  kfinnen  wir  das 
Werkeben  nicht  besser  charakterisiren ,  als  wenn  wir  die  Worte  des 
„VorworU"  wiederholen:  „Die  Aufgabe,  welche  ich  mir  gestellt  hatte, 
war  durchaus  nicht,  die  Lehre  von  der  ElektricitÄt  erschöpfend  voisu- 
tragen,  ebenso  wenig  die,  eine  Reihe  von  Vorschriften  zn  geben,  wie 
man    mit    elektrischen   Apparaten    umzugehen    habe,    sondern   die,    das 
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Wichtigste  ans  der  Elektricitätslehie  in  seinem  natürlichen  Zaaamnlen- 
bange  darzustellen  und  alles  Gegebene  dnrofaane  ans  den  vorgeseigten 
Experimenten  heizaleiten.''  „A.nt  die  ins  Einzelne  gebende  Beschreibung 
von  Uessapparaten  habe  ich  wenig  Zeit  nnd  Ranm  verwendet;  ich  b&be 
dieselben  immer  durch  sohematisohe  Apparate  ersetzt."  „Se  ist  denn  ein 
in  engen.  Rahmen  zusammengedrängter  Abriss  der  Elektricitätslebre  ent- 
standen, der  vielleicht  auch  manchem  andern  Leser  willkommen  sein 
wild,  znmal  da  viele  Versache  von  der  üblichen  Form  abweichen." 

Hit  Freuden  bekennen  wir,  daas  der  Verfasser  seinen  Zweck  durch 
das  Werkohen  vollstfindig  erreicht  hat.  Waren  auch  die  zehn  Vorträge 
hauptsSchlich  für  das  medicidische  Publikum  des  Verfassers  berechnet 
nnd  konnten  demgemäss  einzelne  Hinweise  anf  gerade  mediciniach  wich- 
tige Dinge  nicht  umgangen  werden ,  so  erscheint  doch  auch  andererseits 
dieser  medicinische  Zweck  sehr  untergeordnet,  indem  nur  da  and  dort 
aas  den  physikalischen  Gesetzen  das  für  den  Arzt  speciell  Wichtige  knrs  . 
als  Folgerung  hingestellt  ist. 

Eine  leichte,  lebendige  nnd  anschanliche  Darstellung  vereinigt  sich 
mit  der  Fertigkeit,  Apparate  und  Versuche  sehr  gut  ihrem  Zwecke  an- 
zapassen,  am  dem  Anf&nger  das  erste  Stndinm  der  Elektricitätslehre 
leicht  nnd  angenehm  zu  machen  nnd  um  namentlich  auch  denjenigen, 
die  die  vox  viva  des  Verfassers  gehört  haben,  als  erfreuliches  Repetito- 
rinm  zu  dienen.  Diejenigen  aber,  welche  in  dem  Studium  der  Elektri- 
citfitslehre  bereits  weiter  vorgedrungen  sind,  werden  in  der  originellen 
nnd  anschaulicheu  Einrichtnng  der  beschriebenen  Vorleenngsapparate  nnd 
Versuche  eine  erwUnachtB  Anregung  za  eigenen  Constructioueu  und  Un- 
ter^cbnugeu  erhalteu.  Es  giebt  wenig  Compendien,  die  wir  mit  glei- 
chem Genuas  gelesen  haben,  und  es  würde  uns  freuen,  wenn  der  Ver- 
fasser auch  die  anderen  Disciplinen  der  Physik  in  gleich  vorzüglicher 
Weise  dem  Publiknm  zugänglich  machen  wollte. 

Freiberg,  den  24.  Juli  1878.  Tb.  KSttebitzsoh. 


Bericht  über   den    hiatoriMhen  Theil   der  intematioiialea  Aamtellon; 
wissenicbaftliober  Apparate    in  London  im  Jahre  1876.     Von 
Dr.  E.  Gerland   in  Eoasel.     Mit  61    in  den  Text  Angedruckten 
Holzsticben.      Brannschweig,    Druck    nnd    Verlag    von    Friedrich 
Vieweg  nnd  Sohn.     187S.     119  S. 
Ans   dem  Generalberichte  über  die  wissenschaftlichen  Apparate  der 
Londoner  Ausstellung,  welchen  die  betheiligten  prenssisehen  Ministerien 
auBarfaeiten  liessen,  ist  vorliegende  kleine  Schrift  als  Separatabdruck  ver- 
öffentlicht   worden.      Dieselbe   hat    es   ansscbliesslich   mit   der  berühmten 
Sammlung  geBchicbtlicb  merkwürdiger  Apparate  ans  dem  Oesanimtgebiete^ 


HiBtOTUch-literftrifl^a  Abtheiloog. 

der  exacten  Wissenscbatten  xu  thnn,  welche  im  Kenaington-Hoose  ver- 
eioigt  war.  Special berichterstatter  fUr  diese  Abtbeilang  war  der  anf  dem 
Boden  der  gescbichtlicb - phygikalJacbea  ForacLaog  woblbekaDute  Dr.  Gar- 
land,  von  dem  sich  gleicb  anfangs  mehr  als  ein  trockner  Katalog  ita 
aasgestellten  GegeoGtände,  von  dem  sich  vielmehr  eine  die  hietoriscbe 
Entwickelnng  der  betreffenden  Fächer  an  der  Hand  dei  Erfabmng  scbil- 
demde  Gesammtskizze  erwarten  lieae.  Diese  Erwartnng  hat  denn  ancb 
in  der  That  nicht  getrogen,  vielmehr  mnss  die  Brochare  Gerland's  als 
ein  sehr  verdienstlicher  Beitrag  zar  Gescbicble  der  Physik  und  an- 
gewandten Hatbematik  bezeichnet  werden,  da  der  VeTfaseer  sich  nicht 
lediglich  anf  die  Beschreibung  der  einzelnen  wirklich  ansgestelltea  In- 
strnmente  beschränkt,  soudera  jene  blos  als  das  Gerippe  seiner  Oarstel- 
Inng  betrachtet  bat,  welches  er  dann  nachträglich  darcb  Beiziehnng  frem- 
der und  eigener  Untersnchangen  derart  aberkleidete,  dass  wir  von  der 
allmitligen  Ausbildung  einer  Anzahl  wichtiger  Beobacbtangs  -  nnd  Hea* 
snngsmetboden  ein  recht  klares  nnd  übersichtliches  Bild  gewinnen. 

Den  Eingang  bildet  die  Geschichte  der  Maasse  und  Gewichte,  za 
welcher  mehrere  sehr  interessante  englische  Originalurknnden  mitgetheilt 
werden ;  ans  denselben  gebt  die  bis  fast  in  die  neueste  Zeit  herein 
herrschende  Unsicherheit  in  volnmenometriscben  PrKcisionsbestimmnngen, 
unter  der  besonders  im  Mittelalter  alle  btirgetlichen  Verhältnisse  so  unglaub- 
lich litten,  recht  deutlich  hervor.  Ob  es  gerade  notbwendlg  war,  die  unqna- 
lificirbaren  Ttänmereien  Jener,  welche  das  altägyptische  Masssystem  mit  den 
Dimensifluen  des  Erdkörpers  in  Beziehaug  setzen,  in  einen  den  Umstünden 
gemäss  so  gedrängten  Bericht,  wie  den  vorliegenden,  aufzunehmen,  dar- 
über wird  sieb  streiten  lassen.  Den  Maassen  schliessen  sich  natnrgemites 
die  Messvorrichtnngen  an;  anter  den  Kathetometern  ist  das  Gray'scbe 
Modell  von  169S,  dessen  Beobachtungs Werkzeug  nicht,  wie  heutaatage 
üblich,  ein  Fernrohr,  sondern  vielmehr  ein  Mikroskop  war,  sowie  das 
durch  seine  Inhaber  Dulong  und  Petit  zu  einer  gewissen  Berflhmthdt 
gelangte  Instrument  hervorzuheben.  Von  Seite  der  üniversitSt  Leyden 
war  eine  Garnitur  s'Gravesan  de-Muascbenbroek'scher  Demonstra- 
tionsapparate für  die  Lehren  der  elementaren  Statik  und  Dynamik  aus- 
gestellt. Aucb  unter  den  ausgestellten  Uhren  befanden  sieb  merkwttrdige 
Stacke,  so  insbesondere  Wollaston's  Metronom,  GsUlei's  Pendulen- 
modell,  über  welches  wir  uns  einige  Worte  noch  fttr  später  vorbehalten, 
nnd  vor  Allem  eine  aus  dem  Jahre  1348  stammende  Gewichtsnhr,  welche 
nach  dem  bekannten  Principe  Heinrich's  von  Wyk  eingerichtet  ist 
nnd  heute  noch  ihren  Dienst  thnt.  Ein  Zeitmesser  von  ganz  fibnlichem 
Mechanismus,  als  dessen  cbarakteristischer  Bestandtheil  der  hoiizontale 
Balancier  gelten  kann ,  befand  sieb  noch  im  ersten  Viertel  dieses  Jahr- 
hunderts auf  einem  der  Uhrtbürme  von  Nürnberg.  Unter  den  Waagea 
der  Ansstellnng  ragte  besonders  ein  Exemplar  der  altrömiscbeu  Schnell- 
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waags  mit  Laafgewicht  heiror,'  welches  lu  England  aafgefnnden  und 
höcbat  elegant  gearbeitet  war.  An  die  Waagen  reiht  der  Verfasser  an 
die  Drehwaageo,  welche  durch  einige  Fragmente  des  bekannten,  ron 
Baily  Enr  Bestimmnng  der  Erddichte  angewandten  Apparates  repräsen- 
tirt  waren,  und  die  Senkwaagen,  fllr  deren  Geschichte  sich  in  London 
reichhaltiges  Material  vorfand.  Was  jedoch  historische  Einselhetten  an- 
IflBgt,  so  scheint  dem  Verfasser  die  grundlegende  Uonographie  von 
Thnrot  (1869  als  Separatabdrack  ans  der  „Aesue  arcbdolagique"  eracbie- 
nen)  entgangen  sn  sein,  welche  er  denn  auch  unter  den  sehr  gewissenbaft 
namhaft  gemachten  Quellenschriften  oicbt  mit  aufführt.  Dort  würde  er  ge- 
fnndeu  haben,  dass  das  erste  ArXometer  in  dem  angeblich  anfPriscia- 
UQS  suTfickznfBbrendeu  „Carmen  de  ponden'Aus"  beschtieben  wird.  Wabr- 
acheinlich  mit  der  1603  in  Thölden'a  „Haligraphia"  zuerst  vetzeich- 
neten  Salzspindel  ist  das  in  Schwenter's  „Uatb.  n.  philos.  Erquick- 
standen"  gelegentlich  erwSbnte  Instrumentchen  identisch,  welches  der 
Autor  von  einem  berühmten  Eriegsob ersten  erbalten  haben  will.  Das 
Gewichts aräometer  ist  nach  Gerland  nicht  von  Monconys,  sondern 
TOD  Boberval  angegeben  worden,  doch  gelang  es  erst  Fahrenheit, 
demselben  aar  vollen  Brauchbarkeit  zu  verhelfen.  Von  bydranliscben 
Preasea  wies  die  Aosstellaug  namentlich  das  Bramah'sche  Original  auf, 
von  VoirichtUDgen  zur  Messung  der  Luftschwere  einen  sehr  ingeniSsen, 
von  Feiice  Fontana  verfertigten  Selbstreg^strator.  Es  folgt  die  ein- 
gehend behandelte  Luftpumpe,  Über  welche  wir  manches  Neue  erfahren. 
Da  der  Verfasser  die  Angabe  des  Jahres,  in  welchem  Otto  von  Gne- 
rieke  seineu  mehrfach  missglUckten  Fundamental  versneb  endlich  voll- 
kommen 2a  Stande  brachte,  vergeblich  gesucht  hat,  so-erlanben  wir  uns, 
ihn  auf  Hochheim's  „Otto  von  Gnericke  als  Physiker"  (Magdeburg 
1870)  hinzuweisen,  wo  (S.  4)  auf  Grund  des  allerdings  nur  spärlichen 
Qaellenmaterials  das  Jahr  1650  genannt  wird.  Von  neuen  Aufschlüssen 
des  Verfassers  beben  wir  den  hervor,  dass  nicht  Papiu,  wie  man  ge- 
wi^hnlich  anDahm,  sondern  Haygens  die  Luftpumpe  mit  dem  Teller  in 
Verbindung  setzte.  In  dieses  Capitel  gehört  ferner  noch  das  S3rmpiezo- 
meter,  mittels  dessen  Despretz  die  Allgemeingiltigkeit  des  Mariotte- 
schen  Gesetses  prtifte,  und  eine  1721  in  England  erfundene  „nene  Wasser- 
maschioe  zum  Löseben  des  Feuers".  Die  Akustik  war  ia  Kensington- 
House  nur  sehr  stiefmütterlich  bedacht^  unser  Bericht,  in  welchem  nur 
einige  altAgyptiscbe  Pfeifen  und  einige  neuere  Apparate  zur  Messung 
der  Schallgeschwindigkeit  eine  Stelle  finden,  fertigt  dieselbe  nothgedruogen 
auf  zehn  Zeilen  ab.  Jedenfalls  ist  es  auffallend,  dass  das  Vaterland  des 
Sprachrohrs  dieses  nützliche  Werkzeug  nicht  in  seinen  verschiedenen 
Entwickelnngsstadien  zur  Anschauung  gebracht  bat.  Um  so  reichhaltiger 
war  das  optische  Fach  ausgestattet:  Fizeau's  Messapparat,  Scbwerd's 
berühmtes  und  dabei  doch  eigentlich  recht  wenig  bekanntes  Sterapheto- 
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meter,  s'OravesKnde's  Uhrwerk -HeliosUt,  Wollaston's  Reflezioni- 
goniometer  Tertreten  die  emleitenden  Abschnitte  dieser  Diseiplin.  Dom 
die  Idee  des  HelioGtaten,  den  nach  anserer  Vorlage  Liebevktthn  in 
Jahre  1738  in  die  Praxis  eingeführt  hat,  auf  eine  weit  (Ütere  Zeit  hin- 
weist, geht  aus  einer  Stelle  der  Heron'echen  Katoptrik  hervor  (Can- 
tor's  liAgrimensoren",  S,  19).  FQr  die  Geschichte  der  Linsen  nnd  der 
aus  ihnen  znsammen gesetzten  Sehwerkzenge,  Femrohre  und  Mikroskop, 
ist  hier  Tiel  Stoff  zu eammen gebracht.  Aach  Herr  Gerland  kommt  sei- 
nerseits xa  dem  vnn  Henri  Martin  definitiv  festgestellten  Ergebnisse, 
dass  dem  gesammten  Alterthum  derartige  Vorrichtnngen  gänzlich  fem 
lagen,  womit  natürlich  nicht  ansgeschlossen  ist,  dass  man  nicht  die  Eigen- 
schaften geschliffener  Gläser  als  Brenn-  nnd  Vergrfiasemngslinsen  einigei- 
massen  kannte.  Ftir  Letzteres  scheinen  ans  auch  die  kansthistoriseben 
Forschnngen  Leasing's  zn  sprechen.  Unter  den  aasgestellten  Linsen 
befand  sich  anch  die  bekannte  von  Bregens  angefertigte,  welche  gegen 
das  Ende  des  XVII.  Jahrhunderts  die  ersten  gltlcklicben  Experimente 
bezüglich  des  Verflttcbtlgens  kleiner  Diamanten  ermöglichte.  In  Sachen 
der  eigentlichen  Erfind nngsgeschichte  der  VergrttsBemngBapparate  schHesct 
sich  der  Verfasser  an  vanSwinden's,  resp.  Uoll's  massgebende  Stadien 
an,  ohne  dieser  beiden  Gelehrten  indess  ErwShnnng  za  thnn;  dieselben 
haben  festgestellt,  dass  das  erste  znsammen gesetzte  Mikroskop  1590  von 
den  beiden  Janssen  constrnirt,  das  Fernrohr  dagegen  von  Jakob  He- 
tius,  einem  Bruder  des  bekannten  Mathematikers,  ersonnen  nnd  von 
Lippersfaey  praktisch  ausgeführt  worden  ist.  Vorhanden  waren  in 
London  swaI  Originalfernrohre  Galilei's,  drei  Exemplare  des  von 
Schyrle  de  Reita  angegebenen  Erdfernrohrs ,  die  Photographie  einer 
Linse,  deren  sich  Hnygens  bei  seinen  Forschungen  Über  das  Satam- 
System  bediente,  das  von  Newton  selbst  hergestellte  Teleskop,  welches 
behufs  bequemer  Einstellung  tangential  aaf  einer  frei  beweglichen  Kugel 
angebracht  ist,  endlich  mehrere  Beflectoren  von  Herscfael  und  dessen 
Masobine  zum  Bpiegelpotiren.  Unter  den  Mikroskopen  interessirt  eäa 
solches  von  Leeuwenbook  mit  ebenso  zierlicher,  als  sinnreicher  Bin- 
stellvoriicbtang,  weiterhin  ein  Lieberkuhn'sches  Mikroskop,  dessen 
man  sich  damals  bei  allen  anatomischen  und  physiologischen  Arbeiten 
bediente;  endlich  eine  Anzahl  neuerer  und  feinerer  Instrumente  dieser 
Art.  Nicht  minder  liegt  die  von  Wollaston  erfundene  Camera  lucida 
im  Original  vor.  Zur  Geschichte  der  Photographie  sind  Platten  von 
Daguerre,  John  Herschel,  Talbot,  Fizean,  Bequerel,  sowie 
moderne  astro- photographische  Bilder  ausgestellt;  erwXhnt  werden  ferner 
Wheatstone's  katoptrisches  Stereoskop  und  diverse  NicoTsche  Prismen. 
Ein  Baum  von  nicht  weniger  denn  11  Seiten  ist  den  LeuchttbUrmen  ge- 
widmet, und  in  der  Tbat  ist  dieser,  vom  Verfasser  offenbar  mit  beson- 
derer VoTliebe  ausgearbeitete  Abschnitt  ein  rechtes  Cabinetssttick  glSnzea- 
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der  LeiBtang«!!  des  menacblichen  Oeistes.  Wir  vermögen  an  diesem  Orte 
selbstyerstSodlich  dem  reichen  Inhalt  nicht  näher  zn  tretea  and  bemerken 
nur,  dass  die  meisten  Verbesserangen  anf  diesem  Gebiete  doch  immer 
wieder  an  Freanel'e  irnchtbaren  Gedanken  der  Belenchtnng  darch 
ZonenÜDsen  anknüpfen-  als  VeiToIlkommnnngen  im  Einzelnen  können 
gelten  die  Eisetzang  der  Linsen  dnrch  total  •  leflectirende  Prbmen,  sowie 
die  glückliche  Combination  sphäriscber  mit  parabolischen  Reverberen. 
Es  folgt  die  Wärmelebre,  beginnend  mit  dem  Thermometer.  Die  Prio- 
ritSt  in  der  Erfindung  dieses  Instmmentes  wird  entschieden  für  Galilei 
in  Anspruch  genommen  j  ein  von  diesem  Letzteren  selbst  verfertigtes 
Wasserthennometer,  sowie  ein  sehr  schönes  Ältoboltbermometer  der  tos- 
kanischen  Akademie  waren  nach  London  gesandt  worden.  Ihrer  ganz 
sonderbaren  Einrichtung  halber  mussten  daselbst  eis  Paar  für  den  medi- 
cinischen  Oebranch  bestimmte  Wärmemesser  die  allgemeine  Aufmerksam-  ' 
keit  auf  sich  ziehen.  Die  Pyrometrie  fand  in  den  bekannten  Apparaten 
von  Wedgewood,  Musscbenbroek  und  Daniell  ihre  Vertretung. 
Uebethaupt  war  an  solchen  Apparaten,  welche  dnrch  den  Kamen  ihrer 
Urheber  eine  gewisse  Rolle  in  der  Geschichte  der  WSrmelebre  spielen, 
kein  Hangel;  erwShnt  seien  die  Röh ren verbin d un g ,  welche  Joule  und 
Playfair  bei  der  Bestimmung  des  Maximums  der  Wasserdichte  benutz- 
ten, nnd  die  von  Faraday  hinter) assenen  Glasröhrchen  mit  flUssig  ge- 
machten Gasen.  Auch  enthielt  die  Sammlung  zwei  alte  Hygrometer, 
welche  gewissermassen  als  die  Prototype  der  beiden  seitdem  in  Gebranch 
gekommenen  Constmctionsprincipien  anzusehen  sind;  das  eine  rtthrt  von 
dem  Grossherzog  Ferdinand  II.  her  und  diente  bei  all'  seiner  Un  Voll- 
kommenheit doch  sofort  zum  Nachweise  einer  wichtigen  meteorologischen 
Wahrheit,  das  andere,  von  Folli  da  Poppi,  weist  Papier  als  hygro- 
skopische Substanz  anf.  Den  Schlnss  dieses  Abschnittes  bilden  Apparate 
der  angewandten  Calorik.  Ea  befanden  sich  in  der  Sammlung  viele 
Sicherheitslampen  nach  Stephenson'schem  nnd  Davy'schem  Unster, 
bei  deren  ErwKhnnng  auch  der  Siteren  Versnebe  von  Lowther  und 
A.  V,  Humboldt  gedacht  wird,*  sodana  Jonle's  Haschinen  zur  Unter- 
snchnng  des  mechanischen  Wärme&quivalents ,  das  Perpetuum  mobile,  wel- 
ches Young  zur  Demonstration  der  Unmöglichkeit  solcher  Arbeitsregene> 
ratoian  verwandte;  endlich  eine  FtÜIe  von  Modellen  zur  DampfmaBchinen- 
lehre.  Für  diese  letztere  ist  der  Verfasser,  welchem  sein  Aufenthalt  in 
Kassel  schon  früher  Anlass  zn  eingehender  Prüfung  der  Papin'scben 
Kntwttrfe  geboten  hat,  besonders  competent.  Er  macht  uns  denn  auch 
hier  bekannt  mit  dem  „Dampfcylinder",  welchen  der  genannte  franzö- 
sische Emigrant  dem  hesHischen  Landgrafen  ftir  bydrotechniBGbe  Zwecke 
anfertigte,   sodann  mit   dem    angeblichen  Dampfschiffe,    welches  sich  bei 

*  Nach  Hoc  und  Gäbet  bedient  man  sich  auch  in  den  ohinesiicheu  Berg- 
werken eines  Leuchtmittels,  welches  den  schlagenden  Wettern  nicht  unterliegt. 
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näherem  Znaehen  als  eiafaches  Ruderboot  entpuppt,  anf  wetcbem  un 
Dampfkessel  erst  DscfatrJiglich  angebracht  werden  sollte.  Dasg  die  eiste 
Heissluftmaachine  schon  1816  einem  Dr.  Stirling  patentirt  nud  in  die- 
ser ihrer  primitiven  Form  ausgestellt  war,  viid  ebenfallfl  Vielen  neu  und 
interessant  sein.  —  Den  buntesten  Anblick  gewährte  natürlich  die  Serie 
magnetischer  und  elektrischer  Apparate.  Da  sehen  wir  vor  ans  den  von 
Gralilei. selbst  annirten  Naturmagneten,  Faraday'a  sibirischen  Magne- 
ten, durch  den  erstmalig  die  Existenz  der  Uagnetelektricität  darg«than 
ward,  Nobili's  astatiscbe  Nadel,  filanohini's  Declinatiouscompaas 
Ton  1564  und  Daniel  Bernonlli's  Inclinatorinm ,  die  Uagnetometet 
von  Hansteen  und  Gauss,  eine  Menge  berühmter  Etektrisirmaechinen, 
wornnter  diejenige  Armstrong*!,  Wbeatstone's  Geschvindigküls- 
meeser,  Volta's  Etektrophor,  die  vertchiedenen  immer  Tervollkommneten 
Vorrichtungen,  mit  welchen  W.  Thomson  die  Elektrometrie  bereicherte, 
alle  möglichen  galvanischen  SSulen  und  Elemente,  Seebeck's  nud 
Peltier's  Thermos&ulen,  die  erste  gelnugene  Probe  von  Jaoobi's  Gal- 
vanoplastik n.  s.  w.  Die  Geschichte  der  miteinander  eng  verbundenen 
Erscbeinnngea  der  Magnetelektricitftt,  Induction  und  des  Kotationsmagne- 
tismus  konnte  man  durchweg  an  d«n  Inductionsapparaten  der  Faraday, 
Arago  u.  8>  w.  studiren;  beeUglich  jenes  letateren  muss  bemerkt  werden, 
dasB  der  neuen  Entdecknug  allerdings  erst  im  Jahre  1825  ihr  Name  bei- 
gelegt wurde,  dass  jedoch  die  erste  Erwähnung  dieser  Entdeckung  der 
Angabe  Gerland's  entgegen  in  den  Pariser  Sitzungsberichten  vom 
22.  November  1824  angetroffen  wird  (vei^l.  Bielmayr,  Zur  Geschichte 
des  Rotation smagnetismns,  Aschaffenburg  1877).  Von  Geisaler's  EUhien 
enthielt  die  Sammlung  alle  AbstufnugeD,  vom  ersten  Versuch  bis  zur 
gegenwärtigen  Vollendung.  Dass  auch  die  optischen  und  elektrischen 
Telegraphen  teichlich  vertreten  waren,  bedarf  keiner  Versicherung;  uns 
interessirten  besonders  die  anscheinend  ganz  neuen  Mittheilangen  über 
das  Schilling-Muncke'sche  Modell.  —  Ein  leider  recht  kureer  Schluss- 
paragtapb  bespricht  die  astionomiachen  und  mathematiBcben  Inatramenta, 
welche  unter  Anderem  besonders  einige  merkwürdige  AetrolabieB  in  ihrer 
Mitte  hatten.  Das  Piachtstttck  der  CoUection  jedoch  war  der  sogenannte 
AzirnnthalquadraDt  Tycho  Brahe's,  über  dessen  Entstehungsgeschichte 
der  Verfasser  eine  genaue  Untersuchung  anstellt,  deren  Resultat  den 
bekannten  Schweizer  Bürgi  als  den  mnthmasslichen  Constmctenr  dieses 
Instruments  erscheinen  lässt.  Wenn  jedoch  dabei  dasselbe  als  „der  älteste 
Theodolith"  bezeichnet  wird,  so  müssen  wir  Einsprache  erheben:  dieser 
Name  kommt  mit  Recht  lediglich  der  „Dioptra"  Heron's  zn,  und  auch 
von  dem  kleinen  Un i versalin stinm en t ,  dessen  Referent  anlangst  in  smner 
Beschreibung  der  mathematischen  Sammlung  des  germanischen  Museums 
gedachte,  lässt  sich  durchaus  nicht  behaupten,  es  stamme  aus  spaterer 
Zeil,  als  BfTrgi's  Quadrant. 
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Der  Leser  vird  aaa  dieeet  gedrängten  Uebersicht  ersehen,  dass  Rer- 
laod's  Bericht  für  jedeu  Gescbichtsfrennd  eine  sehr  aoziebende  Lectnre 
bietet.  Die  nngewöhnlicbe  Belesenbeit  de«  Verfassera  gestattet  ihm  so- 
gar, manche  Uftngel  des  englischen  Änsstellnngskatalogs  sacbgemKss  zu 
vetbessem.  Dem  Druck  der  Fremdwörter  nnd  Eigennamen  bStte  stellen- 
weise eine  grössere  Anfmetksamheit  geiridmet  werden  dürfen;  Entstel- 
lungen wie  Akademia  statt  Accademia,  Boekh  statt  Boeckb,  Vi rtrav  statt 
Vitniv,  Haag  statt  Hany  stören  den  Gennss  des  Lesens.  Dies  sagen  wir, 
wie  sich  wohl  von  selbst  versteht,  lediglich  im  Interesse  des  Bncbes, 
gerade  wie  wir  ancb  anf  einzelne,  dem  Verfasser  entgangene  Belegschrtf- 
ten  nicht  deshalb  verwiesen,  um  an  der  ttlchtigen  Leistung  zp  mäkeln. 
Nnr  zn  gat  wissen  wir  ans  eigener  Erfahmng,  wie  scbwierig,  ja  nnmOg- 
lich  es  ist,  auch  bei  aller  Sorgfalt,  das  gesammte  Material  zu  kennen 
nnd  auszunützen. 

Eben  aber,  weil  wir  flies  wissen ,  ist  es  nns  nicht  recht  erfindlich, 
wieso  der  Verfasser  daan  kommt,  in  einem  an  seinen  „Bericht"  namittel- 
bar  sich  anschliessenden  Anfsatze  der  Poggendorff'schen  „Annaleu", 
welcher  sieh  mit  der  Erfindnngsgeschichte  der  Pendelnhr  beschäftigt,  es 
so  höchst  befremdlich  zn  finden ,  dass  Referent  bei  seiner  eigenen  Be- 
■  arbeitnng  dieses  Gegenstandes  von  einer  QnellenBchrift  Viviani's  keinen 
Gebrauch  gemacht  hia.  Wir  haben  —  was  wieder  Herr  Gerland  nicht 
bemerkt  zn  haben  scheint  —  anadrtlckliob  erklärt,  dass  wir  den  betref- 
fenden Brief  in  der  ihn  angeblich  enthaltenden  Sammlung  vergeblich 
suchten,  sowie  dass  uns  die  Nachricht,  derselbe  sei  auch  in  Alböri's 
Galilei -Ausgabe  reproducirt,  zn  spät  enkam,  um  noch  geeignete  Ver- 
werthnng  zu  finden.  Unsere  ansgesp rochen e  Absiebt  in  diesem  ersten 
Theile  unserer  Abbaudlnng  war  die,  das  deutsche  Publikum  mit  den 
Forschungen  van  Swindeu's  vertraut  zn  machen;  ob  dessen  von  uns 
adoptirte  Confnndirnng  des  Oalilei'scben  Zählwerkes  mit  dem  von  Vi - 
Viani  namhaft  gemachten  Selbstregulator  eine  so  höchst  gezwungene  ist, 
wie  unser  Gegner  annimmt,  darüber  weiden  auch  nach  seiner  Pnblication 
die  Ansichten  noch  immer  auseinandergehen.  Das  Zeugniss  des  „letzten 
Schülers"  sind  wir  Oberhaupt  nicht  gewillt,  gar  so  hoch  anzuschlagen; 
was  diesem  an  äusserem  Mutb,  für  das  verlästerte  Andenken  seines 
Heisters  einzutreten,  abging,  das  suchte  er  einzubringen,  indem  er  alle 
mSgliehen  wissenscbafttichen  Verdienste  auf  dessen  Haupt  vereinigte; 
Herr  Gerland  selbst  weist  ihm  (S.  51  des  Berichts)  eine  grobe  Unrich- 
tigkeit in  dieser  Hinsicht  nach.  Uebrigens  ist  Gerland's  Resultat  kein 
neues:  Professor  Favaio  hat  in  den  Acten  des  venetiani sehen  Instituts 
bereits  eine  ganz  ähnliche  Ansicht  vertreten,  und  auch  Schreiber  dieses 
bat,  von  Herrn  Dr.  Wohlwill  in  dankenswerther  Weise  hierauf 
aufmerksam  gemacht,  im  Darbouz-Hofierscbeu  „Bnlletiu"  bemerkt, 
dass  seine  früheren  Aufstellungen  einer  Ergänzung  bedtllffig  seien.  — 
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Dies  znt  DothweDdigen  EUrstellniig  der  Angelegenheit;  nicht  veikannt 
ioll  werden  die  aachliche  Form  der  Gerland'ficben  Polemik  und  du 
entschiedene  Verdienet,  welches  auch  dieser  neueste  Beitrag  in  einer  oft 
ventilirten  Frage  —  namentlich  in  Sachen  der  von  Wolf  poetnlirten 
Priorität  fiärgi's  —    fttr  sich  beanspruchen  darf. 

Ansbach.  Dr.  S.  GBntbbb. 


Lehrbuch  der  analytüehen  Geometrie  and  Eegelaohnitt«.  Ein  Leitfaden 
beim  Unterricht  an  htiberen  Lehranstalten,  von  Wilhelm  Hisk, 
Oberlehrer  an  der  städtischen  Realschule  I.  Ordn.  zu  Crefeld. 

Der  Verfasser  des  in  der  Ueberschrift  be&eichneten  Werkchens  stellt 
sich  im  Vorwort  die  Aufgabe,  innerhalb  der  durch  die  Anforderungen 
beim  Abitnrientenexamen  gesteckten  Grenzea  einen  Leitfaden  fUr  den 
mathematischen  Unterricht  zu  liefern^  Man  kann  nicht  verkennen,  daas 
die  Darstellung  des  Herrn  Mink  eine  klare,  dass  die  Auswahl  des  Stof- 
fes eine  zweckmässige  ist  und  doss  die  an  rechter  Stelle  eingelegten 
Uebungsbeispiele  für  den  SchtUer  anregend  sein  werden.  Demnach  hat 
der  Verfasser  seinen  Zweck,  ein  branchbares  nnd  kurzes  (96  Octavseiten)  ■ 
Schulbuch  zn  liefern,  unzweifelhaft  erreicht. 

Die  Ausstellungen,  welche' Referent  zn  machen  bat,  liegen  gewisser- 
massen  alle  in  einer  Richtnng.  Sie  sind  alle  ans  dem  Grundsatz  ei- 
flossen ,  dosB  es  eine  Forderung  der  Pädagogik  an  den  höheren  Lehr- 
anstalten ist,  auch  im  Schul nnteriichte  den  Anforderungen  strenger 
Wissenscfaaftlichkeit ,  wenn  irgend  möglich,  zn  genttgen. 

Es  ist  z.  B.  leicht,  auch  im  elementaren  ünterricbte,  sofern  es  sieb 
nicht  um  die  unbegrenzte  Gerade  bandelt,  dos  Wort  Linie  ganz  xu 
vermeiden  und  durch  Strecke  zu  ersetzen.  So  darf  es  Seite  7  nicht 
beissen,  in  der  Gleichung  der  geraden  Linie  Jx  +  8^-^-0=0  sei  C 
eine  Gerade. 

Auf  Seite  5,  wo  von  der  Gleichung  einer  beliebigen  Linie  die  Rede 
ist,  wird  behauptet,  man  könne  zu  jeder  willkürlich  gewählten  Abscisae 
die  (sie!)  zugehörige  Ordinate  bestimmen.  Wie  dos  Folgende  zeigt,  will 
der  Verfasser  darlegen,  dass  es  im  Allgemeinen  möglieb  sei,  einen  odei 
mehrere  reelle  oder  complexe  Werthe  zu  finden,  welche  statt  der  Ordinate 
in  die  Gleichung  eingeführt,  derselben  genttgen. 

Seite  12  und  19  stSsst  der  Verfasser  auf  Ausdrucke,  welche  eine 
Quadratwurzel  enthalten.  Hier  kann  nicht  oft  genug  wiederholt  werden, 
dass  es  eigentlich  tlberflUseig  und  nur  ein  Schulbehelf  ist,  zn  schreiben 
+  j/a.  Denn  jede  Quadratwurzel  ist  von  Natur  doppeldeutig  nnd  jede 
geometrische  Interpretation  eines  algebraischen  Ausdrucks,  in  welchem 
ein  solches  Wurzelzeichen  vorkommt,  hat  damit  zu  beginnen,  dass  man 
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der  Wurzel  ein  bestimmteB  Vorzeichön  ertheitt.  Der  Verfesser  hat  ihr 
stillschweigend  das  positive  gegeben.  Nnr  nnter  diesem  Beding  ist  seine 
Darstellung  Seite  12  richtig. 

Die  ßinfObruDg  des  ImaginKren  endlich  in  die  elementare  Geometrie 
ist  durch  die  Forschungen  der  letzten  Decennien  eine  so  klare  und  ein- 
fache Sache  geworden,  dass  Referent  dieselbe  in  einem  Schnlbncbe  mit 
Bedauern  vermisst.  Jede  Gerade  schneidet  den  Kreis  in  zwei  Punk- 
ten; aber  dieae  Punkte  können  reell  und  verschieden,  reell  und  zu- 
sammenfallend oder  imsginfir  sein-  Niemals  aber  bat,  wie  Seite  19 
hebanptet  wird,  eine  Gerade  mit  einem  Kreise  nur  einen  Punkt  ge- 
meinsam, um  so  weniger,  als  im  weiteren  Verlaufe  die  Tangente  immer 
als  Grenzfall  der  Secante  erscheint. 

Brilon,  den  8.  August  1878.  Dr.  E.  Souwbring. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 

Carl  Anton  Bretschneider. 

£m  Gedenkblatt  it)r  seine  Freuade  und  Schaler 


Alfred  Bretschneideb, 

btnogL  AmtiuHHOi  m  Ohidnir. 


Carl  Anton  Bretschneider  mircle  geboren  «m  27.  Hai  1808  an 
Schneeberg  im  eScfaeischea  Erzgebirge  als  Kltestes  Kind  dea  dortigen 
Oberpfarrers ,  spüteren  aachgen-gothaischen  GeneraUnperintendenten  Dr. 
Carl  Gottlieb  Bretschneider  nnd  dessen  Ehefraa  Charlotte  geb.  Hanschild. 
Im  September  1808  wnrde  Bretacbneider's  Vater  als  Superintendent 
nach  Annaberg  versetzt  nnd  der  Sohn  siedelte  sonach  als  etwa  vier 
Monate  altes  Kind  mit  dorthin  tther.  Mit  gelehrten  nnd  Bernfsarbeiten 
schon  damals  viel  zn  sehr  beschäftigt,  nm  den  Unterricht  des  Sohnes, 
nachdem  derselbe  das  schnipfltchtige  Alter  erreicht  hatte,  selber  leiten 
zu  können,  llberliess  der  Vater  denselben  Friratlebiem ,  welche  indess 
den  dnrch  Kinderkrankheiten  in  seiner  ersten  Entwickelnng  ohnehin  viel- 
fach gestürten  Knaben  nicht  erheblich  zu  fördern  vermochten.  Im  Jahre 
1816  veraog  Bi'etscbneider's  Vater  nach  Gotha  and  hier  warde  der 
Knabe,  nachdem  er  noch  einige  Zeit  Privatunterricht  genosseo ,  im  Jahre 
!8i8  der  soeben  neu  eingerichteten  nntersten  (vierten)  Classe  des  dor 
tigeu  GTronasiums  zngeffihit. 

Das  Gotbaische  Gymnasinm  erfieate  sich  damals  mit  ftecht  eines 
hervorragenden  nnd  weitverbreiteten  Rufes.  MSnner  wie  Döring, 
Schnlze,  Regel,  Kties,  Uckert,  Rost,  WUstemann  □.  A.  waren 
theils  gleichseitig,  theils  successive  Bretschneider's  Lehrer.  Alle  diese 
MSnner  waren  ausgezeichnete  Gelehrte.  Die  Anstalt,  an  der  sie  wirkten, 
hielt  sieh  völlig  frei  von  der  Einseitigkeit,  nur  gute  Philologen  bilden 
KU  wollen.     Wenngleich  die  altea  Sprachen  stets  den  ersten  PlaU  nnter 

Htft.-lli  AbtUff.  i.  SdtMhr  1  HbUl  b.  Fbr».  XXI7, 1.  fl 
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des  Leb Tgegen ständen  einnahmen,  so  waren  doch  die  fibrigen  Zweige 
des  menschlichen  Wissens  nicht  weniger  berflcksichtigt  nnd  treffliche  Vor- 
träge über  Geschichte,  Geographie,  Matbematih,  Physik  o.  s.  w.  gaben 
den  Schülern  vielfach  Gelegenheit,  den  Geist  nad  die  Hanptresnltate 
dieser  Wissenschaften  kennen  zn  lernen  nnd  sich  so  jene  Vielseitigkeit 
za  eTwerben ,  welche  nnerlässlicbe  Bedingauf;  aller  wabrea  Wissenschaft- 
lichkeit ist.  Aach  die  neueren  Sprachen,  bIb  die  französische,  englische 
und  italienische,  waren  nicht  vergessen,  nnd  dnrcb  einen  besondeni  Cnr- 
sna  im  Hebräischen  war  dafür  gesorgt,  die  Schüler  mit  dem  Geiste  der 
morgenUndiscben  Sprachen  wenigstens  einigermaseen  bekannt  zn  macben. 

Wahren  Nutzen  von  all'  diesem  Segen  hatte  allerdings  im  Grunde 
nnr  derjenige  Schiller,  welcher  den  Bestrebungen  der  Lehrer  selbstden- 
kend  and  selbsttbätig  entgegenkam.  Die  Lehrer  waren  aar  cnm  kleinem 
Theil  zngleicb  gute  Pädagogen.  Die  stiafFe  Disciplin  des  modernen 
Gymnasiums,  die  es  fertig  bringt,  selbst  den  Schwerfälligsten  nnd  FbqI- 
sten  znletzt  noch  anf  den  Standpunkt  anständiger  Mittelmftssigkeit  em- 
pnrzuschraaben ,  herrschte  nicht  und  manches  pingue  ingenium  verkam. 
Dem  Strebsamen  dagegen  war  aach  Gelegenheit  gegeben ,  sieb,  angesUSrt 
in  seiner  Eigenart,  bis  zur  h  ochs  tm  Cgi  ich  en  Potenz  zu  entwickeln. 

Bretschneider  war  ein  strebsamer  Scbfiler,  ein  lebhafter,  offener 
Kopf,  doch  hatte  er  nicht  gleiche  Begabung  für  alle  Fächer,  neigte  viel- 
mehr frühzeitig  vorwiegend  nnr  den  Bealwissenscbaften ,  insbesondere  der 
Mathematik  zn.  Vor  der  Gefahr,  in  Einseitigkeit  zu  verfallen,  würde  ihn 
die  Schule  allein  nicht  bewahrt  haben;  dieselbe  abgewendet  zn  haben, 
ist  das  Verdienst  seines  Vaters.  Derselbe  griff  awar  auch  während  der 
Gymnasialzeit  seines  Sohnes  selbsttbfitig  in  den  Unterricht  desselben  nie 
ein,  controlirte  jedoch  den  Eutwickeinngsgang  des  Knaben  anfmerksam. 
Weit  entfernt,  die  Liebhabereien  seines  Sohnes  za  sttifen,  war  er  den- 
selben im  Gegentbeit  in  vielfacher  Weise  positiv  f&rderlich;  mit  unerbitt- 
licher Strenge  hielt  er  jedoch  darauf,  dasa  das  Stadium  der  Geschichte 
und  der  Sprachen,  insbesondere  der  klassischen,  nicht  vemacblSssigt 
werde-  Während  er  es  z.  B.  bereitwilligst  geschehen  liess,  dass  der  Sohn 
Privatanterricht  in  der  Mathematik,  im  Sitaationszeichnen ,  sogar  im  Feld- 
messen  nahm  und  während  er  den  Hang  desselben  zu  mathematischer, 
physikalischer,  geographischer  Frivatlectnre  durcbans  nicht  starte,*  lieaa 
er  ihm  gleichzeitig,   ein'ZnrUchbteibcn  des  Knaben  im  Lateinischen  be- 


*  Bretsclineider  las  als  Schüler  seichte  ücterhaltnngelectnre  fast  nie,  da- 
gegen alle  Werke  des  ebenerwähnten  Inhalts,  deren  er  nur  habhaft  werden  konnte. 
Sommer'«  „Gemälde  der  phjaiachen  Welt"  vcTBclüaiig  ei  mit  Andacht;  später 
geriett  er  auf  Zacb's  „Geographische  Ephemeriden"  und  deren  Fortaetznng,  die 
„Monatliche  Corrotpondeni".  Letztere  beiden  Werke  hat  er  sich,  um  deren  Inhalt 
sich  daaemd  m  sichern,  eifrigst  eicerpirt,  tum  Theil  voUstftndig  abgeschrieben. 
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merkend,  lange  Zeit  hindnrch  besondere  Nachhilfe  in  dieser  Sprache 
durch  deu  ihm  eng  befreundeten  Döring  ertheilen. 

Za  Gnte  kam  Bretscbneider  überhanpt  in  hohem  Grade  der  in- 
nige geistige  Verkehr,  in  welchem  sein  Vater  mit  den  meisten  Lehrern 
des  Gymnasiams  stand,  und  nicht  minder  seines  Vaters  eigene  nrnTas- 
aende  wiesenecbaftliche  Bildung.  Bretsclineider's  Vaterhans  war  in 
Gotha  eine  Heimstätte  alles  höheren  geistigen  Lebens  in  Wissenschaft 
und  Kanst  —  nicht  zum  Mindesten,  was  die  Pflege  der  Musik  anlangt, 
zn  welcher  Bretscbneider  frühzeitig  ein  erstaunliches  Talent  ent- 
wickelte* — ,  und  daes  diese  Atmosphäre  den  Knaben  acht  Jahre  lang 
gleichmXssig  umgab,  hatte  die  Sneeerst  wohlthätige  Fol^e  für  ihn,  dass 
er  bei  seinem  Abgange  znr  Universität  gegen  alle  Einflüsse  niedrigen, 
oberflächlichen  und  materiellen  Wesens  vüllstündig  gefeit  war  und  tieferer 
Geistes-  nnd  Herzensbildung  sich  rühmen  konnte,  als  viele  seiner  Gom- 
militonen. 

Auf  sein  Talent  fttr  die  Mathematik  zurückzukommen,  so  erkannte 
dasselbe  bald  der  hellblickende  Kries-  Ei  war  es,  der  aus  Freundschaft 
für  den  Vater  des  Knaben  uud  mächtig  angezogen  von  des  Letzteren 
regem  Eifer  ihm  bis  zn  seinem  Abgang  von  der  Schnle  in  nn eigennützig- 
ster Weise  privatim  fördeilich  war  und  ihn,  bei  seinen  mathematischen 
Studien  besonders  tbätig  eingreifend,  weit  über  die  Grenzen  binaus- 
leitete,  welche  der  Gymnasialnnterricht  vernünftigerweise  sich  stecken 
konnte.  Die  zum  Tb  eil  noch  vorhandenen  Elaborate  Bretschneid  er's 
ans  jener  Zeit  weisen  nach,  dass  der  bei  seinem  Abgange  znr  Univer- 
BitAt  kaum  ISjähiige  JUngling  in  der  Mathematik  damals  bereits  auf 
einem  Standpunkte  stand,  der  das  VerhXltniss  zwischen  ihm  uud  Kries 
ans  dem  eines  Schülers  zum  Lehrer  fast  schon  in  das  zweier  vereint 
strebender  Jünger  der  Wissenschaft  verwandelt  gehabt  haben  muss.  Bret- 
scbneider bat  Kries  bis  an  dessen  Lebensende  unverKuderliche  Ehr- 
furcht gezollt  nnd  ihm  sdn  erstes  grösseres  Werk  (das  „Lehrgebäude  der 
niederen  Geometrie")  „ans  Dankbarkeit  und  Liebe"  gewidmet 

Die  Zeit  kam  heran,  wo  Bretsehneider  zum  Abgang  von  der 
Schule   reif  war.     Eigentlich   schon    im  Octuber  1S25  hätte  er  sich  zum 


*  Ein  redendes  Beispiel  fOr  die  oft  aufgestellte  Behauptung,  dass  Mathematik 
und  Musik  eng  verwandte  Disciplinen  aeieii.  Für  MusikveratHndige  sei  hier  die 
Thalsache  mitgetbeiit,  dass  Bretscbneider  als  14 jähriger  Knabe  id  den  Öffent- 
lichen Abonnementtconcerteti,  die  damals  im  Gasthof  „zum  Mohren"  in  Gotha  die 
dortige  musikalische  Welt  allwint«rlich  regelmässig  vereinigten,  Com  Positionen 
wie  das  Cd«r-Concert  von  Mozart  Hr.  17  nnd  das  Ddur-Coucert  von  Alojs 
Schmidt  unter  dem  ungetheilten  Beifall  der  Sachkenner  zum  Vortrag  brachte.  Sein 
Vater  inhibirte  diews  Öffentliche  Auftreten  bald  aus  BesorgDist,  dass  einer  —  gar 
nicht  vorhandenen  —  Eitelkeit  des  Knaben  dadurch  Vorschub  geleistet  werden 
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AbitarienteDexameD  melden  können.  Seines  jageodlichen  Alters  btlbn 
hielt  ihn  sem  Vater  indesBen  bis  Ostern  1826  zurück,  wo  er  denn  du 
Examen  in  allen  FXchern  mit  Aneseiehnang,  in  der  Uatbematik  gau 
vorzüglich  bestand. 

Nun  trat  ein  Wendepunkt  in  Bretschneider's  Leben  ein,  der  flir 
seinen  ganzen  zukünftigen  Entniokelnngsgang  von  tiefeinseb  neiden  der 
Bedeutung  war. 

Bretschneider's  Vater  war  bei  all'  seinem  eminent  wisseDSchaft- 
lichen  Sinne  doch  auch  ein  praktischer,  so  Busagen  auf's  Nüchterne  ge- 
stellter Kopf  —  ein  Dualismus,  der  ihm  selbst  in  seiner  Leben eatellung 
die  scbSnsten  Früchte  getragen,  seinen  Sohn  aber  entschieden  gescbildigt 
hat.  Wohl  mag  der  abgebende  Jfingting  den  Wunsch  geXnssert  haben, 
sich  seiner  Lieblings  Wissenschaft  und  den  ihr  verwaadten  Disciplinen  roU 
widmen  au  dürfen  — '  Genaueres  ist  hierüber  nicbt  bekannt  — ;  sein 
Vater  aber  —  dies  steht  fest  —  glanbte,  dass  vor  allen  Dingen  ein  so- 
genanntes Brodstudium  betrieben  werden  müsse,*  und  «in  solches  ver- 
moobte  er  im  Studium  der  Mathematik  nicht  zu  erkennen.  Er  hatte 
damit  zwar  so  absolut  Unreubt  nicht.  Die  Realwiseenschaften  lagen 
damals  noch  sehr  im  Argen,  Derjenigen,  denen  es  gelungen  war,  an  der 
Hand  derselben  eine  nach  damaligen  Begriffen  sichere  und  angesebese 
Stellung  zu  erlangen,  waren  verhält nissmässig  nicbt  viele.  Doch  beging 
Bretschneider's  Vater  den  doppelten  Fehler,  dass  er  einerseits  das  auch 
damals  schon  fQr  den  Unbefangenen  deutlich  wahrnehmbare  Wachsen 
der  Bedeutung  der  Realien  TollstKndig  übersah  und  andererseits  du 
Talent  seines  Sohnes  für  dieselben  weit  nnterecbStzte.  Auf  die  ihm  un- 
sicher scheinenden  Erfolge  des  Letzteren  mochte  er  nicht  Altes  geradem 
ausgesetzt  seben,  sondern  war  der  Meinung,  dass  sein  Sobo  zunächst 
auf  möglichst  rasch  zum  Ziele  führende  Weise  irgend  eine  Staatsatelle 
za  erlangen  snchen  müsse,  wobei  er  sich  der  Hoffnnng  schmeichelte,  dass 
gerade  die  Bewandertheit  desselben  in  den  Keal wissen scbaflen  ihn  def 
maleinst  ganz  besonders  befSbigen  werde,  eine  höhere  Stellung  in  einem 
Staatswesen  mit  Erfolg  auszumilen.  „Mein  Sohn  bat  die  schönsten 
Kenntnisse  zu  einem  Begiernngsrath"  war  eine  wohlverbflrgte  Aenssening 
von  ihm  im  vertranten  Freundeskreise.  Ans  diesen  ErwSgnngeD  heraas 
legte  er  dem  Sohne  ans  Herz  —  um  nicht  zu  sagen:  schrieb  ihm  vor—, 
die  Rechts  wissen  Schaft  zu  stndiren;  dann  werde  es  ihm,  so  meinte  er, 
nicbt  fehlen  können.  Und  der  Sobn?  Er  ordnete  sich  dem  bestiniDit 
geäusserten  Willen  des  von  ihm  hoch  und  wahrhaft  verehrten  Vaters  unter. 

Alte  Anhänglichkeit  an  sein  Vaterland  Sachsen ,  zahlreiche  Bektnnt- 
schaften  unter  der  Gelehrtenwelt  Leipzigs  und  andere  Umstände  privater 

*  Bretschneider'B  Tater  bezog  zwar  einen  ansehnlidien  Qdutlt,  besM 
jedoch  eigenes  Vermögen  nicht.  ^      ^    ni    C^tK>^lc 
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Natiir  bestimmten  den  V&ter,  die  Mnsenst&dt  an  der  P]eiase  als  diejftnige 
UnivereitSt  aaeznwShlen,  die  der  Sohn  beziehen  sollte.  Hier  fand  eich 
noch  ein  Hinderntss.  Wer  damals  in  einem  tbdringischen  Staat  emesti- 
nisch er  Linie  angestellt  werden  vollte,  mosste  die  Landeanniversität  Jena 
besncben  oder  einen  nicht  leicht  zn  erlangenden  Dispens  erwirken.  Letz- 
teres nnrde  dem  Yater  bei  seinem  Einfluss  anf  die  höchsten  Stellen  nicht 
schwer;  der  Form  Rechnung  zu  tragen,  Hess  er  den  Sohn  in  Jena  als  Studio- 
sus juris  immatiicnlireu  und  dann  zog  Letzterer,  mit  der  Jeneuser  Matrikel 
und  dem  Dispene  in  der  Tasche,  nach  Leipzig.  Hier  Hess  ersieh  noch- 
mals immatriculiren.  Er  hatte  den  ernstlichen  Willen,  sich  seinem  Vater 
zQ  Liebe  zum  Juristen  auszubilden,  dabei  aber  den  Hintergedanken, 
□  ebenbei  seine  matbematiscben  nud  natnrwissenschjft liehen  Studien  der- 
art  fortzutreiben,  dass  er  nöthigenfalls  immer  noch  im  Stande  sein  würde, 
bei  sich  bietender  Gelegenheit  „umzusatteln".  Ein  wahrhaft  heroischer 
Entscblnss,  dem  die  ebenso  heroische  Ausführnng  frischweg  folgte !  Oba- 
rakteristisch  ist  in  dieser  Beziehung,  was  BrctEchneider  in  einet  vor- 
liegenden  Aufzeichnung  aus  dem  Jahre  1S35  (wo  er  die  juTistische  Car- 
riire  definitiv  verliesB)  von  sich  sagt: 

„HusBteu  nun  auch  infolge  dieses  Entschlusses  die  mathematisch eik 
and  DaturwisseuBcbaftlichen  Studien  gegen  die  juristischen  in  den  Hin- 
tergrund treten,  so  konnte  ich  mich  doch  keineswegs  entscblieseen ,  sie 
gleich  aufzugeben ;  vielmehr  diente  mir  die  Beschäftigung  mit  denselben 
dazu,  mich  von  den  m&bseligen  juristischen  Stadien  zn  er- 
holen und  nene  Kr&fte  zn  neuen  Anstrengungen  zn  sam- 
meln." 

Bretschneider  bdite  mit  Fleiss  nud  Erfolg  sXmmtliche  vorgeBcbrie- 
bene  juristische  Collegien  und  noch  mehi^  als  diese,*  denn  sehr  bald 
stand  bei  ihm  die  Idee  fest,  sieb  nach  absolvirter  DniversitKtszeit  —  es 
iraren  von  vornherein  vier  Jahre  zum  Stadium  bestimmt  —  als  Docent 
in  der  jnristischen  FacultSt  zu  habilitiren.  Er  fürchtete,  bei  dereinsti- 
gem  Eintritt  in  den  praktischen  Jnstizdienst  Zeit  und  Gelegenheit  zu 
verlierea,  seinen  Lieblingsstadien  so,  wie  es  ihm  Bedttrfniss  war,  nebenbei 
obliegen  zu  kSnnen,  wollte  zu  letzterem  Endzwecke  jedenfalls  mit  der 
belebenden  AtmospbXre  der  Leipziger  Hochschale  in  BerUhniDg  bleiben 
und  trug  sich  mit  der  Hoffnung,  endlich  noch  einen  Anlass  zu  finden, 
aas  der  juristischen  in  die  pbilosopbiscbe  FacaltXt  überzugeben.  Nur  in 
den  ersten  Semestem  seines  Leipziger  Anfentbalts  hörte  er  neben  den 
juristischen  noch  andere  Collegia,  namentlich  Differential-  und  Integral- 
rechnung bei  Brandes,  Weltgeschichte  bei  Beck,  auch  einen  vollstXn- 

*  Adolph  Schilling,  Otto,  Heimbach,  StCckhardt,  Bruno  Schil- 
ling, Weiske.  Weisae,  Held,  Elien,  Einert,  Poiitz  waren  seine  DniTerü- 
tätslehrer  auf  Juristischem  und  staatawissenschafUicbem  Qebiete.  i^' 
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digem  Oarsna  der  Philosophie  bei  Krag;  sftSter  mossta  er  dies  der  Col- 
lision  mit  den  juriatiechen  Collegien  halber  anfgeben  nnd  stodirte  ledig- 
lich privatim  in  der  Mathematik  nnd  den  verwaadten  Disciplinen  weiter, 
dabei  bestlndig  herathen  nnd  anterstUtzt  von  Brandes,  der  aof  den  tftleot- 
Tollen  Studenten  besonders  anfmerksam  geworden  war,  von  seinen  PlKneii 
bald  Eenntnisfi  erlangte,  ihm  seine  bedeutende  Bibliothek  snr  anbescktänk- 
ten  Verfägnng  stellte  and  seine  Hänslichheit  erschloss.  Zwischen  Beiden 
stellle  sich  nach  nnd  uacb  ein  sehr  angenehmes  Verhältniss  her,  khnlich 
wie  das  zwischen  Bretschneider  and  Kries,  anmnthendei  noch  am 
dpBwillen,  weil  Brandes  nnd  dessen  hochgebildete  Gattin  den  jangen 
Stndenten  anch  in  seinem  PriTatleben  in  hScbst  taktvoller  vnd  spXterfaia 
oft  von  ihm  gerühmter  Weise  leiteten  nnd  zn  feineren  Lebensanschan- 
angen  nnd  Umgangsrormen  nnmerklicb  heranbildeten. 

Gedacht  rnnss  hier  auch  der  Beziehnngen  Bretschneider's  an  den 
Astronomen  MSbins  werden.  Bei  diesem  hatte  Bretschneider  im 
ersten  Semester  schon  belegt;  das  betreffende  CoUeg  kam  jedoch  nicht 
za  Stande.  Dagegen  nahm  Möbins  Gelegenheit,  Brelscbneider  bei 
dessen  Besacbeo  anf  der  Leipziger  Sternwarte  persfinlich  an  sich  henm- 
znziehen,  gewann  ihn  lieb,  liess  ihn  nach  Belieben  in  der  Bibliothek  der 
Sternwarte  sehalteo  and  hat  ihm  sein  Wohlwollen  vielfach  in  fSidersamer 
Weise  bethHtigt. 

Hit  welchem  Erfolge  Bretschneider  trotz  angestrengter  TbKtigkeit 
anf  dem  Felde  der  Jnristeiei  seinen  Privatstndien  oblag,  dafür  zwei  Bei- 
spiele. Schon  im  ersten  Universitats jähre  siegte  er  bei  einer  mathemati- 
seben  Preisbe Werbung  -  am  das  sogenannte  Ttier'eche  Stipendium  im  Be- 
trage von  300  Thalem  —  Über  einen  Goncnrrenten ,  einen  armen  Stn- 
denten  ans  Freiberg  in  Sachfltn ,  dem  er  indess  generöser  weise  die  Hilde 
der  genannten  Summe  fiberliess.  Und  femerijm  Sommer  i627  ernannte 
ihn  die  philosophische  FacultHt  auf  Brandes'  und  Htibius'  Vorschlag 
nach  erfolgtem  Ableben  des  damaligen  Adjuncten  an  der  Universitils- 
sternwarte  zn  dessen  Nachfolger  —  eine  Stelle,  welche  Bretschneider 
jedoch  anf  ansdriicklichen  Befehl  seines  Vaters,  der  von  der  Bedentong 
derselben  wohl  eine  ganz  falsche  Vorstellung  haben  mochte  [sie  war  aller- 
dings nnr  mit  180  Thalern  dotirt)  refUsiren  masete.  Traurigen  Herzens 
gab  Bretschneider  die  dieiibezilglicbe  Erklärung  abj  sein  Eifer  fOreune 
Li  eblingsw  lasen  Schäften  wurde  jedoch  dadnrch  keineswegs  geschwKcbl. 

Die  vierjährige  Studienzeit  neigte  zu  Ende  nnd  Bretschneider 
ging  daran,  sich  als  Docent  zn  habilitiren,  zu  welchem  Schritte  er  die 
Genehmigung  seines  Vaters  tibrigens  fUr  sich  hatte.  Ea  ward  daau  die 
Würde  eines  Beccalanrens  der  Rechte  erfordert,  welche  nnr  dnrch  eine 
.  Öffentliche  Disputation,  soirie  durch  ein  mündtiches  und  schriltlicbes  Exa- 
men in  den  Hecbtawissenschaften  erworben  werden  konnte.  Allen  diesen 
Erforderniasen  genUgte  Bretschneider  und  am  5.  Joli  1830  wurde  er 
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TOD  der  Juris tenfftcaltSt  znm  BaccaUnrens  beider  Kecbte  creirt,  zdid 
konigl.  Bäcbeiechen  Notar  ernannt  nnd  unter  die  Zahl  der  akaderoiachen 
Docenten  anfgennmmen.  Von  Uichaelia  an  hielt  er  nunmehr  öffentliche 
Vorlesungen  über  römiache  Staats-  und  Rechtsgeecbichte ,  ingleichen  tlber 
deutsches  Kecbt  nnd  Lebnrecht,  und  obschon  die  Ooncurrenz  in  der 
jnristiBchen  FacnItSt  nicht  nnbedentend  war,  fanden  dieselben  doch  ihr 
Auditoriam  nnd  wnrden  mehrere  Semester  hindurch  regelmässig  fort- 
gesetzt. Nur  ein  beilSnfigei  Act  war  es,  dass  Bretschneider  sieb  im 
Winter  1830  auf  1831  um  das  Auditoriat  beim  kSnigl.  sScbsischen  Ober- 
hofgericht  zu  Leipzig  bewarb.  Er  erhielt  dasselbe,  wurde  am  1.  Februar 
1831  verjdichtet,  ist  jedoch  in  dieser  Stellung  wenig  in  Anspruch  genom- 
men worden.  Neben  seiner  Thätigkeit  anf  dem  jnristischen  Katheder  fand 
Bretschneider  wieder  mehr  Muse,  als  bisher,  um  Mathematik,  Physik 
u.  s.  w.  zu  betreiben.  Namentlich  setzte  er  den  Unterricht  in  diesen 
'Wissenschaften  fort,  den  er  auf  Brandes'  Anratken  bereits  seit  1829 
einzelnen  Studirenden  und  Gymnasiasten  ertheilt  hatte ,  um  auf  alle  Ffille 
«neh  einigermassen  für  das  Lehrfach  in  diesen  Dingen  sieb  auszubilden. 

So  war  Alles  eingeleitet,  um  eine  sich  bietende  Gelegenheit  snm 
Uebertritt  in  die  philosophische  FacoltXt  beherzt  am  Schöpfe  zu  fassen. 
Bretschneider  hatte  sogar  bereits  Schritte  gethan ,  sich  die  Doctor- 
wtirde  zu  erwerben,  als  er  infolge  des  längst  empfundenen  Einflusses 
des  Leipziger  Klimas,  sowie  der  mit  seiner  Habilitation  verbnuden  ge- 
wesenen attsserord entliehen  körperlichen  und  geistigen  Anstrengungen  in 
eine  langwierige  Krankheit  (das  Wecheelfieber)  verfiel,  die  ihn  nCthigte, 
gegen  Ende  de^  Jahres  1831  nach  Gotha  zurfickzukeb^en ,  wo  er  ärzt- 
licherseits den  Bescheid  erhielt:  nnr  eine  längere  gänzliche  Entfernang 
Ton  Leipzig  vermöge  seine  Wiederherstellung  zu  bewirken. 

Dies  war  eine  der  härtesten  Prüfungen ,  die  Bretschneider  in- 
seinem  Leben  betroffen  haben.  Nnr  widerstrebend  fügte  er  sich  und  trat 
auf  Betreiben  seines  Vaters,  der  in  dieser  Beziehung  sehr  eigenmächtig 
vorging,  zu  Ostern  1832  als  Auditor  in  das  herzogl.  Justizcollegium  zu 
Gotha  ein.  Seine  neue  Stellung  war  allerdings  mit  einer  nicht  anbedeu- 
tenden  Uenge  von  Arbeiten  verknüpft,  doch  waren  diese  minder  wich- 
tiger Art  nnd  er  behielt  mehr,  als  er  vermnthet  hatte,  Zeit  zu  fortgesetz- 
ten Studien  in  seinen  Liehlingsflchem  übrig.  In  jener  Zeit  war  es,  wo 
Bretschneider  neben  seinen  Amtageschäften  ganz  besonders  eifrig  nnd 
abgeschlossen  von  der  Anssenwelt  seinen  inneren  Neigungen  folgte  nnd 
snerst  verschiedene  Aufsätze  für  den  Druck  ansarbeitete,  welche  zum 
Theii  im  Crelle'ecben  „Jonmal  für  die  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik" erschienen  sind  (s.  den  Anhang).  Daneben  erthdlte  er  fort  und 
fort  Privatunterricht  in  der  Mathematik  und  nahm  hierbei  Gelegenheit, 
mannigfache  Versnebe  über  die  zweckmässigste  Methode  des  Vortrags  in 
dieser  Wissenschaft  anzustellen. 
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Di«  einzige ,  ilim  sehr  wobUhStige  Uaterbrecliang  dieses  bis  Michaelis 
1835  fortgesetzt«!!  Stilllebens  bestand  in  einer  Reise  nitch  der  Sehweia, 
welche  sein  Vater  im  SommeT  jenes  Jahres  aolftsslicb  des  Genfer  Befor- 
mationsjabiläams  ansftihrte  and  bei  welcher  er  sich  von  seiner  Frao,* 
seinem  HItesten  Sohne  nnd  einer  Tochter  begleiten  Hess. 

Mehr  als  je  widerte  Bretschneider  nach  seiner  Rfickkehr  die 
Juristerei  an  und  er  wagte  es  endlich,  seinem  Vater  bestimmte  dasfall- 
sige  Andentnngen  zn  machen.  Doch  dieser  war  tanh  gegenüber  den 
Klagen  seines  Sohnes  nnd  drang  heftiger  als  bisher  darauf,  dass  das 
Referendarexamen ,  zn  Velchem  derselbe  sieb  bereits  vor  Antritt  der 
schweizer  Beise  hatte  melden  müssen,  fördersamst  erledigt  werde.  Wie 
es  scheint,  sind  Bretschneider  bei  demselben  mancherlei  kleinliche 
Schwierigkeiten  in  des  Weg  gelegt  worden ,  die  Sache  rückte  nicht  recht 
Torwftrte,  der  Vater  drXngte,  der  Sohn  wnrde  immer  missmnthiger  and 
Alles  spitzte  sich  mehr  nnd  mehr  zn  einer  endlichen  Eatastrephe  zn. 

Da  trat  ein  Znfall  Ifisend  mn, 

Bretschneider's  früherer  Lehrer  Kries  musste  wegen  eintreten- 
der Benchwerden  des  Alters  zn  Michaelis  1835  seine  Unterrichtsstunden 
am  Gothaischen  Oymnasinm  aufgeben.  Ein  Vertreter  war  nicht  sogleich 
zn  finden ,  tüchtige  Mathematiker  waren  damals  eben  ansserhalb  der  Uni- 
versitKtsstSdte  selten.  Bretschneider,  die  Unmöglichkeit  einsehend, 
nach  Leipzig  zurückkehren  zn  können  und  in  der  juristischen  Praxis  sich 
nachgerade  vollständig  unglücklich  fühlend,  glaubte  die  Gelegenheit ,  als 
Hilfslehrer  am  Gymnasium  eintreten  zu  können,  nicht  Ters8nmen  zu  dür- 
fen, wiegte  sich  in  der  Hoffnung,  das  Provisorium  mif  Kries'  eigener 
Unterstützung  bald  in  ein  Defiuitivam  übergeleitet  zn  sehen,  und  ver* 
traute  sich  dem  Hausarzt  seines  Vaters,  dem  hochverdienten  Hofrath  Dr. 
Eerfit  in  Gotha,  an.  Dieser  hatte  schon  lange  mit  stilleni  Bangen  xn- 
gesehen,  wie  der  junge  Mann  sich  marterte,  seinem  jnristischen  Berufe 
irtvita  minerva  Genfige  zu  tfaun,  und  dabei  seine  Gesundheit  untergrub. 
Jetzt  trat  er  mit  der  Erklärung  an  den  Vater  heran:  „Wenn  Sie  nicht 
wollen,  daas  Ihr  Sohn  in  einigen  Jahren  zn  Grabe  getragen  wird,  se 
lassen  Sie  ihm  freien  Lanf,  seinen  innersten  Neigungen  zu  folgen;  ausser- 
dem stehe  ich  für  Nichts!"  Bretschneider's  Vater  erschrak.  Er  wil- 
ligte, wenn  auch  nngem  und  missmathig,  darein,  dass  sein  Sohn  den 
Jnstizdienst  qnittiite  und  sich  znr  Uebemahme  der  Kries'schen  Lehr- 
stunden  meldete.  Die  Genehmigung  des  Gesuches  etiess  auf  keiner!« 
Schwierigkeiten,  Bretschneider  wurde  zu  Michaelis  1835  durch  den 
damaligen  Oberhofprediger  Dr.  Jacobi  am  Gymnasium  zu  Gotha  als 
Hilfslehrer  eingeführt  und  sofort  stellte  sich  seine  enorme  Begabung  1^ 
den  Unterricht  so  augenfällig  heraus,   dass  selbst  sein  Vater  ttbenengt 


*  Der  sweiten;  BretBchneidsr'e  Mutter  war  1S38  Terstorbra,  r 
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wurde  and  aufborte,  ihm  die  Uiialichkeit  des  Bernfswechsets  vorzuhalten. 
„Mein  Sohn  ist  an  seinem  Platze!"  war  seine  Äeassernng,  als  er  snin 
ersten  Male  in  seiner  Eigenschaft  als  Epborns  des  Gymnasiums  den  Sohn 
fiffentlich  hatte  examiniren  hören. 

Die  obenerwXhnten  Abhandlungen  Bretachneider's  im  Crelle- 
schen  Journal  hatten  inmittelst  bereits  die  Aufmerksamkeit  fachmänni- 
scher Kreise  erregt  und  wurden  Veranlossnng ,  dass  an  den  genannten 
Jacobi  im  Winter  1835  auf  1836  von  Eurhessen  ans  der  Auftrag  erging, 
Ba  eondiren,  ob  der  Verfasser  geeignet  and  geneigt  sei,  die  erledigte 
Stelle  eines  Frofegsors  der  Mathematik  am  Gymnasinm  zu  Rinteln  za 
abemehmen.  Auf  Jacobi's  Bath  reiste  Bretschneider  persönlich 
nach  Rinteln;  die  Sache  zerschlng  sich  jedoch  aus  änaserlicbea,  hier  nicht 
intereasirenden  Grflnden.  Sagegen  bot  sich  gleich  darauf  eine  andere 
Gelegenheit  für  Bretschneider,  ein  seinen  Neignngen  entsprechendes 
sicheres  Unterkommen  zn  finden. 

Gegen  Ende  1835  gedieh  der  Plan  der  Errichtung  einer  Realscbnle 
höherer  Ordanng  in  Gotha  zur  Reife.  Die  Anstalt  sollte  mit  drei  Classen 
zo  Ostern  1836  erfiffnet  werden.  Es  war  die  Stelle  eines  Lehrers  der 
Mathematik  nnd  Geographie  zu  besetzen.  Bretschneider,  schnell  ent- 
schlössen,  bewarb  sich  um  dieselbe.  Et  hatte  nur  einen  Mitbewerber. 
An  competenter  Stelle  wurde  fQr  ihn  entschieden  und  dem  jetzt  voll  in 
die  Waagschale  geworfenen  Einfinss  seines  Vaters,  verbunden  mit  dem 
ehrlichen  Lobe,  das  seiner  BeAhigung  zum  Unterricht  selten  des  Lehrer- 
colleginus  am  Gymnasium  ertheilt  wurde,  verdankte  er  die  Anstellung 
als  erster  Lehrer  an  der  gedachten  Anstalt  mit  dem  Titel  „Professor"* 
nnd  sah  sich  auf  diese  Weise  unerwartet  mit  einem  für  damalige  Zeiten 
anskSmmlichen  Gehalt  von  500  Thal ern  in  einer  Stellung,  welche  seinen 
Wfinschen,  nachdem  er  auf  die  akademische  Carriäre  verzichtet  hatte, 
BnnSehst  vollstKadig  entsprach. 

Der  Missklang  zwischen  Vater  und  Sohn  war  tUt  immer  beseitigt, 
nnd  wenn  irgend  Etwas  Bretschneider  als  einen  ethisch  reinen,  wahr- 
haft selbstlosen  Charakter  zu  kennzeichnen  im  Stande  ist,  so  ist  es  dies, 
dass  diese  AuBBöhnnng  einen  Stein  von  seiner  Seele  nahm,  dass  er  sei- 
nem Vater  nie  mit  einem  Worte,  nie  mit  einer  Andeatung  nahe  gelegt 
hat,  daae  dessen  eiserner  Wille  ihm  manches  Jahr  aufreibender,  verlore- 
ner Geistesarbeit  sufgehürdet  hatte,  dass  er  seinem  Vater  vielmehr  bis 
an  dessen  Lebensende  (1848)  mit  kindlicher  Verehrung  zugethan  war  and 
oft  nnd  gern  rtlhmte,  was  er  ihm  in  Wahrheit  auch  zu  verdanken  hatte 
—  jene  allseitige  Bildung,  die  ihm  Süssere  Gltlcksgfiter  zwar  nie  ein. 
gebracht,  dagegen  hohe  innere  Befriedigung  gewährt  und  weit  über  den 


•  Ohne  weiterei  Examen.    Das  Prtlfongawe<en  im  höheren  Scbulfaeh  entbehrte 
Is  in  Gotha  aberhaupt  noch  gänzlich  der  gcMtziichen  Regelung.   ^  .(K>^lc 
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geistigen   Standpunkt  Vieler   emporgehoben  bat,    die    das  Leben    in    Att 
Folge  in  seine  Nähe  Btetite. 

Bre tschneider  lebte,  wie  sieh  leicht  denken  l&iBt,  vollständig 
neu  auf.  Seine  Gesundheit  kräftigte  sich,  er  reiheirathete  sich  noch  in 
Jahre  1836-  Glückliche  BeziehuDgen  zum  elterlichen  und  scbwiegerelter' 
licbeii  Hanse  und  Tielleicbt  auch  die  Furcht  vor  dem  Leipziger  Klina 
liessen  ihn  1838  einen  Ruf  als  Professor  der  Mathematik  an  der  Ntcolü- 
Bchnle  zu  Leipzig  ausschlagen,  das  InteresBe  an  der  Anstalt,  der  er  an- 
gehörte, tn  derselben  Zeit  eine  Vocation  an  das  Gothaiscbe  Gymnaaiuin. 
Neben  seinem  Lebrerbernf,  dem  er  mit  Feuereifer  oblag,  Gchriftstellerte 
er  fortab  fleissig.  Eine  ganze  Reihe  von  Aufsätzen  inserirte  er  dem 
damals  ins  Leben  getretenen  6  r u n e r t  'scheu  „ Archiv"  nad  dieselbeii 
haben  zur  Begründung  des  Rufes  dieser  Zeitschrift  nicht  unerheblich  bet- 
getragen. Änch  eine  höchst  praktische  „Prodactentafel"  gab  er  in  jener 
Zeit  heraas  (s.  den  Anbang). 

Im  Jahre  1839  wurde  er  ständiger  Hitarbeiter  der  DannsUidter  „All- 
gemeinen Schul zeituDg",  hat  jedoch  die  ThStigkeit  an  diesem  Blatte, 
dessen  Zwecke  mit  seinen  Neignngen  weniger  zusammenfielen ,  bald  wie- 
der angestellt. 

Im  Jahre  1844  erschien  sein  erstes  grösseres  Werk,  das  „Lehr- 
gebHude  der  niederes  Geometrie"  (Jena,  bei  Friedrich  Frommann).  Von 
kundiger  Seite  ist  wohl  behauptet  worden,  dass  dieses  Buch  weniger  ein 
Lehrbuch  für  AnHiiiger,  als  ein  Handbuch  zum  Selbststudium  für  Solche 
sei,  die  zur  Mathematik  von  innen  heraas  und  durch  das  Talent  getrie- 
ben würden.  Wohl  mag  es  mehr  eotballen,  als  gemeiniglich  von  des 
Lehrern  der  Mathematik,  nameutlich  auf  Gymnasien,  den  Schülern  ge- 
boten ZQ  werden  pflegt  und  geboten  werden  darf,  aach  mag  dasaelbe 
wesentliche  Abweichungen  von  dem  bis  dabin  üblich  Gewesenen  über- 
haupt enthalten.  Doch  ist  zu  bedenken,  dass  Bretschneider  bei  Ab- 
fassung des  Buches  ans  Süsseren  Gründen  sieb  vielfach  den  Anschaa- 
ungen  seines  Directors,  des  nunmehr  versturbenen  Dr.  Trangott  Mül- 
ler, unterordnen  musete,  und  dass  doch  ancb  aus  dem  Bnche  selber  för 
den  Sachverständigen  ohne  Weiteres  hervorgebt,  dass  der  Verfasser  in 
demselben  znnXchst  dem  Lehrer  in  streng  systematischer  Folge  den  zu 
verarbeitenden  Stoff  vollständig  darbieten  wollte,  dabei  aber  voranssetzte, 
dass  der  Masse  der  Schüler  nur  das  leicht  auszuscheidende  Allgemeine 
dedncirt,  die  Fülle  der  zum  Theil  höchst  feinen  Einzelheiten  aber  ledig- 
lich dem  —  nßthigenfalls  privaten  —  Austausch  zwischen  dem  Lehrer 
und  den  strebsamen  und  talentvolleren  Schttlem  vorbehalten  blei- 
ben müsse. 

Als  Cnriosum  sei  hier  erwähnt,  dass  Bretschneider  in  späte- 
ren Jahren  mit  einer  Art  von  Behagen  constatirt  bat,  wie  Abschnitte 
auH  den  „Erweiterungen"   betitelten  Theilen  seines  Buches  sammt  allen 
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Dnickf«hUin  in  einem  Programm  des  O^mnaBiams  eines  entlegenen  Gaues 
ansetes  Vaterla-ndes  als  selbstatändiges  Elaborat  des  dortigen  Hathematj- 
kera  fignrirten,  dass  er  in  seiner  Gatmüthigkeit  aber  nur  eiklärte:  „Was 
mag  der  Hecht  für  eine  Frende  gehabt  haben ,  als  er  seine  Angst  los 
warl"  nod  der  Sache  nie  wieder  Erwähnnng  that. 

BretBchneider's  LehrersteUang  brachte  es  mit  sich,  dass  er  auch 
in  der  Geographie  anf  schriftstellerischem  Gebiet  sich  legte.  Zunächst 
zn  seiner  eigenen  Bequemlichkeit,  um  IXstiger  Dictate  tiberhobeu  sn  sein, 
verfasste  er  1847  einen  kleinen  „Leitfaden  für  den  geographischen  Unter- 
richt an  GymnnBien  und  Realschulen"  (Gotha,  bei  Justns  Perthes)  nnd 
traf  damit  vom  pädagogischen  Standpunkte  ans  das  Richtige  so  sehr,  dass 
das  Werkchen  bis  anf  die  neueste  Zeit'  herab  eine  ganze  Reihe  von  Anf' 
lagen  erlebte  und  den  Namen  des  Verfassers  bei  einer  grossen  Anzahl 
von  Schulanstalten  einbürgerte. 

Ziemlich  in  dieselbe  Zeit  fallt  als  Frucht  seiner  seitweisen  Verwen- 
dung im  Gescbicbtsnuterricht  das  Erscheinen  seiner  „HistoriBchen  Wand- 
karte, das  Zeitalter  der  Reformation  darstellend"  (ebenfalle  bei  Justos 
Perthes),  eine  Atbeit,  welche  sich  des  Beifalls  einer  nicht  geringen  An- 
zahl von  Pädagogen  erfreute  und  welcher  im  Jahre  1856  in  demselben 
Verlage  du  „Historisch -geographische  Wandatlas  nach  Carl  t.  Sprnner" 
folgte.  Von  letzterem  Werke  besorgte  der  Herausgeber  die  zweite  Auf- 
lage im  Jahre  1876,  die  letzte  wissenschaftliche  Arbeit,  die  er  vor  seinem 
Tode  znm  Abschlnsa  gebracht  sah.  Mit  Jnstus  Perthes'  geographischer 
Anstalt  stand  Bretschneider  äberhaupt  während  seines  Lebens  stets 
in  regstem  Verkehr.  Den  verstorbenen  Chefs  derselben,  Wilhelm  nnd 
Bernhard  Perthes,  war  er  perefiulich  beflrenndet  nnd  bat  mehr  als  eine 
Arbeit  im  Auftrag  der  Anstalt  ausgeführt,  so  z.  B.  die  Bedaction  des 
Textes  von  Barth's  Reise  nach  dem  centralen  Afrika  n.  A.  m. 

Auch  mit  anderen  Gelehrten,  Damentlich  Mathematikern,  nnterhielt 
Bretschneider  regen  geistigen  Verkehr  nnd  ganz  besonders  fruchtbar 
fUr  ihn  war  sein  Umgang  mit  dem  bertthmten  Anal7tikeT  C.  G.  J.  Jacobi, 
der  1849  seinen  Wohnsitz  in  Gotha  aufschlug,  auf  Bretscbneider's 
damalige  Studienrichtung  erheblichen  Einfluas  ausflbte  nnd  ihn  persönlich 
hoch  schätzte.  Eine  verdienstvolle  nnd  originelle  Abhandlung  Bret- 
scbneider's in  Crelle'a  Journal  (vergl.  den  Anhang  sab  II,  20)  ist 
anf  Jacobi's  directe  Anregung  entstanden.  Jacobi's  bald  darauf  er- 
folgter jäher  Tod  versetzte  Bretschneider  in  tiefe  Traner. 

Im  Jahre  1856  veröffentlichte  Bretschneider  sein  „System  der 
Arithmetik  und  Analysis"  (Jena,  hei  Friedrich  Mauke),  ein  Buch  von 
anerkanntem  Werthe ,  in  welchem  Das ,  was  hier  und  da  am  „Lehr- 
gebäude der  niederen  Geometrie"  getadelt  worden,  in  glücklicherweise 
vermieden  ist,  während  dasselbe  doch  den  impuuirend  streng  wissen- 
schaftlichen  Gang  jenes  Erstlings-  und  Lieblings  Werkes   des  Verfassers 
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abermaU ,  nnr  id  glücklicherer,  knapper  gewählter  Form  Tollwi^end  tu 
GeltuDg  bringt. 

Im  nSmlichen  JahTC  widerfuhr  Bretschneider  die  Ehre,  zum  wirk- 
lichen Mitgliede  des  uKtarwiBaeaschaftlicben  Vereins  f^  Sacheen  und 
Thüringen  in  Halle  ernannt  211  werden. 

Bie  zam  Jahre  1870  erechien  ein  neues  grösseres  Werk  ans  Bret- 
echneider's  Feder  nicht  wieder.  Ni chts des to weniger  widmete  er  anch 
in  dieser  Periode  seines  Lebens  die  Zeit,  welche  ihm  der  eigentliche 
Beruf  übrig  liess,  unausgesetzter  wissenschaftlicher  ThäUgkeit.  Abgesehen 
davon ,  dass  er  die  verschiedenen  sich  nSthig  machenden  nenen  Auflagen 
seines  geographischen  Leitfadens  besorgte  und  verschiedene  serstrente 
Abhandlungen  schrieb,  arbeitete  er  nach  und  nach  eine  zweite  Auflage 
seines  „Lehrgebäudes  der  niederen  Oeometrie!*  ans,  welche  zwar  ba 
seinen  Lebzeiten  nicht  zur  Pnblication  gelangt  ist,  jedoch  im  Hanns cript 
drnckfertig  vorliegt  nnd  eine  zum  Theil  gänzlich  veränderte  Beubeitnng 
nnd  Anordnung  des  Stoffes  nachweist,  nnd  bereitete  vor  allen  Dingen 
sein  letztes,  geradezu  epochemachendes  Werk  vor,  das  1870  bei  B.  G. 
Tenbner  in  Leipzig  erschienene  Buch:  „Die  Geometrie  und  die  Geometer 
vor  Enklides,  ein  historiBcher  Versuch",  eine  Schrift,  welche  Bret- 
schneider allezeit  einen  geachteten  Namen  in  der  mathematischen  Well 
sichern  wird. 

Die  Eotstehnngsgescbichte  dieses  Buches  weist  auf  die  Schicksale 
der  Anstalt  zurück,  bei  welcher  Bretschneider  im  Jahre  1836  als 
Lehrer  eintrat. 

Das  „Realgymnasium"  (dies  war  der  officielle  Titel  der  Anstah] 
bestand  bis  zum  Jahre  1859  als  selhstständiges  Bildnngsinstitut  fort,  war 
bis  dahin  allmälig  zu  einer  sechgclassigen  Anstalt  erweitert  worden  und 
hatte  einmal  das  Directorat  gewechselt;  im  Jahre  1S44  nämlieh  hatte 
dasselbe  an  Stelle  des  einem  Rufe  nach  Wiesbaden  folgenden  Dr.  Tran- 
gott Müller  der  bisherige  Director  der  hfibern  Bürgerschnle  sn  Aschers- 
leben, Friedrich  Wilhelm  Looff,  fibemommeD.  Eine  Reihe  tbeilt 
eigenthttmlicber  DmstXnde,  deren  Darlegung  in  eine  Geschichte  der  An- 
stalt, nicht  in  diese  Zeilen  gehört,  veranlasste  das  hersogl.  Staatsmini- 
sterium  zu  Gotha  im  Jahre  1859,  die  Anstalt  mit  dem  „Gelehrten  Gym- 
nasium" zn  einem  Ganzen  unter  dem  Namen  „Gymnasinm  Ernestinun" 
nnd  unter  dem  Directorat  des  ans  Posen  berufenen  Dr.  Joachim  Har- 
quardt,  eines  Philologen  von  anerkanntem  Rufe,  zn  verbinden.  Bret- 
schneider kam  von  diesem  Zeitpunkte  ab  wieder  in  innigere  Berühmog 
mit  einer  ganzen  Reihe  von  Männern,  welche  vornehmlich  den  Geist  de* 
klassischen  Alierthnms  cnltivirten.  Sein  Interesse  an  diesem  unvergBng- 
licben  Urquell  aller  wahren  Bildung,  welches  nnr  geschlummert  halte, 
aber  nichts  weniger  als  abgestumpft  war,  erwachte  zu  neuem  Leben.  Es 
verursachte  ihm   inniges  Behagen,  dass  sein  Director  und  seine  neuen 
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Coltegen  in  ihm  einen  Uann  fanden,  der  aein«  Griechen  und  BSmer  noch 
anstRadelos  las  und  verstand;  der  Zufall  ftthrte  ihn  anf  nHbere  Beechaf- 
tignng  mit  Montncla's  Publicationen  über  die  vorenklidiache  Geometrie,' 
er  kam  zu  der  Ueberzengnng,  dasa  dieaelben  veracbiedener  Richtigstel- 
lungen bedürftig  seien,  die  Neuheit  der  Sache  reilfc  ihn,  die  reiche,  von 
ihm  selber  gröastentfaeile  ganz  neu  geordnete  Bibliothek  dea  Gymnasiums 
lieferte  ibm  zahlreiche  Quellen  zu  den  einschlägigpn  Studien,  das  Feh- 
lende suchte  er  theils  in  der  Bibliothek  des  Friedenatein  aue  dem  Staube 
der  Jahrhunderte  zusammen,  theils  verschaffte  er  es  sich  durch  seine 
ausgebreitete  Bekanntschart  in  der  gelehrten  Welt,  und  so  entatand  nach 
and  nach  das  Mannsctipt  zu  jenem  biatoriach - kritiacben  Werke,  das 
Bretscbneider's  Namen  noch  an  der  Schnelle  des  Greisenalters  plötz- 
lich weit  über  die  Grenzen  des  deutschen  Vaterlandes  hinaus  bekannt 
machte.  Es  wäre  tlberfiUasig,  hier  noch  ein  Wort  ttber  die  Bedeutung 
einer  Arbeit  hinzuzuftigen ,  welche  gerade  in  dieser  Zeitschrift  (Bd.  XVI, 
Literaturztg,  S.  65 — 70)  eine  eingehendere  lobende  Besprechung  erfuhr; 
das  aber  kann  gesagt  werden:  Es  ist  lebhaft  zu  bedauern,  dass  Bret- 
Schneider  nicht  in  frtibereu  Jahren  dazu  gelangt  ist,  die  historische  Seite 
seiner  Wissenschaft  zu  cnltirireQ;  er  würde  Bedeutendes  geleistet  haben 
nnd  die  Frucht  seiner  umfassenden  Geistesbildung,  die  namentlich  auch 
die  formale  Seite  der  ElaaaioitSt  in  sich  begriff,  würde  ibm  noch  voller 
gereift  nnd  noch  eher  in  den  Schooss  gefallen  aein. 

Der  Erfolg,  den  sein  letztes  Werk  gehabt,  feuerte  ihn  mächtig  an, 
auf  der  betretenen  Bahn  fortzuschreiten.  Verschiedenes  in  seinem  lite- 
rarischen Nacblaas  deutet  darauf  hin ,  dass  er  allen  Ernstes  an  einer  Fort- 
setzung des  Buches  gearbeitet  hat.  Doch  die  Kraft  des  Körpers  hielt 
mit  der  des  Geistes  nicht  gleichen  Schritt.  Im  Jahre  1872  befiel  ihn  zam 
ersten  Male  ein  heftiges  Unwohlsein,  welches  auf  das  Vorhandensein 
eines  lange  vorbereiteten  Nierenleidens  hindeutete.  Die  Zufälle  wieder- 
holten sich  und  legten  Bretschnetder  den  ungewohnten  Zwang  anf, 
die  unausgesetzte  TbStigkeit  am  Schreibtisch  auf  das  notbwendtgste  Mass 
KU  beschränken.  Im  Jahre  1876  verdunkelte  sich  plötzlich  die  Sehkraft 
auf  seinem  rechten  Ange.  Hierdurch  gerieth  seine  wissenschaftliche  Thä- 
tigkeit  noch  mehr  ins  Stocken.  Wiederholt  setzte  ibm  aein  Nierenleiden 
zu,  im  Frühjahr  1878  so  hart,  dasa  ea  dauernde  Körperschwäche  zuriick- 
liess  nnd  ihn  n&tbigte,  zu  Michaelis  desselben  Jahres  mit  schwerem  Her- 
zen sein  Gesuch  um  Versetzung  in  den  Ruhestand  einzureichen.  Seinem 
Wunsche  wurde  stattgegeben.  8e.  Hoheit  der  regierende  Herzog,  der 
ihn  schon  früher  durch  Verleihung  des  Ritterkreuzes  II.  Classe  des  Erne- 
stinischen  Hansordens  ausgezeichnet  hatte,  ertbeilte  ibm  das  Prfidicat 
„Hofrath"  und  ein  acbmeicbelhaftes  Schreiben  des  herKoglichen  Staats- 
ministeriums  würdigte  seine  Verdienste  auf  pädagogischem  und  wissen- 
■ehaftlichem  Gebiete  in  ehrender  Weise.     Nicht  lange  sollte  er  sich  der 
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ihm  nachgerade  wohlthHtigen  EntbindiiDg  vom  Lehreramte  erfreuen  — 
im  October  1878  vatf  ifaa  eio  erneuerter  heftiger  L  ei  de  db  an  fall  auf  du 
Krankenlager  und  am  6.  November,  Horgene  gegen  3  Ubr,  entschlief  er 
—  wie  sein  fester  Qlanbe  war,  zn  höherem  Dasein  — ,  hetranert  hienieden 
ausser  von  seinen  Ä^ebSiigen  von  einer  dnrcb  alle  Lande  serstrenten 
Schaar  aufricbtiger  Frennde  und  dankbarer  Schüler,  die  sein  Andenken 
segnen. 

Mit  knraen  Strichen  seien  die  Famiüenverbfiltnisse  des  Entschlafenen 
gesetcbnet. 

Seine  erste  Gattin,  eine  Tochter  des  Kaufmanns  und  Senators 
Johann  Friedrich  Amoldi  in  Gotha,  raabte  ihm  schon  1841,  nachdem 
sie  ihm  zwei  Söhne  geboren,  der  Tod,  Seine  zweite,  ebenso  glückliche 
Ehe  mit  einer  Tochter  des  grossherzogl.  Oberbau dtrectors  C.  W.  Coudray 
in  Weimar  wKhrte  bis  zun  Jahre  1853,  wo  ihm  auch  diese  Gattin  ver- 
starb.  Auch  sie  hatte  ihm  zwei  Säbne  geboren.  Die  Sorge  um  vier  der 
hftnslicben  Erziehung  noch  bedürftige  Kinder  nStbigte  ibn  zu  einer  drit- 
ten Heiratb  und  in  einer  Tochter  des  Terstorbeneu  grossherzogl.  weima- 
rischen  Kammersängers  Moltke  (eines  Zeitgenossen  Goethe's)  fand  er  dne 
ebenso  gebildete,  als  welterfabrene  Geffibrtin,  die  ihm  alle  Sorgen  des 
täglichen  Lebens  abnahm  und  bis  zu  seinem  letzten  Atbemsnge  treu  nnd 
mit  bobem  Verständniss  für  sein  inneres  Geistesleben  zur  Seite  stand. 
In  den  letzten  Jahren  seines  Lebens  traf  Bretscbn  eid  er  noch  der 
Schmerz,  seinen  zweiten  Sohn  erster  Ehe  im  besten  Mannesalter  zu  ver- 
lieren. Schwere  Leiden  sind  ihm  sonach  nicht  erspart  geblieben,  aber 
er  ist  ihrer  Herr  geworden  durch  die  unversiegliche  ElaBÜcitKt  seines 
Geistes,  sie  haben  ihn  nicht  zu  beogen  vermocht  1 


Blicken  wir  nun  resumirend  zurück ,  so  liegt  ein  Leben  vor  uns  aus- 
gebreitet, das  voll  Mühe  und  Arbeit  war,  aber  deshalb  köstlich. 

Bretscbneider  war,  wie  sich  ans  vorliegenden  Zeilen  von  selber 
ergiebl,  vor  allen  Dingen  em  mit  zXher,  unermüdlicber  Arbeitskraft  und 
energischem  Willen  ausgerüsteter  Mensch.  Leben  hiess  bei  ihm  Arbeiten- 
Wenn  mau  bedenkt,  dass  er  nach  allen  Anstrengungen  seiner  Universitit»- 
jähre  als  Mann  bei  zeitweise  über  30  berafsmHssigen  wöchentlichen  Un- 
terrichtsstunden, anf  welche  er  sich  stets  sorgsam  vorbereitete  nnd  welche 
stets  eine  unerquickliche  Menge  von  Correctnrarbeiten  mit  sich  führten, 
noch  Zeit  nnd  Kraft  fand ,  bis  in  das  spätere  Mannesalter  hinein  QDsns- 
gesetzt  Privatstunden  zu  ertheilen  ,*  daneben  stets  fortstudirte  und  wissen- 
scbaftlich  producirte,  in  den  1850  er  Jahren  7  Jahre  lang  das  Amt  eioe* 

i.  17  Jahre  lang  in  dem  licheren  TSchterinstitat  d«*  tOa- 
1  Gotha  als  Lehrer  der  Geographie. 
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StadtTerordneton  in  der  9iadt  Gotha  bekleidete*  und  endlich  noch  eine 
erspri cssliche,  frachtfaTingende  Thätigkeit  als  Mitglied,  zuletzt  z.  g.  Meister 
vom  Stnhle,  der  gothaischen  Freimaurerloge  „Ernst  zum  Oompass*  ent- 
faltete, so  wird  man  die  höchste  Achtung  solcher  Tüchtigkeit  nicht  versagen. 

Tfichtigkeit  und  strebsame^  Sinn  ehrte  Bretschneider  unbedingt 
nnd  Überall,  wo  er  ihn  fand.  Wer  seine  Pflicht  that,  wie  er,  der  war 
BeiuFrennd,  gleichgiltig,  ob  er  hoch  stand  oder  niedrig.  Hohlheit  und 
ftasserer  Schein  waren  ihm  zuwider.  Wo  diese  sich  ihm  aufdrängten, 
konnte  er  leicht  schroff  werden  und  vergass  dabei  sogar  manchmal  die 
Regeln  der  Voreicht.  Bei  gleicbgiltigem  Gespräch  in  geselligen  Kreisen 
hielt  er  nur  ungern  Stand;  er  kannte  das  BedUrfniss,  sich  von  ernster 
Arbdt  in  öffentlicher  Gesellschaft  zu  erholen,  nicht.  Seine  Erholung 
bestand  in  früheren  Jahren  in  der  Pflege  der  Musik,  in  der  er  selber 
Heister  war,  späterhin  mehr  nur  in  der  Cnltirirnng  feinerer  Geselligkeit 
im  Familien-  und  ansgewählten  Freundeskreise.  So  lange  er  arbeitete 
in  sich  gekehrt,  konnte  er  einen  liebenswürdigen,  in  jtlngeren  Jahren 
bis  znr  Witzigkeit  gesteigerten  Humor  entwickeln  ,  sobald  er  unter  Gleich- 
gesinnten ans  sich  heraustrat.  Ihm  unsympathische  Persönlichkeiten  und 
Verhältnisse  that  er  lieber  mit  meist  treffenden  Sark»smen  ab,  als  dass 
er  lange  widerlegte  und  sich  dabei  ärgerte.  So  lange  es  ging,  fasste  er 
überhaupt  gern  Alles  von  der  heiteren  Seite  auf  und  erst  in  seinen  letz- 
ten Lebensjahren  warf  körperliches  Leiden  einen  Schatten  yon  Schwer- 
muth  dauernd  Über  sein  im  Grunde  kindlich  frohes  Gemüth.  Wahre  Re- 
ligiosität wohnte  ihm  unveränderlich  inne,  obschon  er  auf  die  äussere 
Ansttbnng  kirchlicher  Pflichten  nur  untergeordneten  Werth  legte;  er  er- 
klärte dieselbe  wiederholt  und  nachdrücklich  fUr  ein  Gut,  für  welches 
philosophische  Specnlatiouen  keinen  Ersatz  bieten  könnten.  Die  mo' 
deroste,  ziemlich  materialistisch  angehauchte  Richtung,  welche  die  Natur- 
wissenschaften eingeschlagen  haben,  verfolgte  er  mit  einem  gewissen  Miss- 
behagen nod  bezeichnete  sie  als  unhaltbar. 

Seinem  innersten  reichen  Geiatesleben  haben  natürlich  nur  Wenige 
dauernd  nahe  gestanden;  Viele  aber,  die  als  Freunde  und  Bernfsgenossen 
wenigstens  einigen  Einblick  in  dasselbe  gethan,  und  'Pausende,  die  als 
Schüler  zn  seinen  Füssen  gesessen  haben ,  werden  stets  mit  inniger  Freude 
sich  seiner  als  eines  Hannes  erinnern,  der  ihnen  Allen  Achtung  abzwang 
lediglich  durch  das  Gewicht  seiner  Persönlichkeit,  durch  die  Urbanität 
seines  ganzen  Wesens,  durch  die  Frische  und  Innerlichkeit,  mit  der  er 
sich  mittbeilte,  mit  einem  Worte  durch  den  Zauber  seiner  Individualität, 
die  sich  unbefangen  gab,  wie  sie  war,  ond  die  es  unmöglich  erscheinen 
liess,  ihrem  Träger  jemals  unebrerbietig  zu  begegnen. 


'  Auch  in  diesem  „Ehrenamt"  arbeitete  Bretschneider. 
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Anhang. 


Verzeichniss  der  im  Druck  erschienenen  SclirifteB 
C.  A.  Bretschnelder's. 


1.  Schulze,  Dr.  G.  L,,  Das  veranschaulichte  Weltsystem  etc. 

2.  Derselbe,   AnsfUbrl.   Beschreibuiig   EUtio  nomisch  er  VeninnlichnDga- 

werkzenge  etc. 

(Im  AUgemeiuen  Anzeigei  der  Dentschen,  Johig.  1839  Nr.  178.) 

3.  Focke   Hoiseen  Müller,. Elemente   der  Arithmetik  nnd  Algebr» 

in  System,    Commentar  nnd  Anwendungen.     Potadam  1839.     8^ 
(Jahn'»  Jahrbflcher,  27.  Bd.  a  856—888.) 

4.  FrancoeuT,   Vollständiger  Lehrcnrsns   der  ^Mathematik.     Hacb  der 

4.  Auflage  übersetzt  von  Edm.  Kfllp. 

(AUgem.  Schnlzeitiuig,  Jahrg.  1840  Nr.  32  u.  83.) 

5.  Zehender,  An  ran  gs  grün  de   der  Mathematik,    I.  Theil.     Bern  1839. 

(ibid.,  Jabrg.  1840  Nr.  96.) 

6.  Littrow's  Himmelsatlas. 

{ibiä.,  Jahrg.  1840  Hr.  1G9.) 

7.  Hermann,  Die  Zahlenreihe  nnd  ihre  Anwendung  im  bargetlichen 

Leben.     Darmstadt  1839. 
(ifrid.,  Jahrg.  1841  Nr.  »0.) 

8.  V.  Sydow,  Wandkarte  Über  alle  Tbeile  der  Erde. 

(ibid.,  Jahrg.  1811  Nr.  3,  4,  G.) 

9.  Btihlmann,  Lo  garitbmi  ach  -  trigonometrische  Tafeln.     2,  Auflage. 

(ibid.,  Jahrg.  1841  Nr.'  188.) 

10.  Frestel,  Lehrbuch  der  Arithmetik  nnd  Algebra. 

(ibid.,  Jahrg.  1841  Nr.  71  n.  73.) 

11.  Scbeiling,  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  Stereometrie  nnd'Kegel- 

Bchnitte.    Lübeck  1839. 

(ibid.,  Jahrg.  1842  Nr.  50  a.  61.) 

12.  Francke,  Die  Elemente  der  Zahlenlehre  in  System  und  Betspielen. 

(ibid.,  Jahrg.  1843  Nr.  31.) 

13.  Moosbrugger,  Analytische  Geometrie. 

(Looffa  p&dagog.  Zeitschr.,  Jahrg.  1846.) 

14.  Snell,  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  nnd 

15.  WitzBcbel,  Gmndlehren  der  nenereo  Greometrie. 

(Cantor'a  Zeitschrift  fQr  Mathematik  u.  Natarwisiensobaften,  Jabig. 
1868.) 
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XL   EUnzelnQ  AbliaiidluDCSii. 

1.  Beiträge  zar  sphäriacben  Trigonometrie. 

(Crelle'B  Journal,  Bd.  13.) 

2.  Theoriae  logarilhmi  integralis  lineamenla  nova, 

(»Md.,  Bd.  15.)- 

3.  Von   den  Relationen,   welche  zwischen  den  Halbmeseem  der  sphäri- 

schen Dreiecken  «in-  und  nm geschriebenen  Kreise  stattfinden. 
(Programm  des  Realgymnaeituns  zu  Qotba  1B38.) 

4.  Nene  Methode,  die  rationalen  nnd  irrationalea  Wurzeln  nnmeiiscber 

Gleichungen  zn  finden. 

(Leipzig  bei  Tobb,  1838.    4».) 

5.  Beiträge  zur  Untersacbnag  der  dreiseitigen  Pyramide. 

(Grunert'a  Archiv,  Bd.  1  S.  1.) 

6.  Tafel  der  Pytbagoräi sehen  Dreiecke. 

(«Md.,  Bd.  1  S.  ee.) 

7.  Bigenscfaaften    der   ungeraden  Zahlen   in  Bezog  auf  beliebige  Poten- 

zen der  einzelnen  Glieder  der  natürlichen  Zahlenreihe; 
iOnd.,  Bd.  1  S.  415.) 

8.  Trigonometrische  Relationen  zwischen  den  Seiten  nnd  Winkeln  zweier 

beliebiger  ebener  oder  sphärischer  Dreiecke. 
{ibid.,  Bd.  2  S.  1S2.) 

9.  Dntersnchnng     der    trigonometrischen    Relationen    des    geradlinigen 

Vierecks. 

(.Wd,,  Bd.  2  S.  226.0 

10.  Ueber  eine  Aufgabe  der  praktischen  Geometrie. 

(tWd.,  Bd.  2  8.  431.) 

11.  Ueber  das  Pothenot'sche  Problem. 

(tWd.,  Bd.  2  S.  433.) 

12.  Ueber  die  Berechnung  der  Länge  und  Breite  eines  Gestirns  ans  ge- 

rader Anfsteignng  nnd  Abweichung  und  umgekehrt. 
{ibid.,  Bd.  2  S.  339.) 

13.  Dabnngsaufgaben  für  Scbttler. 

{ibid.,  Bd.  2  S,  330.) 

14.  Berechnung  der  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen,  sowie  mehre« 

rer  anderer  mit  ihr  zusammenhängender  Zahlen. 
{ibid.,  Bd.  3  S.  27.) 

15.  Ueber  die  abgeleiteten  Vierecke,   welche  von  je  vier  merkwürdigen 

Punkten  des  geradlinigen  Vierecks  gebildet  werden. 
(tl>td.,  Bd.  3  8.  8fi.) 

16.  Synthetischer  Beweis   der   Incommensarabüität   zweier  Geraden,    die 

sich  wie  ^3il  verhalten. 

(tM.,  Bd.  8  8,  440.)  /ioO^lc 
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17.  Ueber  die  Anflöanng  der  kübiacbeo  Gleiclinngen. 

(ibid.,  Bd.  4  8.  410.) 
IS.  Arithmetische  Sätse. 

(ibid.,  Bd.  13  S.  2!3.) 

19.  Elementare  Entvickelnng  der  Gaass'Bcben  Methode,  die  Werthe  be- 

wegter Integrale  zn  bestimmen. 

(ProgrMnm  des  RealgjmnaeiamH  zu  Gotha,  1S49.) 

20.  Tafeln  ttlr  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Biquadrate  tod  1—4100. 

(Crelle'B  Jonraal,  Bd.  46  8. 1.)      ' 

21.  Tafeln  für  die  hyperbolischen  nnd  cykliacben  Integralfan ctiooen  nod 

die  Integrallogarithmen. 

(SchlBmilcb's  Zeitschrift,  Bd.  6.) 

22.  Ueber   die    Anzahl  der  Linien,    Ebenen    nnd  Punkte,    welche   durch 

Punkte,  Linien  nnd  Ebenen  im  Räume  bestimmt  werden. 
(ibid..  Bd.  6.) 

23.  Heber  das  Wittstein'scbe  Prismatoid. 

(Grunert's  ÄxchiT,  Bd.  36  S,  18.) 

24.  Bestimmnng    des  kflrsesteD   Abstandes   zweier  im  Raame  gelegener 

nicht  paralleler  Geraden. 
(ibid-,  Bd.  46  S.  601.} 

25.  Ueber  die  Zerlegung  einer  ganzen  rationalen  Function  in  Pactoren. 

(ibid.,  Bd.  46  S.  483.) 

26.  Beitrtge  zur  Geschichte  der  griechischen  Geometrie. 

(Programm  des  GjimuaB.  Emestin.  zu  Gotha,  1S69.) 

27.  Der  Lehrsatz  des  Matthew  Stewart. 

(Qrnnert's  Archiv,  Bd.  60  S.  11.) 

28.  Bemerkungen  über  einen  im  Archiv  besprochenen  Lehrsatz  von  Fasa- 

bender. 

(ibid.,  Bd.  60  S.  lOS.) 

29.  B«merkung  zu  einer  vom  Professor  Ligowski  im  Archiv  jnitgetheilten 

Aufgabe. 

(ibid.,  Bd.  60  S.  118.) 

30.  Ueber  die  barmonischea  Polarcurvcn  dritter  Ordnung. 

(ibid.,  Bd.  60  S.  432.) 

31.  Einfache  Berechnung    der   Winkel    eines    ebenen    oder   sphärischen 

Dreiecks  ans  den  Seiten  der  Figur. 
(ibid.,  Bd.  62  8.  371.) 


m.    Selbststllndiee  Werke. 
1.  Prodoctentafel,    enthaltend    die  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9fachen  aller 
Zahlen  von  1—100,000.     Hambni^  nnd  Gotha,   bei  Fr.  &  Andr. 
Perthes.     1841.     Uoeh  4".        ' 
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2.  LehrgebXnde   dei   niedeien  Geometri«.     Ftir  den  Duterricht  an  Gym- 

nwien  nnd  höheren  Kealschulen  entworfen.     Jena  1844,  bei  Fried- 
rich Fromraann.     S". 

3.  System  der  Arithmetik  nnd  Analysis.     Für  den  Gebrauch  in  Gymna- 

sien und  Realschnleo,  sowie   anch  zum  Selhststadiam  entworfen. 
4  Bdcbn.     Jena  1856  n.  1857,  bei  Friedr.  Uanke.     8". 

4.  Die  Geometrie  und  die  Qeometer  vor  Enklidea.     Ein  historischer  Ver- 

such.    Leipzig  1870,  bei  B.  G.  Tenbner.     8". 

5.  Tafel    der   HtH'schen    Lambda-FnnctioneQ,    ingleichen    der  Fnnction 

lgx.Ig(l—x)   flir  alle  Wertbe   von  «  =  0,000  bis  ar=  1,000  anf 
7  Decimalen. 

6.  Leitfaden    fBr  den  g^o graphischen  Unterricht  in  den  nnteren  Claesen 

der  Gymnasien  nnd  Realecbolen.     Gotha,  bei  Jnstns  Perthes.    8". 

1.  Anflage  1847, 

2.  „         1854, 

3.  „         1857, 

4.  „         1861, 

5.  „         1868. 

7.  Historische   Wandkarte,    das  Zeitalter   der   Hefonnation    darstellend. 

{ibid.,  1849,) 

8.  Historischer  Wandatlas  nach  Carl  r.  Spraner.     10  Wandkarten  nebet 

Begleit  Worten,     {ibid.) 

1.  Auflage  1856, 

2.  „        1876. 


idbyGoOglC 


Becensionen. 


Vorlamngen   ttber  die   Theorie   der  bTperelliptiBelieii   Integrale,    von 
Dt.  Leo  Königsbbrobr.     Leipzig  1878. 

Das  Torliegende  Werk  iat  eine  znaaniinen  fassen  de  Darstellnog  nnd 
theilwetae  weitere  Äaerfibning  der  Untersnchnngen ,  die  der  Verfasser  in 
den  letzten  Jahren  in  Borchardt's  Jonmal  und  in  den  matheroatischeD 
Annalen  TcrtifTentlicht  hat,  and  soll,  wie  die  Vorrede  betont,  als  Grund- 
lage für  eine  spKter  zjt  erwartende  Bearbcitting  der  hyperelliptiechpn  ^ 
Functionen,  d.  b.  der  durch  Umkehmng  der  hypcrellip tischen  Integral« 
entstehenden  Transcendenten  dienen.  Den  Gegenstand  der  Betracbtnng 
bilden  daher  auBschliesBlich  die  in  einer  zweibUttrigen  Riemann'selien 
FISche  darstellbaren  Functionen ,  die  als  einzige  Irrationalität  die  Qua- 
dratwurzel ans  einem  rationalen  Ansdmck  von  beliebig  haben)  Grade  ent- 
balten,  nnd  Integrale  solcher  Functionen.  Der  Weg,  den  die  Unter- 
SQchnng  einschlftgt,  beruht  auf  eTner  Verbindung  der  Xlteren  algebraischen 
Methode  mit  den  Biemann'scbeD  Principien  der  allgemeinen  Fnnctio- 
nentbeorie,  soweit  sie  in  dem  Werke  desselben  Verfassers:  „Vorlesnugea 
über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen"  behandelt  sind.  Da  der 
Verfasser  in  dem  von  ihm  herausgegebenen  „Repertorium  der  Mathe- 
matik" ein  ansfttbilicbes  Referat  aber  sein  Werk  gegeben  hat,  so  kSnneo 
wtr  bezüglich  einer  genaueren  Inhaltsangabe  den  Leser  dotthio  verweisen 
und  nns  auf  die  Hervorbebung  einiger  Hauptpunkte  bescbrXnken. 

Nachdem  in  der  ersten,  einleitenden  Vorlesung  zunächst  die  Beding- 
ungen fttr  die  Zahl  und  Ordnnng  der  Un Stetigkeiten  der  in  der  awei- 
blftttrigen  FlBche  eindentigen  algebraischen  Functionen  abgeleitet  nnd 
die  Bildnngsweise  solcher  Functionen  aus  gegebenen  Unstetigkeiten  ge- 
lehrt ist,  beschHftigen  sich  die  drei  folgenden  Vorlesungen  mit  den  In- 
tegralen solcher  Functionen.  Diese  werden  zunächst  in  die  drei  Gst- 
tuQgen  der  allenthalben  stetigen,  der  algebraisch  unstetigen  und  der 
logarithmisch  unstetigen  eingetheilt  und  von  letzteren  der  Satz  aus- 
gesprochen, dasB  die  Summe  der  Cocfficienteu  der  logarithmischen  Dn- 
stetigkeiten  verschwinden  muss.  Was  jedoch  die  BegrtlndnDg  diesea 
Satzes  anlangt,  so  scheint  uns  dieselbe  nicht  ganz  etichhaltig  zu  sein; 
es    erhellt   z.  B,    nicht,   warum  nicht  durch  die  gleiche  Schlussweise  ge- 


folgert  werden  kann ,  dass  jeder  einzelne  dieser  Coefficienten  veischwin- 
dea  mnss,  wenn  man  die  Unsteügkeitspnnkte  mit  verschiedenen  Be- 
gren zun gs punkten  verbindet.     Weit  bfindiger  folgt  dei  Satz  ans  der  Be- 

morkuDg,  dass  jedes  Integral  / /"(z,  yB{t))  dz,  ia  welchem  f  eine  ratio- 
nale Fanction  von  z,yll{z)  bedentet,  verschwindet,  wenn  es  über  die 
ganze  Begrenzung  der  einfach  zasammenbängenden  Biemann'schen 
Flüche  ansgedehnt  wird,  weil  jeder  Querschnitt  zweimal  in  entgegeu- 
gesetzter  Richtuog  und  mit  demselben  Werthe  von  f  dnrchUnfen  wird. 
E^  wird  dann  ferner  in  der  vierten  Vorlesung  ein  System  hinreichender 
Unstetigkeitshedingungen  aufgesucht,  welches  eine  Function  der  in  Bede 
steheuden  Art  vollständig  definirt,  und  diese  durch  die  einfachen  Inte- 
grale der  drei  Gattungen  dargestellt.  Endlich  wird  in  der  vierten  Vor- 
lesung gezeigt,  wie  sich  ein  beliebiges  hj'perelliptischee  Integral  zerlegen 
Iftest  in  eine  aus  den  einfachsten  Integralen  der  drei  Gattungen  und  einer 
algebraisch  -  logarith mischen  Function  gebildeten  Summe.  Diese  Entwicke- 
lung  gründet  sich  auf  eine  Art  von  Paitialbruchzertegung  nnd  geht  rech- 
'  nend  zu  Werke.  Etwas  einfacher  würde  man  wohl  zum  Ziele  gelangen, 
wenn  man  sich  auch  hier  der  Biemann'schen  Principien  bedienen  würde, 
indem  man  in  dem  Integral 

zunächst  die  Constanten  Ci  so  bestimmt,  dass  die  logarithmischen  Un- 
stetigkeiten  herausfallen,  und  hierauf  die  c,  so,  dass  die  Feriodieitäts- 
moduln  von  Sl  sSmmtlich  verschwinden.  Die  Bedingungen  hierfür  kann 
man  so  ausdrucken,  dass,  wenn  q>r(z)  eine  beliebige  ganze  rationale 
Function  von  t  vom  Grade  r<2p  — 1  ist,  das  Über  die  ganze  Begren- 
zung der  einfach  zusammenhängenden  Biemann'schen  Fläche  genom- 
mene  Integral 

verschwinden  muss.  Die  Functionen  9)((i)  lassen  sich  so  wählen,  dass 
diese  Gleichungen  geradezu  nach  c,  aufgelöst  erscheinen.  Es  ist  dann 
Sl  eine  algebraische  Fnnction ,  deren  Ausdruck  man  mittelst  der  gleichen 
Principien  durch  Bildung  des  fiegrenzungsintegrals 


fäSlf-^ 


erhält. 

Die  fünfte  Vorlesung  behandelt  die  Relationen,  welche  zwischen  den 
PeriodicitStsmoduln  dor  verschiedenen,  zu  derselben  Irrationalität  gehöri- 
gen Integrale  stattfinden,  von  denen  die  Legendre'sche  Relation  «wi- 
schen  den  vollständigen  elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter  Qat- 
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tung  du  bekannteste  Beispiel  ist-  Das  Verfahren,  welcbes  znr  Her- 
leitang  dieser  Relationen  dient,  wnrde  zuerst  von  Biemann  tiaf  die 
Inte^&le  erster  Gattung  angewandt  und  wnrde  später  von  Clebsch  und 
Gordan  anf  allgemeinere  Fragen  ausgedehnt.  Qmppirt  man  die  Q^^^r- 
scfanitte  der  Riemann'schen  FlScbe  in  bekannter  Weise  in  p  Füre 
"n  ''li  "ii  ^i(  -'■  "pi  ^F  "°^  bezeichnet  mit  W,  ni'  irgend  zw«  zn  dersel- 
ben FUche  gehörige  bypereUiptiscbe  Integrale  mit  den  PeriodiciUta- 
modnln 

Ji,  S,;  ^j,  Bfi  ...  Ap,  B,;      Äy,  fl',;  Ä^,  ö',;  .'..  Jt„  ^,, 
80  erbält  man  dnrcb  Bestimmung  des  Integrals 


/., 


über  die  Begrenzung  der  Fl&che  einerseits  nnd  um  die  Unstetigkdts- 
ponkte  von  tf,  -r—  andererseits  für  die  Summe 

einen  tinr  von  den  Dnstetigkeiten  von  tv,  n  abhängigen  Ansdmck,  welcher 
algebraisch  ist,  falls  keines  der  beiden  Integrale  r>,  m  zur  dritten  Gat- 
tung gehijrt,  andernfalls  noch  Integrale  algebraischer  Functionen  enthält, 
welche  zwischen  den  Punkten  logarithmiscber  Unstetigkeit  verUnfeo.  För 
die  Integrale  dritter  Gattung  gelangt  man  auf  diese  Weise  zn  dem  Satze 
von  der  Vertauschnng  von  Argument  und  Parameter. 

Wendet   man   das  gleidie  Verfahren   anf  die   Integrale  erstet  und 
zweiter  Gattung  an 

Jli'=f^.     ._0,l,2,...2p-l 

mit  den  Periodicit&tsmodnln  /^,  J^",  so  ergiebt  sich  ein  System  von 
Relationen  zwischen  diesen  Periodicitätsmoduln ,  welches  fttr  die  Theorie 
der  hyperellip tischen  Fuucüonea  von  grosser  Bedeutung  ist  und  welche« 
zaeret  von  Weierstrass  in  der  Programmabbaudlnng  des  Brannsberger 
Gymnasiums  vom  Jahre  1S49  aufgestellt  wurde.  Han  erbXlt  nSmlicb  fOr 
die  Summen  ^ 

den  Werth  Null,  wenn  ti-^p<,2p  —  \  ist,  sonst  gewisse,  nur  von  dea 
Coefhdenten  von  R{z),  also  von  den  Verzveigungspunkten  abhängig* 
Ausdrucke,  von  denen  die  einfachsten  beispielsweise  lauten 

"S^ljir+oJfT-''-^)         ,!/'  +  '>  jlP-o-tK..    —Sgl    , 


*  Di«  Vorzeichen  in  diesen  Fonnehi  entsprei^eo  der  Erklärong  der  Periodi- 
dtätsmoduln,  wie  eie  Biemann  giobt    Bei  der  davon  etwas  abweichenden  Er- 


Becsngloufln, 


feiner  der  Werth  der  Determinaate 

•>£',    <',    -.4;',    <■ 


ntersacht  udiI  gleich 


y«"-" 


i.2.3...2i>-l 
gefunden.*  Die  faierdarch  aoHgedrückte  Belation  zwischen  den  Periodi- 
citfitaniodiilii  ist  zuerst  von  Httdenkamp  durch  eine  von  Jacobi  her- 
rührende Verallgemeinernng  der  Transformation  durch  elliptische  Coordi' 
naten  abgeleitet  (Crelle's  Journal  Bd.  22)**  und  einen  ähnlichen  Weg 
ecblSgt  Enueper  ein  (Zeitschrift  ffir  Mathematik  und  Physik,  6.  Jahrg.). 
SpKter  hat  Fuchs  aus  den  Differeotialgleichungen ,  welchen  die  Perio- 
dicittttsmodnln  genügen,  die  Relation  bewiesen  (Borchardt's  Jonmal 
Bd.  71).  Der  Verfasser  zeigt,  am  die  in  Bede  stehende  Formel  zu  be- 
weisen, zunScbst,  dasB  die  Determinante  D  eine  eindeutige  Function  der 
Verzweigungswertbe  o,,  tt^,  ...  «ip-i-i  ist,  die  für  kein  Werthsystem  der 
a  verschwindet  und  die  sonacb  conatant  sein  muss.  Der  conetante  Wertb 
ergiebt  sich,  wie  in  der  erwähnten  Abhandlung  yon  Fachs,  durch  Be- 
trachtung eines  speciellen  Falles.  Wir  können  indess  gegen  dies  Be- 
weisverfahren  ein  Bedenken  nicht  nnterd rücken ,  welches  darin  besteht, 
dasB  beim  Zasammen fallen  zwtier  Verzweigungspnnkte  immer  einige  der 
Peiiodicitätsmodnln  anendlich  werden.  Dass  aber  auch  für  diesen  Fall 
D  nicht  Terschwindet ,  mOsste  noch  nachgewiesen  werden. 

Es  sei  mir  gestattet,  an  dieser  Stelle  auf  einen  Beweis  dieser  For- 
mel hinzuweisen,   der  nicht  nur  \>ä  Weitem  der  einfachste  sein  dttrfte. 


klärungsweise  des  Verfassers  würden  dieselben  nur  nnter  der  VorausBetEnng  rich- 
tig sein,  dass  die  Aufeinanderfolge  der  positiTen  intaginäreu  und  reellen  Axe  dem 
gewöhnlichen  Gebrauch,  der  iu  des  Verfassers  „Torlaaungen  über  elliptische  Funo- 
tionen"   ausdrücklich  festgehalten  ist,   entgegeugesetst  angenommen  wird.     Das 

Gleiche  gilt  von  dem  auf  Sta  3S  bewieeenoi  Satse,  dass  ^(<ittft-|)rvv)>0  ist. 


*  Der  von   dem  Verfasser  angE^bene  Ansdrudc 


1.8...2lt-l 


entspricht, 


falls  unter  (—1)*  i>  verstanden  wird,  teiaer  DeEuition  dar  Periodidtätsmodnln, 
aber  nicht  der  von  ihm  angegebenen  i'ozm  der  Weierstrass'echen  Relationei). 
Die  genaue  Vorsei  cbenbestimmong  macht  Qbrigans  bei  dem  von  dem  Verfasser 
eingeschlagenen  Wege  noch  Schwierigkeiten,  da  das  Vorzeichen  des  Products 
(a-tf){ti—if)  ...  (o"—'  -o"),  in  welchem  a  eine  primitive  Wurzel  der  Gleich- 
ung a:''+'— 1  ist,  von  der  Wahl  dieser  primitiven  Wuriel  abhängt. 


*  Kine  mit  derHädenkamp'schen  ungefähr  gleichzeitige  Abhandlung 


Catalan  Ober  denselben  Gegenstand  ist  mir  nicht  zur  Hand.  , 


■""8 


T 
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sondern  zngleich  zeigt  —  wu  nirgends  bemerkt  zn  sein  schmnt. — ,  Aus 
man  es  nicht  mit  einer  neuen  Relation  zwischen  den  PeriadicitXtsmodulD, 
sondern  mit  einer  einfachen  algebraischen  Folge  ans  den  erwähnten 
Weierstrass'schen  Formeln  zn  thnn  bat.  Dieser  Beweis  bembt  anf 
einem  Determinantensatze ,  der  anch  bei  anderen  Gelegenheiten,  s.  B. 
in  der  Transformationstheorie  der  Tbetafnnctionen  von  Nntsen  iet. 

Wenn   man   eine   Determinante  von   4p'  Torlflnfig  ganz  beliebigen 
Elementen  a,  8 

1  A'".   "i'")  i^i*".  ■••  «i''*'.  ßi'' 

'.  ft"*i     «i"'i  ßi'^i    ■■■  "i*^'.  ft'' 


■  Pi';.  «i^;.  ß'.'i'  ■■■  "^^  ^ 

mit  sich  selbst  mnltipÜcirt ,  nachdem  man  die  Vertikalreihen  der  o  mit 
denen  der  ß  vertanscht  nnd  zugleich  die  Vorzeichen  der  ersteren  nm- 
gekehrt  hat,  so  ergieht  sich,  wenn  zar  Abkttrznng 


gesetzt  wird , 


)  dfus  (A,A)  =  0,  (A, A)  =  - (*, A)  wird, 
(1,1),       (1,2),    ...    (1,2p) 
(2,1),       (2,2),    ...    (2,2p) 


(2p,l),     (2p,2),,...   (2p,2p) 
Die  Determinante  rechts  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze  das  Qa** 
drat  eines   rational   ans    den  (A,  k)  zusammengesetzten  Aosdtnckes,    and 
wenn    daher   die  Wurzel   gezogen   wird,    so   kann   das  Yorzeicheii  durcb 
irgend  eine  specielle  Annahme  über  die  a,  ß  bestimmt  werden. 

Wird   nn»  insbesondere  vorausgesetzt,  dass  die  a,  ß  den  Beding- 
nngen  genägen 

{h,k)  =  Q, 
80  lange  A+^<2p  +  l  ist,  so  ergiebt  sich  sofort 

^=  +  {l,2p)(2,2p-I)...(p,p  +  I), 
und   ans    der  speciellen  Annahme,    dass   sKmmtlicbc  a,  ß  mit  Ausnahme 
Ton  «,'".  ß^'^>  «i**'.  |3j^_,.  ■■■  «J,'*'.  ß*/lt  gleich  Nnll  seien,  ergiebt  sieb, 
dass  in  dieser  Formel  das  positive  Zeichen  zu  nehmen  ist.     Maobt  nMii 
sodann  die  Annahme 

so  erhält  man  mit  Hilfe  der  oben  angeführten  Weierstrass'schen  For 
mein  ohne  Weiteres  den  Wertb  von  ß  mit  genauer  Vorzeichenbestimmnng- 
Das  Abel'ache  Theorem  bildet  den  Gegenstand  der  sechsten 
Vorlesung.  Dieses  Theorem  besteht  darin ,  dass  sich  eine  Summe  von 
gleichartigen   Integralen,   die  sich  nur  durch  verschiedene   Werthe  d« 


Recenaionen.  97 

oberen-  Orenzen  nnterscfaeideii ,  welche  letzteren  in  eioer  gewissen  alge- 
braischen Abhängigkeit  stehen ,  dnrch  eine  algebraische  nnd  logarithmische 
Function  ansdrlicken  lässt.  Diese  Function  reducirt  sich  auf  eine  Con- 
staate  füi  die  Integrale  erster  Gattung,  auf  eine  algehraische  Fnncti<fti 
ftir  die  Integrale  zweiter  Gattung.  Nachdem  diese  Function  für  die  ein- 
fachsten Integrale  der  drei 'Gattungen  gefunden  ist,  Iftsat  sieb  dieselbe 
nach  den  früher  entwickelten  Principien  für  das  allgemeinste  hyperellip- 
tische Integral  sQsammensetzen.  £ine  Folge  (oder  andere  Aus  drucks  weise) 
dieses  Theoreme  ist,  dass  sich  eine  Summe  von  beliebig  vielen  gleich- 
artigen Integralen  mit  irgendwelchen  Grenzen,  die  auch  grnppenweise 
zusammenfallen  können,  ausdrücken  ISsst  durch  eine  Summe  von  p  sol- 
chen Integralen,  deren  obere  Grenzen  mittelst  einer  algebraischen  Gleich- 
ung p'*'  Grades  gefunden  werden. 

Das  Äbel'Bche  Theorem  ist  hiemach  eine  algebraische  Besiobung 
zwischen  hyperelliptischen  Integralen  und  Logarithmen,  deren  Argumente 
in  algebraischer  Abhängigkeit  stehen.  Diese  Bemerkung  leitet  den  Ver- 
fasser auf  die  Frage  nach  der  allgemeinsten  algebraischen  Beziehung  die- 
ser Art.  Dies  Transformationsproblem  der  hyperelliptischen  In- 
tegrale wird  in  der  siebenten  Vorlesung  zanSchst  in  seiner  vollen  All- 
gemeinheit aufgenommen.  Nachdem  sodann  gezeigt  ist,  dass  eine  Re- 
lation der  in  Rede  stehenden  Art  die  byperellip tischen  Integrale  nur 
linear  and  mit  Constanten  Coefficienten  enthalten  kann ,  wird  das  Problem 
successive  auf  einfachere  Aufgaben  reducirt.  Indem  von  den  als  un- 
abhängige Variable  vorausgesetzten  oberen  Grenzen  alle  bis  auf  eine  als 
constant  angenommen  werden,  gehen  die  oberen  Grenzen  der  tlbrigen 
Integrale  in  algebraische  Functionen  von  dieser  einen  0ber  und  es  läast 
sich  das  Problem  so  weit  rednciren,  dass  die  oberen  Grenzen  von  8nm- 
men  gleichartiger  Integrale  Wurzeln  von  algebraischen  Gleichungen  wer- 
den, deren  CoelScienten  rational  ans  der  unabhSn^gen  Variablen  nnd 
der  zugehörigen  Irrationalität  gebildet  sind,  während  zngleioh  die  zu 
jenen  Summen  gehörigen  Irrationalitäten  rational  durch  die  entsprechen- 
den oberen  Grenzen  und  durch  die  unabhängige  Variable  mit  ihrer  Ir- 
rationalität ausgedrückt  sind.  Hiernach  lassen  sich  die  erwähnten  Sum- 
men zusammenfassen  zu  einzelnen  Integralen ,  deren  obere  Grenze  die 
unabhängige  Variable  ist,  die  alle  an  derselben  Irrationalität  gehören, 
und  die  Beurtheilung  der  Möglichkeit  einer  Relation  von  der  voraus- 
gesetzten Form  hängt  dann  noch  von  der  Frage  ab,  ob  ein  einzelnes 
fay perelliptisches  Integral  einer  algebraisch -logarithmischen  Function  gleich 
sein  kann.  Inzwischen  führt  die  genaue  Untersncbnng  der  charakterisir- 
ten  Abhängigkeit  der  oberen  Grenzen  und  Ir ratio ualitKten  zur  Foimu- 
Itrung  des  rationalen  Transformationsproblems,  bei  dem  es  sich 
darum  handelt,  p  Summen  von  je  p  Integralen  erster  Gattung  in  p  ähn- 
liche Summen  ttberznffihren  durch  algebraische  Bestimmung  der  gesnebteo 
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oberen  Grenzen,  nnd  Irrationslitäten  ans  den  gegebenen,  in  bestimmtei 
einfacher  Focm. 

Am  äcbluBse  dieser  Vorlesnog  wird  noch  die  Frage  anfgeworfen,  ob 
in  einer  atgebraiechen  Bel&tion  zwiscben  hTpeTßlliptischen  Integralen  tri-  ' 
gonometrische  odet  elliptische  Functionen  vorkommen  künnen,  und  vei- 
neinend  beantwortet. 

In  der  achten  Vorlesnog  werden  sodann  die  Bedingungen  anfgesncht, 
nnter  denen  sich  ein  hyperelliptisches  Integral  aaf  eine  algebraische  oder 
logarithmiscbe  Function  rednciren  ]&eat.  Für  die  Redocirbarkeit  auf 
algebraische  Functionen  ergeben  sich  die  Bedingungen  sehr  einfach  ans 
der  Zerlegung  des  Integrals  in  die  Summe  von  Notmalintegralen,  Die 
Frage  nach  der  Beducirbarkeit  auf  Logarithmen  wird  auf  einem  umständ- 
lichen W^e  beantwortet,  gegen  den  wir  ztinKchst  den  Einwaud  erbebea 
mässen,  dase  das  auf  Seite  136  aufgestellte  zweite  Gleichnngssystem  noth- 
wendig  identisch  sein  muaa,  also  zur  Bestimmung  von  Constanten  A  durch 
die  Constanten  C  nicht  mehr  dienen  kann.  Dass  glüchwohl  das  Endei^b- 
uiss  nicht  falsch  ist,  beruht  darauf,  dass  die  Functionen' 

Pt  +  i-OM+i^Rz  '  '" 
sich  auf  Oonstanteu  reducireu.  Es  IXsst  sich  übrigens  die  ganse  Frage 
wesentlich  kürzer  erledigen,  wie  folgt:  Da  sich  algebraische  Unstetigkei- 
ten  gegen  logarithmiscbe  nicht  fortheben  können ,  so  kommt  die  gante 
Frage  darauf  zurück,  unter  welchen  BedinguDgen  man  der  Gleichung 
genügen  "  ^^^ 

~^  Ai.log^i+Sl, 


worin  <P(= '- — ^=- ,  Pi,  qt  ganze  rationale  Functionen  von  ;  ued 

Sl  ein  Integral  erster  Gattung.  Wenn  nun  zwischen  den  Constanten  Ci 
lineare  homogeoe  GleichuDgen  mit  ganszahligen  Coefficientcn  bestehen, 
so  kann  man  statt  derselben  eine  geriogere  Anzahl  Constanten  lOf  eia- 
flihren,  die  nicht  mebr  in  einer  solchen  Abhängigkeit  stehen,  indem  man 
setzt 


=  ^m(l«'« 


worin  die  m,W  ganze  Zahlen  bedeuten,  Üie  Oleichsetaung  der  Coeffi- 
cienteu  der  logarithmi scheu  Un Stetigkeiten  in  obiger  Gleichung  ergiebt 
dann,  wenn  ^j'f  gleichlälls  ganze  Zahlen  bedeuten, 


S^  ».((?)  »i  =  N^  ^^(«t  Ai,     p  =  1,  2,  . 


.,  Google 


ReoenwoneD. 

Genflgea  diese  Gleichungen  nicht,  am  die  .^f  linear  durch  die  en  nuszU' 
drücken,  so  fUge  mau  die  nöthige  Anzahl  willkürlicher  Gidebungen  von 
der  Form  ^ 

hinsu,  welche  so  gewählt  sind,  dasa  zwischen  den  i;  and  m  keine  lineare 
Gleickang  mit  ganzzahligen  Coefficienten  besteht,  was  stete  möglich  ist. 
Dann  ereiebt  sieb 

DAt  =  V  "*'"  •»*  +2  "*'"  *"*  • 

vorin   D,  n^^f,  vj'"  ganze  Zahlen   sind,   die   den   Bedingungen  genügen 
i  I 

Damach  geht  die  obige  Gleichung  Über  in 


Seit< 


Hierbei  sind  nun  die  CoeMcienten  der  qt  constant,  da  sie  nicht  nneod- 
lich  weiden,  and  die  Factoren  der  einzelnen  cer«  müssen,  von  Integralen 
erster  Gattung  abgesehen,  aaf  beiden  Seiten  einander  gleich  sein. 

Damit  ist  die  Frage  auf  die  einfachere  redacirt:  Wann  Ifisst  sich 
eine  Gleichung  tod  der  Form 

p-Qy 

^  P^QVW> 

erftUlen,  in  der  die  mi  ganze  Zahlen  sind?  Die  Antwort  darauf  ist,  dass 
die  Punkte  zi  solche  sein  müssen,  in  denen  eine  Function  von  der  Form 

, Null  und  unendlich  in  der  Ordunnir  mi  werden  kann.     Die 

Constanten  dieser  Fnncüon  ergeben  sich  dann  durch  lineare  Gleichungen 
und   um  Si.  zu  finden,   hat  man    diese  Gleichung   nur   zu   differentiireu, 

wodurch  sich  /Hr  J^Ä(i)— —   eine   ganze    rationale  Function   von    z  vom 

p  — 1'"  Grade  ergiebt.  Die  Einführung  von  Normalintcgralen ,  sowie 
überhaupt  transcendenter  Constanten  erscheint  hiernach  auch  als  Uber- 
fiäasig. 

Den  SohluBS  des  Werkes  bildet  die  Anwendung  der  Transformat ione- 
theorie  auf  die  Unltiplication  und  Division  der  hyperelliptiachen  Inte- 
grale.    Die  Mnltiplication  erledigt  sich,  indem  sie  als  specieller  Fall  dea 
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Aberachen  Theorems  anfgefasBt  wiid.  Die  Umkebmog  der  Aargabe  det 
MultiplicBtion  führt  auf  das  Theil  angsp  roh  lern ,  dessen  Lös  ang  von  einer 
algehraiscbeQ  Gleichnng  vom  Grade  n^'  abbKogt,  wenn  n  die  Zahl  Ut, 
darch  welche  gctheilt  werden  soll.  Der  Hauptsatz  Über  diese  Theilangi- 
gleichnag  ist  bekannt  nad  von  Clebscb  und  Gordan  f^r  die  allgemein- 
sten algebraischen  Integrale  bewiesen.  Er  besteht  darin,  dass  dieselbe 
dnrch  Wnrzel grossen  anflöebar  ist,  wenn  man  einen  speoiellen  Fall  der 
Theilnugianfgabe,  die  Tbeilang  der  Perioden,  als  gelöst  ansiebt.  Uie 
Lösung   der  Aufgabe    für   diesen  Fall   hängt,    falls   n   eine  Primzahl  ist, 

von  einer  Gleichnng  des  l pj  Grades  ab-  Damit  sind  die  Haupt- 
punkte der  Theorie  der  hyperellip tischen  Integrale ,  so  weit  sie  sich  ohne 
Znziehung  der  Umkehmngafnnctionen  bequem  behandeln  lassen ,  erledigt 
and  die  zusammenfasseude  eingebende  Darstellung  dieser  interessautea 
Theorie  wSre  gewiss  eiu  daukenswertbee  Unternehmen. 

Referent  bedanert  aber,  dnrch  eingebendes  Stndiatn  des  vorli^en- 
deu  Werkes  nicht  die  Ueberzeagnng  gewonnen  zu  haben ,  dass  demselboi 
dityenige  allseitige  nnd  sorgfUltige  Durcharbeitung  des  Gegenstandes  zu 
Grande  liegt,  welche  fUr  einen  solchen  Zweck  erforderlieh  wäre.  Ab- 
gesehen von  den  im  Vorstehenden  namhaft  gemachten  sachlichen  Un- 
genanigkeiten  wird  durch  die  Art  der  Darstellung  und  die  Wahl  der 
Bezeichnung  der  Ueberblick  ansserordentlicb  erschwert.     So  werden ,  um 

Eines  hervorzuheben,  auf  Str.  69  die  Zeichen  J,^,'    EJf}  tiit    f        , ", 

gebraucht,  während  auf  der  folgenden  Seite  dieselben  Zeichen 
die   Bedestnng  haben     / .    /    .  ,   i3  =  0, 1,2,  ...p— 1,    o  = 

J  yjn')' J  ywt 

B,  p+1,  .-.Sp— 1:  wäre  fUr  das  Integral   /  ein  Zeichen  durchweg 

festgehalten,  etwa  Jfft,  so  würden  sich  auch  die  Formeln  dieses  Ab- 
schnittes nicht  nnwesentlich  vereinfacht  haben.  Ebenso  würde  bei  dner 
amsiobtigeren  Wahl  der  Bezeichnung  der  Abschnitt  über  das  allgemeine 
Trans formationsproblem  sich  weit  übersichtlicher  gestattet  haben.  Auch 
die  Anordnung  des  Stoffes  scheint  nicht  überall  ganz  sachgemäss.  So 
hätten  die  Betrachtungen  Ste.  140  flg.,  wenn  sie  überhaupt  noch  nSthJg 
waren,  besser  ihre  Stelle  in  der  fQnflen  Vorlesung  gefunden,  wo  von  der 
Normirang  der  Integrale  dritter  Gattung  die  Rede  ist,  während  die  auf 
Ste.  146  flg.  stehende  Untersncbnng  sich  passender  an  den  Abschnitt  flbdr 
das  Abol'scbe  Theorem  angeschlossen  hätte. 

Königsberg,  im  December  1878.  H.  Wemb. 
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Die  Farallelonive  der  EllipM,  all  Gurre  vom  Bange  Eins,  nnter  An- 
wendung eiset  neuen  LinienoooTdinatenByBtenu.  Von  Dr.  K.  Schwb- 
BiNO.     Sclmlprogramm  Brilon   1S78,  Nr.  289. 

Ein  besonders  frncbtbarer  Begriff  der  neaerea  Geometrie  ist  der  der 
Reciprocität.  Indem  man  eine  algebraische  Cnrve  abwechselnd  als  Ord- 
onngs-  und  als  Classengebilde  aaffasst,  ergiebt  sich  ans  jeder  durch  die 
erste  BetracbtuDg  gewonnenen  Singnlarität  im  Allgemeinen  eine  neue  für 
die  zweite  Betrachtung.  So^  sehr  aber  jener  Begriff  anch  geeignet  ist, 
den  Weg  za  nenen  Bigenscliaftcn  einer  Carve  zn  zeigen,  so  sehr  bedarf 
er  doch  der  Ergünznng  durch  die  Rechnnng,  weil  er  eben  nnr  Ober  das 
Vorhaddensein  gewisser  Eigenschaften  Auskauft  giebt,  nicht  aber  tiber 
die  durch  solche  Eigenschaften  bedingte  besondere  Gestalt  des  Gebildes. 
Die  Ausführung  solcher  anf  reciproke  Betrachtangen  gegründeten  Rech- 
nungen ist  jedoch  bis  jetzt  oft  mit  grossen  Unbequemlichkeiten  verbun- 
den, die  in  der  Beschaffenheit  des  zu  Gründe  gelegten  Co  ordinalen  Systems 
wurzeln.  Wir  besitzen  zwar  homogene  Punkt-  und  Liniencoordinateu ; 
aber  ob  im  gegebenen  Falle  die  Untersnchnng  mit  diesen  Coordinaten 
«ich  einfacher  gestaltet,  als  mit  anderen,  hängt  davon  ab,  ob  sich  ein 
Fund  amen  taldreieck  bestimmen  lässt,  mit  welchem  Entstehung  nnd  Giund- 
eigenschaften  des  geometrischen  Gebildes  in  einfacher  Weise  zusammen- 
hängen. Uan  wird  also  tu  vielen  Fällen  die  rechtwinkligen  Cartesischen 
Coordinaten  vorziehen ,  um  so  mehr,  da  die  letzteren  mehr  als  die  erste- 
ren  zur  Aufsuchung  der  metrischen  Eigenschaften  sich  eignen.  Dann 
aber  zeigte  sich  bisher,  weun  man  zu  reciproken  Betrachtungen  Über- 
gehen wollte,  der  Uebelstand,  daes  es  an  einem  dem  Cartesischen  reci- 
proken System  fehlte.  Und  es  kann  doch  vorkommen ,  dass  ein  Gebilde 
seiner  Entstehung  nach  sich  mehr  znr  Darstellung  durch  Linien-  als 
durch  Punktcoordinaten  eignet,  mehr  zur  Darstellnng  durch  gewShnliche, 
als  durch  homogene  Coordinaten.  Es  hat  denn  anch  an  Versuchen  nicht 
gefehlt,  Syeieme  von  Liniencoordinateu  aufzustellen,  die  sich  den  recht- 
winkligen Cartesischen*  oder  sogar  den  Polarcoordinaten**  gegenttber- 
Btellen  sollten.  Als  durchaus  zweckentsprechend  kann  jedoch  nur  das 
von  Herrn  Scbwering  (diese  Zeitschrift XXI,  278)  aufgestellte  bezeich- 
net werden,  weil  dasselbe,  wie  Referent  {!.  c  XXIII,  195)  nachgewieacu 
bat,  in  der  That  dem  CartesiGchen  vollstKudig  reciprok  ist.  —  In  der 
obengenannten  Abhandlung  giebt  nun  Herr  Scbwering  ein  recht  augen- 
fllligee  Beispiel  von  dem  Nutzen  seines  Coordinatensystems. 

*  AnsfUhrlich  behandelt  siud  solche  Coordinaten  in  Weissenborn's  „Qmnd- 
zOge  der  anal.  Qeom.  d.  Ebene".    (8.  die  Vorrede  S.  lY.) 

••  Weinmeister,  „Das  System  der  polaren  Liniencoord.  i.  d.  EbeAe'tg.dMA, 
Zeitechr.  XXI,  801.  ^.vn-^ii. 
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Id  der  Abhandlung;  „Debet  diejenigen  Cnrven,  deren  Coordinsten 
sich  als  elliptigche  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen"  (Cretle's 
Jonra.LXIV,  210)  hat  C'lebsch  als  Beispiel  einer  Cnrve  vom  Geachleeht  1 
die  Carren  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  nntersucht  (/.  c.  250) 
unter  Anwendung  homogener  Coordtnaten,  welche  nachher  durch  ellip- 
tische Functionen  ausgedruckt  werden.  Diese  letzteren  AusdrScke  sind 
indess  schon  ziemlich  complicirt,  und  bei  der  Bestimnmng  der  Singn* 
laritKten  ergeben  sich  so  umständliche  Formeln,  daas  das  geometrische 
Element  der  UnterEnchung  fast  ganz  gegen  'das  analytische  sorllcktreten 
niUBs.  Herr  S^bwering  behandelt  die  entsprechende  Curve  vierter 
Classe  mit  zwei  Doppeltangenten,  geht  aber  von  einer  rein  geometrischen 
Definition  derselben  ans,  indem  er  die  Parallelcnrve  der  Ellipse  unter- 
sucht und  zeigt,  das«  dieselbe  die  ebeneiwShnte  Eigenschaft  besitzt.  Der 
Vortheil  dieses  Ausgangspunktes  liegt  aaf  der  Hand.  Die  zu  unter- 
snchende  Cnrve  steht  mit  einem  bekannten  Gebilde  in  Zusammen  hang; 
and  dadurch  erhKlt  die  Untersuchung  von  vornherein  den  Chamkter  «nnr 
grösseren  geometrischen  Anschaulichkeit.  Dieser  Ausgangspunkt  erfordert 
aber  anch  neue  Mittel  der  Recfannng.  Da  die  Tangenten  der  Cnrve  zu 
denen  der  Ellipse  parallel  in  constantera  Abstände  sein  sollen,  so  weist 
diese  Definition  von  vornherein  daraufhin,  bdde  Cnrven  als  Tangenten- 
gehilde  aufznfasBeii,  Und  hier  bewährt  gerade  das  neue  Coordinaten- 
Bfstem  seine  vereinfachende  Kraft.  Denn  die  Oleichang  der  Ellipse  in 
demselben  ist 

1)  «,«■=•■■• 

Und  man  erhSlt,  wenn  u  und  v  die  Coordinsten  der  Parallelcnrve  sind, 
sehr  leicht  die  Gleichungen 


2)  «-«,  =  t.-r,  =  ^;/46«  +  {«-i.)», 

worin  k  der  constante  Abstand  der  beiderseitigen  Tangenten  ist,  wShresd 
a  und  b  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  der  gewShnlichen  Gleichung 
der  Ellipse.  Dnrcb  Elimination  von  u^  und  v,  zwischen  den  Gleichungen 
1)  und  2)  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Parallelcnrve, 

Es  werden  darauf  die  gewöhnlichen  und  die  Linien coordinaten  eines 
Curvenpnnktes  durch  elliptische  Functionen  ausgedrückt.  Diese  Aus- 
drücke sind  zwar  uicbt,  wie  bei  Clebsch  (Formeln  70,  8.  255)  rational, 
besitzen  aber  den  Vorzug  weit  grösserer  Einfachheit.  Der  Verfasser 
erklärt  anch  die  Ursache  dieses  verschiedenen  Verhaltens.  Uebrigess 
bew&hren  die  von  ihm  gefundenes  Formeln  ihre  Brauchbarkeit  sogleich 
dadurch,  dass  sich  an  der  Hand  derselben  eine  ziemlich  ausführliche  Difi- 
cnssion  d>^s  Verlaufs  der  Cnrve  geben  lltsst.  Unter  den  Singnlarititen 
werden  die  Doppeltangenten  zuerst  rein  geometrisch,  dann  ihre  Coordi- 
naten  sehr  leicht  analytisch  bestimmt,  und  festgestellt,  dass  di«  Aus- 
drucke der  Coordinaten    für  beide  Parameter  einer  Doppeltangente  dir- 
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selben  sind.  Die  weitere  geometrische  Cnteranchnag  wird  Torbereitet 
durch  die  sinnreiche  Äbleitnng  einer  Beziehnag  zwischen  den  vier  Ar- 
gumenten dei  ans  einem  Punkte  an  die  Cnrve  gehenden  Tangenten, 
Dnrch  Specialisirang  dieser  Beziehnng  wird  ohne  Mühe  die  FrAge  nach 
der  Beellität  und  Lage  der  Doppelpunkte  beantwortet.  Vei^leicbt  man 
diese  Daistellnng  mit  den  beiden  von  Clebech  gegebeneu  Metboden  zur 
Begtimmang  der  Doppeltangenteu,  so  tritt  der  doppelte  Vorzug  der  erste- 
ren  hervor,  dass  ihre  Formeln ,  weil  sie  ausser  den  sparsam  vorkommen- 
den o-Quotienten  nnr  Argumeute  enthalten,  einfacher  sind,  als  die  der 
letzteren,  sodann,  dass  die  abgeleitete  Formel  nicht  nur  zur  Ermittelung 
der  Doppelpunkte,  sondern  anch  der  übrigen  Singularitäten  brancbbar 
ist.  Zur  Bestimmung  der  Wen  de  taugen  ten  giebt  Clebsch  nnr  eine 
Oleichnng  zwischen  den  Coordinaten  der  Wendepunkte,  mit  der  Bemer- 
kung, dass  dieselbe  durch  Einflihrung  einer  einzigen  ellipUBchen  Func- 
tion den  12.  Qrad  erhalte.  Qleich  einfach  wie  die  Doppelpunkte  findet 
Herr  Schweiing  auch  die  BUckkehrpnnkte  der  Curve,  indem  wiederum 
die  Deutung  der  Formeln  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen 
unterstützt  wird.  Am  Schluss  wird  noch  die  Frage  nach  den  gemein- 
samen Tangenten  und  Brennpunkten  der  beiden  Curven  beantwortet  und 
die  Gleichung   der  Parallelcurve    in    elliptischen  Coordinaten    angegeben. 

Die  Bedeutung  der  vorliegenden  Arbeit  ist  demnach  eine  doppelte. 
Einmal  eröffnet  sie  durch  Einführung  des  neuen  Linien  coordinaten  Systems 
die  Aussicht,  dass  man  künftig  mit  Hilfe  desselben  üuterBUchnngen  Über 
Tangentialgebilde  bequemer  als  bisher  wird  anstellen  können.  Sodann 
aber  —  und  dieser  Umstand  scheint  von  noch  grösserer  Wichtigkeit  zu 
sein  —  zeigt  sie,  wie  die  geschickte  Benutzung  der  Argumente  ellipti- 
scher Functionen  zur  AnfstelltiDg  von  Formeln  f^hrt,  welche  sich  viel 
leichter  geometrisch  verwerthen  lassen ,  als  die  gewöhnlich  benutzten.  Bei 
den  grossen  Vortbeilen  aber,  welche  die  Geometrie  aus  der  Verwendung 
jener  Functionen  bisher  schon  gezogen  hat,  ist  jeder  Fortschritt  in  der 
Vereinfachung  dieser  Metboden  mit  grösstem  Interesse  zu  begrttssen.  Es 
ist  ein  Verdienst  des  Verfassers  unserer  Abhandlung,  anch  in  dieser 
Richtung  einen  wesentlichen  Schritt  gethan  zn  haben. 

Waren,  September  1878.  ,  V.  Sohlböci., 


Handbaoh  der  elektritoliflii  Telflgraphie.  Unter  Mitwirkung  mehrerer 
FacbmSnner  herausgegeben  von  Dr.  K.  B,  Zbtzsohe,  Professor 
der  TelegTHpbie  am  Polytechnikum  zu  Dresden.  Zweiter  Band: 
Die  Lehre  von  der  EleklricitSt  und  dem  Magnetismus ,  mit  beson- 
derer Berflcksichtignug  ihrer  Beziehungen  zur  Telegraphie.  8°  mit 
267  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten  und  einer  Tafel  in 
Lichtdruck.     1878.     Beriin,  Julius  Springer.     Preis  14  Mark. 
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Im  TSTgangenen  Jahre  hatten  wir  Gelegenheit,  den  ersten  Band  dea 
Werkes  sn  besprechen^  heute  liegt  ans  der  zweite,  von  Dt.  O.  Frölich 
(Elektriker  bei  SiemenB  &  Hatske)  bearbeitete  Theil  TollstAndig  vor. 
Gleichwie  der  erste  Band  des  Handbuches,  so  bildet  auch  dieser  ein  fHr 
sich  abgeschloBsenes  Ganze. 

Eine  populär  gehaltene  und  doch  grttndliche  Lehre  von  der  Elek- 
tricitSt  und  dem  Hagnett^mns  an  schreiben,  k&nn,  wie  der  Herr  Ver- 
fuser  in  der  Vorrede  betont,  als  keine  leichte  Anfgabe  betrachtet  wer- 
den; e«  handelt  sich  hier  dämm,  dem  Techniker  alles  Das  zn  bieten, 
was  er  sonst  ans  vereinselten  Abhandlangen  ensammensuchen  mOsste. 
Eine  weitere  Frage  ist  die,  wie  weit  man  mit  der  Theorie  gehen  dOife, 
ohne  einem  grSssern  Theile  der  Leser  nn  verstand  lieh  zn  werden.  Dass 
von  einer  Wiedergabe  der  Potentialtheorie  in  einem  Werke  wie  dem  ror- 
liegendea  nicht  die  Rede  sein  kann,  ist  selbstverständlich;  dagegen  scheint 
es  nns,  als  hätte  der  Herr  Verfasser  in  der  Anwendung  der  Mathematik 
einen  Schritt  weiter  gehen  dUrfen.  Die  Binschränkang  anf  die  Mittel 
der  Elementarmathematik  ist  meist  der  Allgemeinheit  der  Resultate,  sowie 
dem  Ueberbltcke  ihres  Zusammenhanges  mp.hr  oder  weniger  abträglich. 
Wer  Bich  hentzntage  dem  Stndium  der  elektrischen  Technik  widmet,  soll 
doch  mit  den  Elementen  der  Differential-  und  Integralrechnung  vertraut 
sein  und  mit  den  Anfangsgründen  schon  läset  sich  in  nnserem  Facbe 
Vieles  erreicheo. 

Die  ersten  Capitel  dee  Buches  bandeln  von  der  Reibnngselektricitit; 
wir  finden  hier  die  Fundamental  versuche,  die  gewöhnlichen  und  die  In- 
fluenz -  Elektrisirmaschi  neu  u.  A.  m.  Schon  hier  wird  der  ffir  die  moderne 
Telegrapbentechnik  so  wichtige  Begrifi*  der  CapacitXt  erläutert;  der  Ans- 
dmck 


(S.  26  unten)  bedeutet  indessen  weniger  die  Capacität  im  modernen 
Sinne,  als  vielmehr  das  specifische  Verth ei Inngs vermögen  nach  Siemens. 
Definirt   man    elektrische    Capacität   eines  Leiters   oder  Condensators   als 

Q 
C=~~,    SD    ergiebt   die   Rechnung   für  einen   cylindrischen  Condensatnr, 

ein  Kabel 


Diese  Formel  riihrt  von  Thomson  her  (1852).     In  gleicherweise  w«i 
zu  setzen 


geleitet;  es  hat  diese  Art  der  Darstellnng  den  Vorthul,  dass  die  Vor- 
gitnge  alle  graphisch  dargestellt  werden  kfinnen.  Die  Ohm 'sehen  nnd 
Kirchhoff'schen  Geseta«  sind  siemlich  aasfttfarltcb  behandelt,  vas  nnr 
begriiaat  werden  kann.  Es  folgen  dann  die  verschiedenen  Hanptt^pen 
galvanischer  Elemente  mit  nnmenschen  Angaben  ihrer  elektromotorischen 
Kräfte.  Bei  der  Lehre  von  der  LeitnngofUhigbeit  finden  wir  sehr  branch- 
bare  Tabellen  znr  Berechnnng  des  Widerstandes  von  Drähten  nnd  Flfis- 
sigkeitssäalen.  Ein  grösserer  Ranm  ist  der  Besprechung  der  WSrmcwir- 
kongen  des  galvanischen  Stromes  gewidmet;  da  gerade  jetzt  die  elek- 
trische BeleacbtuDg  an  der  Tagesordnung  ist,  so  dürften  diese  Paragra- 
phen besonderes  Interesse  bieten.  Fancto  Lichtregnlatoren  bat  sich  der 
Herr  Verfasser  anf  die  Beschreibnng  der  Siemens'schen  Lampe  |Con- 
stmction  von  Hefner-Alteneck)  beschränkt.  Wir  hatten  vor  zwei 
Jahren  Gelegenheit,  diesen  sinnreichen  und  doch  so  einfachen  Apparat 
im  Etablissement  der  Herren  Siemens  &  Halske  in  Thätigkeit  zn  sehen, 
ond  sind  ttbeizengt,  dass  derselbe  in  den  meisten  Fällen  den  Vorsng 
vor  Foncanlt's  complicirtem  Arrangemeut  verdient.  Die  mechanischen 
Fern  «Wirkungen  des  Stromes  sind  sehr  ausfllhrlich  behandelt,  fast  zn 
ansfährlicb.  Das  Gleiche  lässt  sich  auch  von  der  Lehre  vom  Magnetismus 
nnd  Elektromagnetismus  sagen;  doch  ist  es  hier  geboten,  anf  den  Gmnd- 
gesetseii  lange  zn  verweilen.  Für  die  Frage  der  elektrischeu  Beleuchtung 
bietet  die  ausführliche  Beschreihnng  der  magneto- elektrischen  Maschinen 
besonderes  Interesse.  Es  mag  an  dieser  Stelle  rühmend  hervorgehoben 
werden,  dass  sich  das  Werk  im  Allgemeinen  durch  einen  durchaus  ori- 
ginellen Ton  auszeichnet  nnd  dass  der  Ideengang  des  Herrn  Verfassers 
ein  ganz  selbstständigcr  ist. 

Es  folgt  nnn  ein  Xnsserst  wichtiges  Capitel:  ,,Die  elektrischen  Er- 
scheinungen in  Kabeln."  Was  im  Anfange  unserer  Besprechung  in  Be- 
Kng  auf  das  Sammeln  des  Materials  gesagt  wurde,  hat  an  dieser  Stelle 
seine  vollste  Bedentnng.  Wohl  wird  gerade  Über  diesen  Gegenstand  sehr 
viel  geschrieben ,  allein  die  betreffenden  Abhandlungen  finden  sich  in 
deutschen,  französischen,  englischen  Zeitschriften,  die  man  doch  nicht 
immer  zur  Hand  hat,  zerstreut.  Der  Herr  Verfasser  hat  diesen  wichtigen 
Abschnitt  seines  Werkes  mit  besonderer  Vorliebe  bearbeitet;  die  Beigabe 
von  trefflichen  graphischen  Darstellangen  (Spannungscnrven)  erleichtert 
das  Verständniss  ungemein;  aber  gerade  hier  Hesse  sich  die  Deutlichkeit 
der  Darstellung  durch  Anwendung  der  Differentiahechnung  erhöhen.  Die 
Anfertigung  der  Condensatoren  ist  nnr  ganz  kurz  besprochen;  die  Art 
nnd  Weise  ihrer  Adjustimng  ist  nicht  angegeben.  Die  Curve  des  anstei- 
genden Stromes  wird  durch  eine  vortrefflich  in  Lichtdruck  ausgeführte 
Tafel,  welche  die  von  Siemens  &  Halske  an  den  neuen  deutschen  Erd- 
kabeln   angestellten   Versuche    veranscbanlicht ,    erläutert.      Den    Schlnss 
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die6e§  Abflchnittea  bilden  einige  Notizen  über  die  FoTtpflanznngBgescbwiQ- 
digkeit  der  ElektriciUtt. 

Unter  dem  Titel  „Anhang"  omfusen  die  leteten  Bogen  dei  Bande« 
die  elektrtBcb«n  MeBsangen,  d.  i.  die  HesainstrsmeDte ,  die  Meeamethoden, 
das  absolnte  Hawaeyatem,  Zahlen  nnd  Tabellen. 

Nach  einer  koraen  Theorie  der  Galvanometer  finden  wir  hier  Bat- 
terieprüfer,  Tangenten-  und  Siaos-Bonssole  nnd  Spiegelgalvanomet^r 
beachriebeo,  nnd  swar  epeciell  die  Anordanngen,  welche  Siemena  &  HaUke 
den  betreffenden  Inatmmenten  gegeben  haben.  Es  wurde  a.  O.  dem 
Herrn  Verfasser  der  Vorwurf  gemacht,  er  sei  atcta  bemdbt,  die  Constnic- 
tiouen  dieser  Firma  in  den  Vordergrund  zn  atellen;  diesem  Tadel  vpr- 
mSgen  wir  ans  nnn  nicht  an anschli essen.  Dasa  Herr  Dr.  FrSIich  mit 
Voiliebe  diejenigen  Apparate  beschreibt,  welche  er  durch  tXgliche  Hand- 
habung genan  kennt,  ist  gans  aelbstverstSndlich ;  man  schlage  irgend  ein 
französischea  oder  englisches  Werk  anf  und  man  wird  finden,  dass  auch 
dort  die  Erzeugnisse  des  Vaterlandes  vorzüglich  berficksichtigt  werdon. 
Nen  waren  una  hier  das  transportable  und  das  astatisohe  Splegflgalva- 
nometer.  Ersteres  zeichnet  sieb  durch  grosse  Handlichkeit  ans,  tndcn 
das  ganze  Hagnetsyatem  in-  einem  beweglichen  Knpferstild  enthalten  ist 
Aehnitche  Instrumente  hatte  auch  die  franzSsiscbe  Telegraphen  Verwaltung 
1878  in  Paris  ausgestellt;  es  werden  dieselben  dort  theils  zum  KaWI- 
sprechen,  theils  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  bei  Ailhand'i 
Hughes-  Gegensprecher  benntzt.  Das  aatatiache  Spiegelgalr&nometer 
heeitat  zwei  Olockenmagnete  in  zwei  übereinander  liegenden  Rollen ,  bei 
dieser  Anordnung  wird  die  hSchste  Empfindlichkeit  erzielt.  Nen  sind 
femer  der  Russschreiber  und  das  Toraion a  -  Dynamometer.  Ereterer,  nach 
dem  Princip  dos  aperiodiaclien  Submarine-Relais  construirt,  diente  bei 
den  obenerwXhnten  Versuchen  an  den  deutschen  Rrdkabeln;  letzteres 
wird  von  Siemens  &  Halake  zur  Uesanng  der  starken  Ströme  der  dy- 
namo-elektrisehen  Maschinen  benutzt.  Es  folgt  nun  noch  eine  ansfahr- 
liche  Beschreibung  des  Th  o  maon'achen  Quadranten- Elektrometers, 
sowie  einige  Notizen  über  die  Anfertigang  der  Wideretandsscalen. 

Die  Ausfuhrung  der  Messungen  ist  etwas  kurz  behandelt.  Du 
Gleiche  IXaat  sich  auch  von  der  Besprechung  der  Feblerbestimmnngea 
sagen;  vielleicht  beabsichtigt  der  Herr  Verfasser,  in  Band  3  des  Hand- 
buches  n&her  auf  diesen  Gegenstand  einzogehen- 

Den  Schlnss  des  Werkes  bilden  die  Grundzfige  des  absoluten  Maaas- 
systems;  man  kann  nicht  verlangen,  dasa  in  einer  popniftren  Z^hre  von 
.  der  Elektridt&t  dieses  Tractandura  ansfQhrlicb  zu  behandeln  sei;  nm  etnra 
oberflftchlicben  Begriff  von  der  Sache  zn  erhalten,  gentigt  das  Gesagte. 
Es  haben  sich  hier  einige  Druckfehler  eingeschlichen ,  die  indessen  so  hi 
die  Augen  springen,  dass  es  uns  unnöthig  erscheint,  dieselben  namhaft 
zn  machen. 
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Die  AnastftttuDg  des  Werkes  ist  eine  des  werthYollen  Inbalts  dnrch- 
»ns  vtirdige. 

Ea  sei  anch  dieser  Band  den  Fachgenossen  warm  empfohlen! 
ZBrich,  4.  Januar  1879.  Dr.  A.  Tobler. 


Uebniigabach  zum  Stadinm  d^  höheren  Analyiii.  Vnn  Dr.  Oscar 
SCHLOEMiLCH,  geh.  Scbnlrath  im  königl.  sächs.  CnUnsministeriuna. 
Erster  Theil:  Aufgaben  ans  der  Differentialrechnung. 
3.  Anflage.  Leipzig  I87S,  Verli^  von  B.  6.  Tenbner.  VIT,  308  S. 
Wenn  im  Allgemeinen  es  banm  als  passend  erscheinen  dürfte,  dass 
der  Leiter  einer  Abtbeilnng  einer  wtssenscbaftlichen  Zeitschrift  ein  Werk 
ans  der  Feder  des  Leiters  einer  andern  Abtbeilung  derselben  Zeitschrift 
der  Besprecbnng  nuterwerfe,  weil  eine  durch  Jahre  Fortgesetzte  GoUegia- 
lität  die  Unbefangenheit  des  Urtheils  zn  trlihen  geeignet  sein  könnte, 
so  erleidet  diese  Eegel  eine  Ansnabme,  wo  es  sich  um  wiederholt  erschpi- 
nende  Schriften  handelt,  am  solche,  deren  günstiges  Urtheil  das  Publi- 
kum schon  gesprochen  hat,  indem  es  eine  zweite,  eine  dritte  Auflage 
forderte.  In  diesem  Falle  hat  nämlich  meistens  die  Kritik  einer  blossen 
Ankündigung  Platz  zu  machen,  es  sei  denn,  dass  man  mit  dem  all- 
gemeinen Urtheil  sich  nicht  einrerstanden  erklären  wollte,  und  beabsich- 
tigte, unter  genaner  Begründung  gegen  Verfasser  und  Leser  gleichzeitig 
vorzugehen.  Wir  befinden  uns  heute  in  dem  angenehmeren  und  beque- 
meren Falle,  das  Recht  in  Anspruch  zn  nehmen,  nur  kurz  anzuzeigen, 
dass  eine  dritte  Anflage  des  allgemein  geschätzten  und  vielfach  benutz- 
ten Uebungsbncbes  zur  Differentialrechnung  von  dem  Leiter  der  dogma- 
tischen Abtbeilnng  dieser  Zeitschrift  die  Presse  verlassen  hat.  Gegen  die 
früheren  Auflagen  sind,  wie  das  Vorwort  bemerkt,  namentlich  In  der 
Einleitung,  welche  mit  Grenzwerthen  von  Functioneu  es  zu  thnn  hat, 
Zusätze  hinzugetreten.  Diesmal  bat  der  Verfasser  nämlich  auch  Hinf 
Aufgaben  von  Grenzwerthen  von  Functionen  zweier  Veränderlichen  be- 
handelt und  gezeigt,  welche  Schwierigkeiten  bei  derartigen  Aufgaben  der 
Beachtung  uuteiliegen,  wie  es  insbesondere  keineswegs  gleichgiltig  nir 
den  erscheinenden  Grenzwerth  ist,  ob  zuerst  die  eine  und  dann  die 
andere  Variable  ihrer  Grenze  sich  nähere,  oder  ob  die  entgegengesetzte 
Reihenfolge  stattfindet,  oder  endlich  ob  beide  gleichzeitig  zur  Grenze 
gelangen,  indem  sie  als  Vielfache  einer  und  derselben  dritten  Veränder- 
licheu  mit  conetanten  Coefficieuten  erschauen.  Für  spätere  Auflagen 
möchten  wir  an  den  Verfasser  die  Bitte  richten,  in  dem  Capitel  IV,  der 
Discnssion  ebener  Cutven,  doch  anch  die  vielfachen  Punkte,  sowie  die 
isolirten  Punkte  der  Curven  zu  berückst chti geu ,  als  Singnlari taten,  welche 
keinem  Schiller  der  höheren  Analysis  fremd  sein  dürfen.  Cahtok 


lO^lc 


Bibliographie 

I  ].  Februar  bis  31.  März  1879. 


Pmodisehe  Sohriftea. 
Sitznn  gebe  Hellte  der  mathem.-phyeikal.  Claaae  der  königl.  bayer,  Akademie 

der  Wisgnnschaften.     1S78,  4.  Heft.    München,  Franz.     1  Mk.  20  Pf. 
Sitzungsberichte    der    kaiBerl.    Akademie    der    WisBenschaften    in   'Wien, 

inathem.-natnrwtaseDschafll.  Classe.     78.  Bd,  II.  Abtb.,  l.a.  2.  Hed. 

Wien  ,  Gerold.  10  Mk. 

Arcbiv   der  Mathematik    und  Physik,   begr.    vot)  Ghunbiit,   fortgea.   tob 

R.  HoppH.     63.  Tbl.,  1.  Heft.     Leipzig,  Koch. 

pro  compl.  10  Mk.  50  Pf- 
Zeitschrift  f.  matheniat.  n.  naturwissenacliaftl.  Unterricht,  heranagegebeo 

Ton    J.   C.  V.  HoFFMAMN.     10.  Jahrg.,    1879,    1.  Heft     Leipzig. 

Teubner.  pro  compl.  10  Mk.  80  Pf, 

Zeilscbrift   fHr  Vermessongawescn ,   heransgeg.   v.   W,  Jordan.     8.  Bd., 

i87ö.     I.Heft.     Stnttgart,  Wittwer.  pro  compl.  9  Mk. 

Vierte.ljahreBchrift  der  astronomischeD  GeBellachaft,  heransgeg.  v,  E.  ScaSs- 

FELD  n.  A.  Wimkecke.     13.  Jahrg. ,  3.  n  4.  Heft.     Leipzig,  Bngel- 

mann.  4  Mk. 

Zeitschrift  der  Österreich.  Gesellschaft  für  Meteorologie,  redig.  v,  J.  Hahn. 

14.  Bd.,  1879,  1.  Heft.     Wien,  Branmüller.  12  Mk. 

Annalen  der  Hydrographie  nnd  maritimeii  Meteorologie.     7.  Jahrg.,  1879, 

1.  Heft.     Berlin,  Mittler.  pro  compl.  3  Mk. 

Nautisches   Jahrbach    für    1881,    redig.   v.   Tietjbm.      Berlin,    HeymaoD. 

1  Mk.  50  Pf. 
Meteorologische  nsd  magnetische  Beohschtangcn  der  kSnigl.  Stemwart« 

bei  München.     Jahrg.  1878,  heransgeg.  v,  J,  v,  Lauokt.     München, 

Franz.  I  Mk. 

Annunrio  mariltimo  per  Vntmo  1879.    Triest,  literar. - artist.  Anstalt.    6Mk. 

Oetchichte  der  Mathematik  nnd  Physik. 
CoriBN,  H.,  PlatoDS  Ideenlehre  nnd  die  Mathematik.     Marbni^,  Elwert 

1  Mk.  20  Pf. 
FoQOKHDORFP,  C,  Geschichte  der  Physik.     2.  u.  3.  Lief.  (Scblnss.)    Leip- 
zig, Barth.                                                                        11  Mk.  20  Pf- 

GfJNTiiBR,  8,,  Studien  znr  Geschichte  d.  mnthemat.  n.  physikal.  Geographie. 
6,  (letztes)  Heft:  Geschichte  d.  loxnd römischen  Cnrve,    Halle,  Nebert. 

2  Mk.  40  Pf. 


Bibliographie. 


Beine  Ifatbamatik. 

DiBiCULBT,  Lej.  ,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  heransgeg.  v,  R.  Dbde- 
KiRß.    3.  Aufl.     1.  Abthlg.     Brannscbwelg,  Vieweg.  6     Mk, 

BoRCHAHDT,  W.,  Theorie  des  arithmetiBch-geomctnacben  Mittels  ans  vier 
Elementen.     (Akad.)     Berlin,  Dümmler.  3  Mk. 

UotscB,  A.,  UnterBQChangen  fiber  die  i7-Fnnction  von  Gänse  nnd  ver- 
wandte Fanctionen.    (Dissert.)    Gtittingen,  Vandenhoecfc  &  Bnprecht. 

1  Mk.  20  Pf. 

Meyeb,  G-,  Zar  Theorie  der  quadratischen  und  kubischen  Beste.  (Uis- 
sert.)     QOttingen,   Vandenhoeck  &  Rnprecht.  1   Mk, 

PiCTKT,  K.  et  G.  Cst-hiaiEB,  Nithode  generale  d'intcgralion  d'une  fonclion 
numerique  guelconque.     Basel,  Georg.  5  Mk. 

MicuBLiB,  F-,  Ist  die  Annahme  eines  Baumes  ven  mehr  als  drei  Dimen- 
sionen wissenschaftlich  berechtigt?     Freibnrg  i-  B.,  Wagner.     1  Mk. 

Krebs,  F.,  Beiträge  zar  Elementargeometrie.  Winterthar,  Blenler-Hans- 
herr.  1  Mk.  20  Pf. 

BucKWOifDT,  6.,  lieber  die  Flächen  mit  conatantem  positivem  Krttm* 
mungsmaass,  hei  denen  die  eine  Schaar  der  KrümmungBlinien  von 
ebenen  Curven  gebildet  wird.  (Dissert.)  Göttingen,  Vandenhoeck 
&  Buprecht.  80  Pf. 

Kantob,  8.,  lieber  den  Zusammenhang  von  n  beliebigen  Geraden  in  der 
Ebene,     lieber  das  vollständige  Fttnfseit.     (Akad.)     Wien,  Gerold. 

80  Pf. 

Heilbrhann,  H.  und  J.  Uiijkiiahh,  Lehr-  nnd  Uebungebuch  färben 
Unterricht  in  der  Algebra.     2.  Tbl.     Essen ,  Bädekei.     1  Mk.  20  Pf. 

Struvb,  K.,  Elemente  der  Mathematik.  3  Theile.  Berlin,  Wiegandt, 
Hempel  &  Parey.  1  Mk.  60  Pf. 

Angewandte  Hatbematik. 

Spottiswoode  ,  W.,  Die  Mathematik  in  ihren  Beziehungen  zu  den  an- 
deren Wiesenscbaften.     Leipzig,  Qnandt  &  Händel.      1  Mk.  20  Pf. 

LocKTBB,  N.,  Astronomie.  Deutsch  v.  A.  Wihnecke.  2,  Aufl.  Strass- 
bnrg  i.  E.,  Trtthner.  80  Pf. 

HoLBTBCHEE,  J.,  Bababcstimmung  des  6.  Cometen  v.  J.  1874.  (Akad.) 
Wien,  Gerold.  40  Pf. 

Zelbb,  K.,  Bahnbestimmnng  des  3,  Cometen  vom  Jahre  1877.    Ebendas. 

20  Pf. 

PocuuAMHER ,  L.,  UntersucbiiDgen  über  das  Gleichgewicht  d.  elastischen 
Stabes.     Kiel,  Univ.- Buchhdlg.  4  Mk. 

BoLTZMAHN,  L. ,  Ueber  die  Beziehung  der  DiffnElonsphKuomene  zum  zwei- 
ten Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie.  (Akad.)  Winn, 
Gerold.  50  Pf. 


110  HbtoriBch-literariiche  A'btbeilnng. 

Clausius,    R.,    Die   mechanische  Wärmetheorie.     2.  Aufl.     2.  Bd.:    Die 
mechanische  Befaftndlung  der  Elektricitfit.     Brannschweig,  Vieweg. 

6  Hk.  40  Pf. 

Handman»,  B.,  Der  Egger'ache  elektromagn.  Motor  n.  die  plektromagn. 
Triebkraft  im  Allgem.     HUnster,  Ascheudorff.  2  Mk. 

Uakoules,  H-,  Bemerkung  za  d.  Stefan'achen  Gnindformeln  der  Elektro- 
dynamik.    (Akad.)     Wien  ,  Gerold.  20  Pf. 

KiMD,  W.,  Zur  PotentialfnncUon  der  elekttomagnet.  KrSfte.     Göttingen, 
Vandeohoeck  &  Rnprecht.  1  Mk.  60  Pf. 

Physik  and  Heteorologl«. 
Handl,  A.,  Notiz  tiber  einen  einf.  Apparat  znr  Erhsltnng  eines  cQostan- 

ten  Gafidmcks.     (Akad.)     Wien,  Gerold.  20  Pf. 

Lamoolt,  H.,  Daa  nptbche  Drehnngsvermögen  organischer  Sttbstanzen  o. 

die  prakt.  Anwend.  desselben.     Biannscbweig ,  Viewög.  8  Uk. 

SiKBBN,  G.,   Untersuchnngen   über  die  anomale  Dispenion  des  Lichtes. 

Bonn,  Behrendt.  80  Ff. 

CiAMiciAN,  G.,  lieber  den  Einfluas  der  Dichte  nnd  Temperatur  anf  dis 

Spectra  v.  Dämpfen  n.  Gasen.  (Akad.)  Wien,  Gerold.  2  Mk.  60  Pf. 
Franz,  K.,  Ueber  die  diamagn et.  Polarität.  Leipzig,  Engelmann.  80Pf. 
Skalwbit,  W.,  Magnetische  Beobachtnngen  in  Me'mel.    Königsbeig  LPr., 

Härtung.  4  Hk. 

Stepan,  J.,  Ueber  die  Diffusion  der  Flüssigkeiten.     I.  Optiache  Beobaeh- 

tnngsmethoden.     (Akad.)     Wien,  Gerold.  40  Pf. 

DAtfCKELUANN,  A.  V.,  Die  meteorologischen  Beobachtungen  der  Gfissfeldt- 

schen  Loaago  -  Expedition.     Leipzig,  Frohherg.  2  Uk. 

InatmctioQ    f.  d.  Beobachter   an    d.  meteorolog.  Stationen  im  Königreieb 

Bayern.  München,  Ackermann.  ,  1  Mk.  60  Pf. 
HANK,  J.,  Znr  Meteorologie  der  Alpengipfel.  (Ak.)  Wien,  Gerold.  60  Pf 
f  Bemerknngen  nnd  Vorschläge  zn  den  gegenwärtigen  Grundlagen  der 

Wetterprognose.     Wien,  Fsesy  &  Frick.  '  40  Pf. 

Fritz,  H.,  Die  Beziehungen  der  Sonnenflecken  zu  den  magnetischen  und 

meteorolog.  Ersehe  in  nn  gen.  Haarlem,  fCrven  Loosjes.  10  Mk.  30  Pf. 
BuDDH,  E.,   Lehrbuch   der  Physik    für   hSbere   Lehranstalten.     Beriin, 

Wiegandt,  Hempel  &  Parey.  6  Hk. 

PsoHBiDL,  W.,  Einleitung  in  die  praktische  Physik.     Brauoschweig,  Vie- 

weg.  1  Mk.  20  Pf. 

MÜLLBS-PODiLLBT,  Lohrbuch  der  Physik  u-  Meteorologie.    8.  Aufl.,  bearb.  v. 

L,  Pi-AUNDLER.     2.  Bd.  1.  Abth.     Brannschweig,  Vleweg.  7  Hk. 


ra-,:cJbyC00gIC 


Mathematisches  Abhandlungsregister. 


le-rs. 

Erste  Hälfte:   1.  Januar  bis  30.  Juni. 


AbUldsng. 

t.  Ueber  äqaivalent«  AbbUdiing.  Schellhämmer.  Zeitscfar.Math.PhyB.XXlIl.es. 

AiulTÜtoh*  SMuMris  dM  EbaiM. 

2.  TTeber    doe  dem    CarteÜBchen  reciproke  CoordinatoasvBtem.     V.   Schlegel, 

Zdtachr.  Math.  Phys.  XXIII,  196.     [Vera!.  Bd.  XiÖI,  Nr.  8.] 

3.  Sor  la  tronsformatiou  harmauiqne  Unfaire.    MaoBion.    N.  coireap.  math.  IV, 

267,  313. 

4.  Ein  paar  alleemeine  metrische  Mtze  fOt  algebraiscbe  Carven.    Holst.    Math, 

AnnaL  XI,  341,  676. 
6.  Ueber  Tangenten  und  Nonnaleu  an  CnrvensjBtemea.    ScblOmilch.    Zeitechr. 

Math,  PhjB.  XXIII   337. 
6.  DiBcuBBion  de  la  courbe  dont  l'^qnation  efit(if+a!)(2!'+y*)+(!r— B)(y'— 0^  =  0. 

Brocard.     N.  corrasp.  math.  IT,  48. 
T.  8ur  nue  courbe  du  lixi^ine  degi4.    Fieaon.    N.  corresp.  math.  17,  löS. 

8.  Liou  des  points  O  teb  qae  lea  jierpendiculaireB  aboiBH^ea  de  Q  snr  les  trois 

cOt^B  d'un  inangle.  däterminent  aur  ce*  cötäa  6  segmente  en  involntion. 
Yan  Aubel.     IT  corresp.  math.  IV   281. 

9.  Trouver  l'enveloppe  de  la  base  d'une  cjcloide  qui  roule  aur  une  droit«.    Uoa- 

nesBon.     N.  corresp.  math.  IV,  362. 
10  Propriätäa  de  Thypocjcloide.    Dubais.    N.  corresp.  math.  IV,  90.  —  Brocard 
ibid.  140. 

11.  Sur  l'hjpocycloide.     Brocard.     N.  correap,  math.  IV,  139. 

12.  üourbes  d^crita  au  mojen  d'nn  quadrilatöie  aiticulä.    HennaBaon.    N.correap. 

math.  IV,  813,  215,  218,  218. 

13.  De  la  courba  reprdsaat^e  par  u=:B .    Cesaro,    N. corresp. math. IV, 233. 

14.  Trouver  uue  conrbe  teile  qae  la  partie  de  la  tangente  compriae  entre  le  point 

de  coutact  et  l'axe  des  abEcisBea  soit  ägale  ft  l'abaciBse  du  point  de  con- 
tact     Latara.     N.  corresp.  math.  IV,  330.  —  Catalau  ibid.  33S. 
16.  Doit  ou  dire:  la  parabole  y*=pxetc.7    Brocard.    N.  corresp.  math.  IV,  242, 
~  Catalan  ibid.  246.  —  Mansion  ibid.  360. 
Varel.  Abbildung.  Asymptoten.  Biaiigalarcoordinat«n.  Eegolschnitte.  Kreis. 
Qoadratnr. 

AaalTttBohe  Oeometiie  dM  Banmaa. 

16.  Ueber  die  Darstellung  der  Kaumcurre  rierter  Ürduun^  erster  Spedes  und  ifarea 

Secantensvstems  durch  doppelt  periodische  Fmictionen.  Harnack.   Math. 
Annal.  XU,  47. 

17.  Sur   la   r^olation    des  probl&mes  qui   exigent  des  conatzuctiona  danB  Tespace 

avec  la  rgffle  et  le  compaa.    De  Tilly.     N.  corresp.  matb.  IT,  S7i. 

18.  Ueber  das  gleichseitige  hjparboliBChe  Paraboloid  und  ein  aaa  ihm  abgelaitetos 

StiahUjatam.     Schoanflies.     Zeitechr.  Math.  Phjs.  XXUI,  245. 

19.  Ueber   ein   specielles   Hyperboloid   und    andere    mit   ihm    zusammenhängende 

Regelfla^ben.     Scboenfliea.     Zeitachr.  Math.  Fhys.  XXllI,  S69.   , 
Vergl.  Maimigfaltigkeiten.    Oberflächen.    Uberfläcben  zweiter  Ordnung. 


Historiscb- literarische  Abtheilong. 


20.  Vei^derta  Form  fiir  die  Berechnung  der  Hypothesen  bei  BahnbeatimiuiiDgeD 

ans  drei  beobachteten  Oerteni.    FabntiuB.    Astr.  Nachr.  XC,  SIT,  Sä  - 
81.  Uober  eine  strenge  Methode  zur  Berechnung  dea  Ortes  von  Polarsternen.    Fa- 
v.!i:...     Jgtr.  Nachr.  LXXXVn,  113,  129. 

)ei 

ah 
ibid.  2C1. 

23.  On  donble-Btar  caiculatiotis.    Doberck.    Astr.  Nachr.  XC,  57;  XCI,  119. 

24.  Zu  Encke'B  Methode  der  Berechnimg  der  sneciellen  Störungea    Th.  v.  Oppol- 

zer.    ABtr.  Nachr.  LXXXIX,  S73. 
26.  Ueber   das   QeaetB  der  numerischen  CoetBcienten,    die   bei   den   mei;haniachen 

Quadraturen  auftreten.    Th.  v.  Üppolzer.    Astr.  Nachr.  XCI,  329. 
26.  Ueber    die  Beesel'sche   Correctionaformel   für  Hikrometerschrauben.     Lamp. 

Astr.  Nachr.  LSXXVII,  359;  LXXXVIII,  179. 
Vergl.  Qeschichte  der  Mathematik  103,  107. 

Math. 
Annal.  XI,  il. 

Attraoäan. 

28.  Zu  Riemann'B  Graritationstbeorie.     Helm.     Zeitechr.  Math.  Pbys.  XXllI,  S61. 

29.  Oscilluteriache  Bewegung   eines  Terlängerten  Rotationsellipsoids  infolge  der 

Anziehung  eines  weit  entfernten  Punktes.    Gieseu.    Zeitscbr.  Math.  Fhjs. 
XXIII,  380. 
Vergl.  Potential. 

AudebnimgilalirB. 

30.  Die  Mechanik  noch   den   Principien   der  Ansdebnungslehre.     H.  GrassmuDU. 

Mathem.  Annal.  XII,  232. 

31.  Der  Ort  der  Hamilten'achen  Quaternionen  in  der  Ausdehnungslehre.    H.  Giass- 

mann,     Mathem,  Annal,  XII,  375. 
Yergl.  Qeschichte  der  Mathematik  111.    Imaginäres  129. 


Baitiminta  Intagrals. 

33.  Ueber  bestimmte  Integrale.    Thomae.    Zeitachr.  Math.  Phys.  XXUI,  67. 

Vergl.  Eiliptiscbe  Trans cendenten.     Ultraelliptische  Transcendenten.    Varia- 
tionsrechnung. 

Biu^nlaniDDrdlnBMn. 

34.  Demonstration  d'nn  thöoreme  eäomdtrique  par  coordonn^es  biangulaires.    Le- 

nioine.    N.  corresp.  math.  17,  59. 


P^ttrwif  11  sntwi 

37.  Extraita   de  l'ourrage  de  Mr.  Gauthet  sur  les  d^terminanta.    Brocard.   N. 

corresp.  matti,  IV,  16. 

38.  ThiSorcmeB  arithm^tiques  repoaant  sur  la  thöorie  des  dätenninants  et  lice  Teiw. 

Smith  et  Mansion  I nouvellement  redigä  par  Catalan).    N.  corr^. 
math.  IV,  103.  -  Le  Paige  ibid.  176. 

39.  Sur  ime  propriüte  des  determinaots  nuls.     Falk.     N.  correap.  math.  IV,  3TS, 

40.  Sur  iinp  tranBformation  de  diSterminanta,     Le  Paige.     N.  corresp.  matli.  IV,  79 

VergL  Function  78.     Gleichungen  115. 


Abb  and  1  an  gsregtater. 

DatanniBantwi  in  gMm«trl«di«r  A&wmdimg. 
41.  8ur  un  principe  fondamental  de  g^omätrie  et  de  trigoaom^rie.    E.  Lucas. 
N.  correap.  matb.  IV,  86,  169,  200. 

DlffsrmitlalgUlelLiiilgBn . 

48.  Ueber  die  Integration   totaler  Differentialgleichungen.     Du  BoiH-Reymond. 

Mathem.  Aonal.  XII,  123. 

43.  Sur  r^qnation   de  Uicoati   g^nöraliaöe.     Picard.     N.  correep.  math.  IV,   184. 

44.  lutägrer  l'^quaüon  -r^-f  oy-f  (3M"y=0.    Latare.    N.  coiresp.  malh.  IT,  397. 

45.  Integrer  l'^qaatiau  -,  +  -;;  =  —.    MennesBon.    N.  conesp.  math.  IV,  253. 

46.  Ueber  lineare  Differentialgleichnngen.     F.  Klein.    Mathem.  AnnaL  XI,  116; 

XII,  167. 

47.  La  tb^orie  dea  fonnes  dans  rintä^ratiou  des  äquaüons  diff^rentiellea  Unfaires 

dn  second  ordre.     Biioacfai.    Mathem.  Annal.  XI,  401. 
46.  Thgor^me  sur  la  r^daction  d'une  äquatiou  lindaire  d'ordre  »  k  une  autie  äqua- 
tion  linäaire  d'ordre  n— 1.    Maneion.    N.  correap,  math.  IV,  1&4. 

49.  Allgemeine  Theorie  der  partieUen  Differential KLeichungeu  erster  Ordnung,  iweite 

Abhaudltm^.     Lie.     Mathem.  Annal.  XI,  464.     [Vergl.  Bd.  XXIU,  Nt.  78.) 
60.  On  the  theorj  of  partial  differential  equationa.    Ca  jle;.    Mathem.  Annal.  XI, 

194. 
51.  Ueber  partielle  DiffereDtial^leichimgen  höherer  Ordnung,  die  intermediäre  erste 

Integrale  besitzen.    Baeoklund.    Mathem.  Annal.  XI,  199. 
63.  Ueber  Sjaieme  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.    Baecklund. 

Mathem.  Aanal.  XI,  4ia. 
53.  Ueber   den  Hultiplicator  eines  Jacobi'schen  Systems.    A.  Majer.    Mathem. 

Annal.  XII,  132. 
VergL  lavariantentheorie  131. 


56.  Zur  Theorie  dea  Condenaator«.    Kirchhoff.    Berl.  Akad.-Ber.  1877,  144. 
&7.  Zur  Theorie  der  Bewegung   der  Elektricität  in   unteraeeiacheu   oder  snterirdi- 
achen  Tel^rapheodrabten.     Kirchhoff.     Berl.  Akod-Bex.  1877,  598. 

58.  Ueber  galvanische  StrOme,  verursacht  durch  ConcentratiODannteracfaiede;  Fol- 

gerungen   aua    der   mechanischen   Wärmetheorie.      Helmholta.      Berl. 
Akad.-Ber.  1877,  713. 

59.  Ueber  daa  Problem  der  Strom veraweignng  in  einer  ebenen  Platte.   Chwolaon. 

Zeitachr.  Math.  Phy«.  XXIII,  47. 

EIUpM. 

60.  Propriätä  gäomätriqaes  de  l'ellipse.    Laisant    N.  corteap.  math.  IV,  118, 

61.  Fropriät^B  d'nne  elhpse  inscrite  £k  un  paralUlogramme,    Jamet.     N.  correap. 

math.  IV,  1S3. 

62.  Thäorämes  am  l'eliipae.     Mennesson.     N.  correap.  math.  IV,  367. 

63.  Geometrische  ünteraucbungen.     S.  Kantor.     Zeitachr.  Math.  Phvs.  XXIII,  414. 

64.  SuT  lea  3  cerclea  oacnlateurs  ä  Tellipee  paaaant  par  un  point.     Nenberg.     N. 

correap.  math.  tV,  399. 

65.  Cercle  de  courbure  de  TeUipae  ajant  la  mSme  surfaoe  que  l'eliipae.    Yagano. 

N.  correap.  math.  IV,  898. 
Vergl,  Rectification  178. 

XUipaoid. 
Vergl.  Atb-oction  29. 

BUipUaelM  Trua««BdantNk. 

66.  Ueber  die  Theilung  der  elliptischen  Functionen.    Kronccker.    Berl.  Akad.- 

Ber.  187«.  242.     [Vergl.  Bd.  XXII,  Nt.  343] 

67.  Algebraische   Untersuchungen    aus    der    Theorie    der   elliptischen    FunctioDen. 

Krause.     Mathem.  Annal.  XII,  I. 

68.  Ueber  die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  und  ihre  Anwen 

düng  auf  die  Zahlentheorie.    Krause.    Mathem.  Annal.  XU,  419. 


Hütaruch-liter&tiaehe  AbtheOnng. 


69.  fiuT  Taddition  de«  foDotioiu  dÜptiqneB.    Neuberg.    N.  corren).  maÜi.  IV,  343. 

70.  Od  the  theor;  of  «lliptic  integnls.    Cajlej.    Mathem.  Aniul.  XII,  I4S. 

71.  Od  BOme  formulae  in  ellipÜc  int^raU.    Caylej.    Hathem.  AnnaL  XII,  36S. 

72.  Ceber  elliptiBche  Integrale.    Thomae.    Zeitichr.  Math.  Ph;;*-  XXHI,  409. 
78.  Uebei  eimgre  elliptische  Integrale.    Enneper.    Hathem.  Annal.  XI,  687. 

74.  Snr  la  cödoction  de  qaelquee  intägrale«.    JameL    N.  corresp.  math.  fV,  188. 


76.  Beweis  eines  Hauptiatzee  der  Theorie  der  periodiacheu  Fonctionen  von  mebie- 
TOI  Verftnderliohen.    Weierstrass.    Berl  Akad.-Ber.  1S76,  SSO. 

76.  Ueber  das  atithmetisch-geometriacheMitt«!  aus  vier  Elementen.    Borchardt. 

Beri.  Akad.-Ber.  1676,  611. 

77.  Ueber  Qreucwerthe  ron  Fimctjonen  sweier  Vei&nderlichen.    Du  Boie-Be;- 

ffiond.    Mathem.  Annal.  XI,  146. 

78.  Produit  dont  lot  n  factenra  aoat  dea  fbnctiona  alg^briqQee  ^es  radnee  n**" 

de  VmM.    HenneBson.    M.  correBp.  math.  IV,  1S6. 

79.  Sor  lldentitö  (a+6+c)»^  (o+6-c)»  +  (a-ö+c)'  +  <-o+6+c)'+MaIic.   Bro- 

oard.    N,  correap.  math.  IV,  136. 

80.  Snr  quelques  identitäs.    Proth.    N.  corresp.  math.  IV,  877. 

Vergl.  Analjtische  Geometrie  dei  Baamea  16.  Bemonlli'sche  Zahlen.  6i- 
nomialcoefficienten.  Elliptische  Ttuniceudenten.  Gleichungen  116.  Ho- 
mogene Functionen,  Reihen.  Snbetitationen.  Thetafnnctionen.  Zahlen- 
Üieorie. 


81.  Strenge  Gleichungen  zwischen  den  Seiten  eines  Dreiecksnetees  anf  i^end  einer 

Uberfl&che,  uubesoudere  auf  Beosers  mittlerem  Erdsphäroid.    Eummell. 

Aetr.  Nachr.  LXXXIX,  49. 
88.  Ueber  die  BestimmuiuF  des  mittleren  Winkelmessungstehlers  einer  nach  der 

Besaerschen  Meuiode  ausgeglichenen   TrisnguGnmg.     Jordan.     Astr. 

Nachr.  LXXXIX,  87. 
83.  Ueber Wiukelmesanng'Und  Ausgleichung.   Bremiker.  Astr.  Nachr.  LXXXIX, 65. 
si.  Ueber  den  Einflusa  der  Lcthaolenkongen  auf  WinbelmeBaongeu.    Sadebeek. 

Aitr.  Nachr.  XC,  IIS;  XCI,  14fi.  —  v.  UoroEOwici  ibid.  XC,  363. 
86.  Ueber  Abweichungen   des  Lothee  TOn  der  Normale   des  homogenen  Er^rphi- 

roids,  erseugt  durch  locale  UnregelmBasigkeiten  der  Hassenvertlieilnag. 

Winterberg.     Astr.  Nachr.  XCI,  97. 

86.  Ueber  die  geod&tische  Linie.    WinterbeTg.    Astr.  Nachr.  LXXXIX,  103,  IIS; 

XCI,  118. 

87.  Ueber  den  Genauigkeitsgrad  telegraphischer  Längenfaestimmungen.  Albtechk 

Astr.  Nachi.  LXXXIX,  806. 


88.  Ueber  correlative  oder  reciproke  BflndeL    Sturm.    Uathem.  AnaaL  XII,  S(i 

89.  Das  Correspondensprincip  rOi  Gruppen  von  n  Punkten  and  TOn  m  Stnhlen. 

Schn'bert.    Mathem.  Annal.  XII,  180. 

90.  Sui  les  polygonee  conjnguäs.    Dewulf.    N.  corresp.  math.  IV,  38C,  397. 

91.  Hemerkuqgen  fiber  das  voUstOndige  Viereck.    Schrorailcb.    Zeitsehr.  Math. 

Phj».  XXIII,  191. 

92.  Thdoräme  ae  rapportant  ä  un  poWgnne  de  n  cOtä  et  ä  nn  point  fixe.    Van 

Aubel.    >r.  corresp.  math.  IV,  93. 

93.  Snr  mie  transformation  des  fignrea.    Heaberg.    N.  corresp.  math.  IV,  391. 

94.  Zur  synthetiBchen  Behandlung  der   ebenen  CnrTOi  dritter  Ordnung.     Hili- 

nowski.    Zeitschr.  U^.  Phys.  XXIII,  343.    TVergl.  Bd.  XXl^  Nr.  81.) 

95.  Deux  propriät^  g^närales   des   coorbea  du  troisieme  degrä.     Van  AubeL 

N.  corresp.'  math.  IV.  3G6. 

96.  Zur  synthetischen  Behandlung  der  ebenen  Curren  vierter  Ordnung.    Uili- 

nowski.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XXIII,  86,  811. 
Vergl.  Kegelschnitte.    Mechanik  14B,  146,  146.    Oberfl&chen. 
OaieUchts  dar  Ibthammtlk. 

97.  NähernngswerthefOr^.  Cantor.  ZeitBchr.Math.Phys.XXlII,bist.Abth.89,im 
ofl   n„w  „;„e  stelle  des  Pappns.    Heiberg.    Zeitaohr.  Math.  Phyi.  XXIU,  hiit 


Abiuin  dlnngBr^Ut« 

1  q  na 
PRgtii.     N.  corraap.  math.  IV,  E2. 

100.  Sur  le  mot  cumulo  daaa  le  aens  de  müle  millioDB.    Bouoompagni.  N.  cor- 

.  reip.  math,  IV,  24. 

101.  Snr  la  comtructioa  du  pentagona  d'Albert  Dflrer.     Bcooacd.     N.  coireap, 

math.  IV,  13fi. 

102.  HaUriaui   pour   rhiatoire    des   mathämatiquea   en   Hollande.      Bierens   de 

Haan  (extrait  par  NeuberK).    N,  coireap.  math.  IV,  886. 

103.  Swiit  und  die  Monde  dee  Hara,    Th.  t,  Oppolzer.    Aatr.  Nachr.  ZCI,  SOS. 

104.  Der  BriefwechBcl  zwuchen  Lagrange  Dud  Etiler.    CantoT.    Zeitechr.  Ifath. 

Phya.  XXIII,  hiat.  Abth.  1. 

105.  üne  queation  anglaise  de  174S.    N.  corraap.  math.  17,  14ft. 

106.  Quelques  quadra^ura     Catalan.    N.  correap.  mSrÜL  IV,  GS. 

107.  Ueber   die  eiata  Anifindnng   de»  Planeten  Neptun.     Galle.     Aatr.  Nachr. 

LXXXIX,  349. 
lOS.  üeber  den  Antheil  Petrina'a  an  der  Erfindoi^  des  telegraphischen  Gegen- 
aprecheos     Zetiscbe.    Zeitschr.  Math.  Fbja.  XXIII,  hisi  Abth.  ST.. 

109.  Todeaanzeige  Ton  Simon,  Preihen'  von  Sina,  t  lA-  April  1876.    Aitr.  Nachr. 

LXXXVIII,  65 

110.  Canuo  necrologico  di  Giovanni  Santini,  f  26  giugno  1877.   Lorenzoni.   Aatr. 

Nachr.  XC,  79. 

111.  Hermami  Graaamann'a  Nekrolog.    Jonghane.    Zdtacfar.  Math.  Phja.  XXIII, 

hiat  Abth.  69. 

112.  Todeaanzeige  von  C  L.  v.  Littrow,  f  16.  November  1877.     WeisB.     Aatr. 

Nachr.  XCl,  113. 
Vcrgl.  Ereia  140. 

eitlahiuigeB. 

113.  Ueber  Abel'sche  QleicfaoDgen.    Eronecher.    Beil.  Akad.-Ber.  1877,  S4&. 

114.  Ueber  die  Diacriminante.    Brill.    Mathem.  Annal.  XII,  87. 

116.  Tb^or^me  sur  lea  fonctioua  de  Sturm  d'une  gquation  n'ayant  qne  des  racines 
aimpleg.    Menneaaon.    N.  conesp.  math.  IV,  152,  212. 

116.  Ueber  zwei  einfache  Methoden  zur  Anflöaiing  numerischer  Gleichungen.  Gie- 

aen.    Zeitschr.  Math.  Ph^a.  XXin,  36. 

117.  Troovor  nne  valenr  de  x  värifient  Wquation  a!"— »H -.    Cesaro.    N. 

"  byr 

corresp.  math.  IV,  366. 

118.  Zur  Theone  der  Elimination.    Toeplitz.    Zeitschr.  Math.  Pbye.  XXDI,  61. 

119.  Zur  Eliminationstheorie,    Noether.    Mathem.  Annal.  XI,  571. 

120.  Ueber  ein  Eliminationqiroblem.    Erej.    Hathem.  AtmaL  XII,  476. 

Tergl.  Geschichte  der  Mathematik  106. 


HomoKMie 

181.  Sur  quelques  formea  binairea.    Brioachi.    Mathem.  Annal.  XI,  111. 
133.  Syatiime    aimultanä    de  denx   formea    biquadratiquea,     Bertini.     Mathem. 
Annal.  XI,  30. 
Vergl.  Ikoaaeder.    lovariantentheorie.    Quadratiache  Formen. 
Hrdrodjiuiiilk. 
123.  Zdt  Diicussion   der  Bewegung  eines  BotationskSrpera  in  einer  FIQaaigkeit. 

Koepcke.    Mathem.  Annal,  XII,  387. 
184.  Ueber  die  gleichförmige  Bewegung  des  Waasera  sowohl  in  kleineren  Scalen 
und  Graben,  wie  in  Flüüeu  und  StrSmen.    Hagen.    Berl.  Akad,-Ber. 
1876,  243. 

HnwtwL 

126.  Sur  mie  circonförence  coopant  nnehj'lierboleen  Spointasommetsd'un  triaugle 

äqoilateraL    Dubois.    N.  correap,  matL  IV,  88.  —  E.  Lnoaa  ibid.  288. 

126.  Somme  des  anglee  d'uu  triangle  curviligne  form^  jpar  3  arci  d'hjperbolea  ou 

de  parabolea.     Dewnlf.    N.  correap-.  math.  iV,  112.  —  Brocard  ibid. 


Hirtorisch-liteiariBche  Abtheilting. 


137.  Weitere  Uotenucfauiigeii   über  du  Ikoeaeder.     F.  Klein.    Uathem.  Aunal. 

XU,  503.    [VergL  Bd.  XXIH,  Nr.  162.] 

HB.  Das  ImaKinäre  in  der  Geometrie  und  das  Bechoen  mit  WQrfen  (sneite  Ab- 
hanänng).   Lfiroth.    Mathem.  Annal.  XI,  84.    [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr,  399.] 
129.  Ueber  die   geometriBche  Darstellung   des   Imagioären   vom   Stand pnnkte   der 
Autdebnungslehre.     T.  Schlegel.     Zeitscbr.  Math.  Ph^g.  XXIII,  141. 
Tergl.  Ausdennungslehre  31.    Quatemionen.    Zablentbeorie  !27. 
iDUgraden  (anbwtiiBiiita). 
ISO.  Ueber  die  YeraUgemeinerang  der  partiellen  Integration.  Worpitiky.  ZeitBchx. 
Math.  Phjs.  XXm,  407. 

InTwiuitentlMorl«. 
131.  Binäre  Formen  mit  verschwindenden  Covarianten.    Gordan.    Mathem.  Annal. 
Xn,  147. 
Tergl.  Differentialgleichungen  47.     Elliptische  Tnuiseendent«n  67.    Qleich- 
nugen  114. 

M. 

Etgslicbsitte. 

138.  Einige  Eigenschaften  der  ebenen  und  Bphäriacben  Kegelschnitte.    Mehmcke. 

Zeitsäir.  Math.  Phjs.  XXIII,  S6&. 

133.  Ueber  die  Verallgemeinerung  einer  Erzeugungsart  der  Curveu  zweiten  Grades. 

V.  Schlegel.    Zeitscbr,  Math-  Phjs.  XXUl,  402. 

134.  Sur  les  ceroles  osculateura  d'une  conique  en  trois  points.     De  Longchamp. 

N.  corresp.  math.  IV,  393. 

136.  TrouTOr  l'enTeloppe  des   axes  des  coniqnes  tangentes  en  dem  points  donnä 

ä  deux  droite»  donn^es,    Jamet    N,  eorrasp.  math.  IV,  299. 
1S6.  Sur  la  corde  oommune  ä  dem  coninaes.    Henry.    N.  corresp.  math.  IV,  24. 
[Vergl.  Bd.  XXIU.  Nr.  17*.] 

137.  Synthetischer  Beweis  des  Snties,  daas  jede  ebene  Curre  dritter  Ordnung  durch 

ein  KegelBchntl.tbüschel  und   ein  projectiTiBches  Strahlenbüschel  erzeugt 
werden  bann.     Milinowski.     Zeitsär,  Math.  Phys.  XXIII,  387. 
Vergl.   Ellipse.     Hyperbel.     Normalen  I&2,   163.     Oberflächen  «weiter  Ord- 
nung.   Parabel. 

138.  Sur  le  cercle  de  9  pointa.    Menneesou.    N.  corresp.  math.  IV,  241. 

139.  Theoreme  sur  les  qnatre.  cerdes  inecrita  et  eiinscrits  &  nn  triangle.  Braun. 

N.  corresp.  math.  IV,  364. 
14V.  Ueber  eine  Hazimumaufgabe.    Lorsch.    Zeitachi.  Math.  Phys.  XXIII,  hint 
Abth.  120, 
Vergl.  Biangularcoordinaten,    Geschichte  der  Mathematik  106.   Hyperbel  125. 


LogikBalsnl. 
141.  Ueber  den  Operationskrois  des  Logikcalculs.    E.  Schroeder.    Mathem.  Anuol. 
XII,  481. 


■aaniehfaltlgksitm. 

142.  Lee  foncüons  mi!triquea  fondamentalea  dans  un  esnaco  de  plusieurs  dimenGions 

et  de  courbure  constante.    U'Ovidio.    Mathem.  AnnaL  XII,  403. 
KseUiük. 

143.  Kinematiscb-geometrische  Theorie  der  Bewegung  der  affin -veränderlichen, 

ähnlich- veränderlichen  und  starren  räumlichen  oder  ebeneu  Systeme.  Bur- 
mester.     Zeitechr.  Math,  Phys.  XXUl,  108- 

144.  Die  Zerlegung  und  Zusammensetzung  der  unendlich  kleinen  Bewegungen  eines 

starren  Körpers   als   Hilfemittel  bei  Aufstellung  der  dynamacien  Diffe- 
rentialgleichungen.   C.  Neumann.    Mathem.  Annal,  XI,  379. 


Abhandlnngeregister. 


146.  Kaiutdeche  Linien  in  kinematischer  BehaAdltms.    Keaaler.    Zeitacbr.  Math, 

PhjB,  XSUI,  1. 
~148.  Demonstration  d'un  th^orfeme  relatif  K  une  courbe  quelconque  trac^  aar  une 

aphSre  au  mojea  de  considdrationH  cin^matiqnes.    Le  Paige.    N.  coneep. 

mftth.  IV,  232. 
MT.  TroiB  th^orgmea  de  atatique.    Mansion.    N.  correip.  math.  IV,  U8. 
148.  De  la  rotation  d'iin  corpa  antoiir  o'nn  point  fixe.     Siacci  (extrait  par  Han- 

aioj).     N.  corrCBp,  math.  IV,  61. 
14y.  Viteaae  d'un  point  d^crivant  une  trajectoire  plane  aoaa  Tinflnence  d'one  force 

ämanfe  d'un  point  fixe.     Jamet.     N.  coireBp.  math.  FV,  29fi. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  17.     Astronomie.     Attraction.    Ads- 

dehnungalehre  30,     Elektrodynamik.     Hydrodynamik.     HolecDlarphysik, 

Optik.     Potential, 

■alsonlirphyiik. 
150.  üeber  die  Bedingungen  der AgirregatzQBtandBveiUnderang.  Wittwer,  Zeitachr. 

Math.  Phys.  XXm,  286.     [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  163.] 


KormaltB. 
l&l.  Th^orfeme  sor  les  normales  d'nne  courbe  ferm^e  c 
resp.  math.  IV,  351.  —  Hennesaon  ibid.  S&9. 
(53.  Sur  lea  normaLss  auz  coniquea  ä  centre.     De  Longchampa.    N.  corresp. 

math.  IV,  279. 
153.  Th<!or£meB  snr  lea  normales  de  coniquea.     De  LongchampB.    N.  corresp. 
math.  IV,  390. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  5. 


1&4.  Zur  Theorie  dreifach  orthogonaler  Fl&chensTst«mc.  Eoetteritzsch.  Zeitechr. 
Math.  PhjB.  XXm,  158. 

156.  Ueber  ein  Fläcbennetz  «weiter  Ordnung.    Toeplitz.    Malhem.  Annol,  XI,  434. 

156.  Ueber  die  Polarflächen  der  windschiefen  Flächen  dritter  Ordnung.    Hoch- 
heim.   Zeitschr.  Math.  Phya.  XXUI,  308,  346. 

167.  Ueber  die  Haupttaagentencurvcn  der  windschiefen  Flächen.    Vosb.    Mathem. 
Anual.  XII,  486. 

158.  Ueber  correspondiiende  Flächenelement«.     C.  Neumann.     Mathem.  Annal. 
XI,  306. 

169.  Thtoreme  de  gäomätrie  in6nit£Bimalc.    Mennesson.    N.  corresp.  math.  tV, 
187. 
.  160.  Proc^dä  pratiqne  ponr  trourer  nne  g^n^ratrico   d'une  surface  cylindrique. 
Brocard.    N.  corresp.  math.  IV,  66. 
Vergl.  Singularitäten  189,  190. 

ObsrflEeliea  iwsitar  Ordaimg. 

161.  Ueber  eine  den  Brennpanktseigeni ehalten  der  Kegelschnitte  analoge  Eigen- 

schaft gewisser  Oberflächen  zweiter  Ordnung.    Schroeter.     Bcrl.  Akod.- 
Ber.  1877,  694. 
Vergl.  Geodäsie  8t,  86. 

Optik. 

162.  Ueber   die  Theorie   der  Reflexion  und  Befraction   dea  Licht«s.     Lorentz. 

Zeitachr.  Math.  Phys.  XXIII,  196.     [Vergl.  Bd.  XXIII,  Nr.  274.] 

163.  The  ahadow  of  a  planet    Hall.    AbIt.  Nachr.  XC,  305. 

164.  Sur  l'ombre  d'une  planetc.    Souillart.    Astr.  Nachr.  XCl,  129. 

Vergl,  Refraction. 

r. 

Tarabsl. 

165.  Parabole  enveloppo  d'nne  droite  mobile.    Brocarfl.    N.  corresp.  math.  IV,  46. 

166.  Painboles  satisfaiBanta  ä  troia  conditions.    Jantet.    N.  corresp.  malh.IV,  847. 

167.  Probl6mcs  relatifs  iL  deux  parabolea  de  inäme  aommet  doDt  les  axes  aont  per- 

pesdicnlaiiea.    Jame£    N.  correap,  math.  IV,  396. 
Vergl.  Hyperbel  186. 


Historisch -literariBclie  Abtheiinng. 

?*nt>oloid. 
Tergl.  AnaljÜBche  Geometrie  des  RanmeB  18. 


-  .     ,       -  „  .  „  -,    ™ath.  IV,  142. 

169.  Siie  l'eipceaalon  „tris 

reep.  math.  IV,  S8. 

170.  Th^oröme  ior  le  paxali6\ogiaiiaae.     N.  correip_.  math.  IV,  30. 

171.  Note  ooDcemant  lea  centres  des  cairäs  conatröitB  aur  le«  cOtäs  d'nn  poljgone 

qaelcouqae.    Van  &uliel.     N.  coiresp.  math.  IV,  40. 

172.  Deber    doppelt- centrisclje  Vierecke,     Schlömilch,     Zeitscbr.   Math,   Phja. 

XXIlt  193. 

173.  üeber  einen  daa  Sehnenfanfeck  betreffenden  Satz.    Prenss.    Zatachr.  Hath. 

PhjH.  XXni,  194. 
Vergl.  Wahrscheinlicbkeitsrechnung  SOS. 
Potatial, 

174.  Zar  Theorie  dea  logarithmischeu  und  des  Ncwton'schen  PotentialB.    C.  Neo- 

mann.    Hatbem.  Annal.  XI,  658. 
Vergl.  AttfactioD. 

QuadratlMlW  Tomm. 

175.  Snt  les  formea  qoadratiqueH  poeitiveB.    Korkiae  &  Zolotareff.    Mathem. 

176.  Sor   one   aire   d^crite  par  nn  a^^ent  constant  de  la  tangonte  d'nne  crnirbc 

fermSe.     Jamet     N.  corresp.  math.  IV,  H49. 
Vergl.  Ellipse  66. 

QiwtanuoBaa. 

177.  Versuch  einer  neuen  Entwicketniig  dea  Uamilton'scheo  „Calcalaa  «f  qaafer- 

nions".    Dillner.    Hatbem.  Aonal.  XI,  168. 
Vergl.  AusdehnungBlehre  31. 


178.  De  qnelqnea  propri^t^a  des  arci  d'ellipae.    Dnboia.    N.  correap,  matlL  IV,  11. 

179.  Equation  approch^e  entre  l'arc  d'une  conrbe  et  aa  corde.    Freaon.     N.  cor- 

reap. math,  IV,  87. 

180.  Sur  la  mäthode  des  iaop^rimgtree.     Catalan.     N.  correap.  math.  IV,  147. 


ist.  Zur  Theorie  der  terreatriachen  Ref^raction.  Jo 

182.  Eine  neue  Befraotionaformel.    Von  Oppoh 

S«ih«ll. 

183.  Sur  nne  formule  de  Libri.    Oeuoccbi.    N.  correap.  math.  IV,  319. 

184.  Deber  einige  nnendliohe  Reihen,    SchlOmilcb.    Zeitachr.  Math.  FhTB.  XXni, 

132. 

186.  Y  +  i-2-'-i-5^  +  --=*»«-     Fteeon.     N.  correap.  math.  IV,  820.  —  Le 

Paigeib'id,  287    —  CcBaro  ibid,  829,  —  Ligowaki  ibid.  S83'. 
186.  Ueber  die  Summen  von  Potenien  der  reciproken  natOrlichen  Zahlen.   SchIO 

milch.    Zcitscht.  Math,  Phys.  XXm,  136. 
1S7.  Sur  lea  sommeB  dea  puiaeancee  p  des  n  premiera  nombiea  entiers.    Doator. 

N.  correap.  math.  IV,  38S. 
188.  La  aommo  dea  carräa  des  nombreG  impairs  de  rang  pair  diminu<!e  de  la  flomine 

des  carrä  des  nombrea  impaira  de  lang  impair  est  le  double  d'nn  cairf 

Ceaaro,     N.  correap.  math,  IV,  364. 
Tergl.  Fmictionen  76.    Oeachichte  der  Mathematik  99. 


BingBlaritUan. 

189.  Tangenten Binffnlarita,ten  der  allgemeinen  ÜrdnungsBä^he.    Schubert.  Hatli. 

Anna],  XI,  347. 

190.  Singularitilten  dea  Complexea  H»»  Qtadea.  Schobert  Mathem.  Anno).  XU,  W. 

191.  Ueber  rationale  Cnrven  vierter  Ordnong.    Brill.    Math.  Annal.  XII,  H. 


AbbandlnngAregister. 


194.  Zur    Theorie    der  Jucobi'schen  ThetafuDcÜonea.     Eerstowaki,      Mathem. 

Annty),  XI,  1. 

TrlgoBometrie. 

195.  Sitr  qvetqaeB  identitäs  trigoDomätriquee.    Brocard.    N.  corr«8p.  math    IV, 

Ul. 

196.  Sur  troie  ajigles  dont  lee  cosiuus  doDuent  la  somme  zäro.    Freson.    N.  cor- 

rasp.  matb.  IV,  91. 

197.  Satz  von  eiuem  Viereck,  dos  zugleich  Sehnen-  und  TangentenTiereck  ist.    Hi- 

linowski.    Zeitschr.  MatE.  PbjB.  XXlll,  139. 
Vergt.  Ueechicbtu  der  Mathematik  10t, 


mtradlipttnlM  TruMMidmtoa. 

198.  Ueber  den  Verlauf  der  Aberachen  Integrale  bei  den  Curven  vierten  Grades 

(zweiter  Anßati).     F.  Klein.     Uathem.  Annul.  XI,  39S.     (VeKrl.  Bd. 
XXiU,  Nr.  337.]  ,      ^ 

199.  Zur  Theorie  der  hypemliptiBchen  Functionen,  ingbeaondere  deijenigen  dritter 

Ordnung  (^  =  4).     A.  Pringsheim.     Mathem.  Aunal.  XU,  436. 
.   SOa  Ueber  die  Beduction  hj'perelliptiBcher  Integrale  auf  algebraisch-logarithmiBche 
Functionen.    Koenigaberger.    HaQiem.  Ano^  XI,  119. 
ünmdlidi. 
801.  Ueber  die  Paradoieu  des  Inünitärcalcula.    Du  Boig-Rejmond.    Aatfaem. 
Annal.  XI,  149. 

T. 

TarifttionirAAlukiULg. 
202.  Zur  Untersnchunff  der  zweiten  Variatiou  einfacher  Integrale,    O.  Erdmann. 
Zeitichr.  Math.  Phja.  XXUI,  362.     [Vei^I.  Bd.  XSlII,  Nr.  389.] 
Vergl,  Oeschjchte  der  Mathematik  104. 


LXXXVII,  55;  LXXXVm,  141.  —  E.  J.  Stone  ibid.  LXXXVHI,  61. 
804.  Vergleichung  von   zwei  Werthen   des  wahischeinlicben  Pebtera.     Lflroth. 

Astr,  Nachr.  LXXXVII    309. 
905.  Die  Genauigkeit  der  Formel  ron  Peters  zur  Berechnong  des  wahrscfaeinlichea 

Beobachtungofehlers  directer  Beobachtungen  gleicher  Genauigkeit    Uel- 

mert.    Agtr.  Nachr.  LXXXVHI,  118. 

206.  Zur  Bestimmung  des  Gewichts  von  Beobachtungen,  derra  mittleres  Fehler- 

quadrat aicn  ans  mehreren  Tbeilen  zosammenaetit.     Helmert.     Astr. 
Nachr.  LXXXIX,  225,  241,  367. 

207.  Sur  leproblfeme  des  partis.    Catalan.    N.  correap.  math.  IV,  8.  — Ghyaona 

ibid.  8G. 

208.  Une  question  de  probabilitga.    Lalanne.    N.  correap.  math.  IV,  SB6. 

Vergl  Geod&aie  82. 

K. 
ZahlMitliBarle. 

209.  Sur  la  thäorie  des  fonctiona  numäriqiies  simplement  pöriodiqnes.     E.  Lucas. 

N.  corTBflp.  math.  IV,  1,  83,  65,  97,  129,  a26.    [Vergl.  Bd.  XXHI,  Nr.  352.] 
910.  Sur  les  fonctiona  I/.,  F,  de  M.  E.  Lucas.    De  Longchamps.    N.  correap. 
math.  IV,  SS. 


120  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

211.  Sdt  le  thäOT^e  de  Fermat.    HanaioD.    N.  corresp.  math.  IV,  7!.  —  Ct- 

talan  ibid.  76. 
213.  Snr  qaelques  relalions  indäterminäea.    Realie.    N.  correep.  matb.  IV,  325, 

»46,  869. 

213.  VerallKemeinerung  des  Gauw'schen  Criterinrns  fQc  den  qoadratiBchen  Beat- 

Charakter  einer  Zahl  in  Besug  auf  eine  andere.    Schering.    Berl.  Akad.- 
Ber.  1876,  330.  —  Kronecker  ibid.  asi. 

214.  Bemerkungen  zum  analytischen  Beweise  des  knbischen  RedprodtÄtagcsetiei. 

Dantacher.     Mathem,  Ännal.  XU,  2*1,  . 

215.  TriaDgles  magiques.    Ceearo.    N.  corresp,  math.  IV,  293.  —  Proth  ibid.39S. 
21G-  Notes   ölömentttires   anr  le  problöme   de  Pell.     Brocard.    N.  coireip.  math. 

IV,  161,  193,  228,  837. 
217.  Solutions  enti&res  de  l'^aation  x'  +  17  =  v*.    Brocard.    N.-corresp.  mafli. 

IV,  50. 
21S.  Tont  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  nombres  cootenns  dans  la  for- 

mnl«  2«*  +  i.    Bealis.    N.  corresp.  math.  IV,  29, 

219.  Tout  nombre  entder  est  la  eomme  de  quatre  Dombres  contenns  dans  la  for- 

mnle  — ~~.    Bealie.    N,  corresp.  math.  IV,  27, 

220.  Le   carr^  de  tout  nombre  impdr  divisible  par  3  e«t  la  diffgrence  de  deoi 

nombres  triangolaires  premiers  avec  8.    Cesaro.    N   corresp.  math.  IV, 
158. 
22t.  Däcomposition  d'nn  cnbe  en  quatre  cubes.    Catalan.    N.'  corresp.  maUi.  IV, 
S52,  371. 

222.  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  47  bicaiTäs  au  plus,  dont  6  eont  £gaoi. 

Bealis.     N.  corresp.  math.  IV,  209. 

223.  Sur  la  decompoaition  des  nombres-en  bicarräs.    £.  Lucas.     'S.  corresp.  maUi. 

IV,  383. 

224.  BÜBblution  d'un  nombie  entier  en  somme  de  4  nombres  poljgoues  de  meme 

ordre.    Bealis.     N.  corresp.  matii.  IV,  .W, 
226.  Propri£t45  des  nombres  dela  forme  Ga:  +  1.    Proth.    N.  corresp. math.  IV,  172. 

226.  Theoreme  d'arithmötique.     De  Polignac.     N.  corresp.  inath.  IV,  181. 

227.  Ueber  die  Wurzeln  der  Gleichung  y'^x:     Schwering.     ZciUchr.  Math. 

PhjB,  XXill,  339. 

228.  Sur   une  transformation   de  wiries  nnmöriques.     Tchebychef.     N.  corrMp. 

math.  IV,  305. 
829.  Snr  la  särio  des  nombres  premiers.     Protb.     N.  corresp.  math.  IV,  236. 
2.H0,  Sur  un  crit^rium  suivant  lequel  uu  nombre  2'  + 1  est  reconnn  premicr.  Protfi. 

N.  corresp.  math,  IV,  210. 

231.  Nouveani  caa  de  diviaibilit^  des  uombm  de  la  forme  S**+l.     Bounia- 

konsky.     N.  corresp.  math,  IV,  284. 

232.  Sur  quelques  thöoremes  d'arithm^tjque  de  Mr.  Proth.    E,  Lucas.    N,  corresp. 

math.  IV,  lao. 

233.  Sur   un   problöme  d'arithmötique.    Poatula.     N.  correap,  math.  IV,   SO*.  — 

Catalan  ibid.  207. 

234.  De  la  divisibilitä  d'un  nombre  par  7.   Menuesson,    N.  corresp,  math.  IV,  l&I. 

—  Poatula  ibid.  1E6.  ~  Cesaro  ibid.  157.  —  Le  Paige  ibid  212. 

235.  Trouver  des  couples   de  nombres  dont  le  produit  ait  toua  lee  chiffres  ügaoi. 

Angenot.     M,  corresp.  math.  IV,  61.  —  Catalan  ibid.  62. 
Vergl,   Ucterminanten   38.     Elliptische  TranBcendent«n  68.     FuntliOBMi  76, 
79,  80.    Reihen  ISS. 


idbyGoOglc 


Historisch-literarische  Ahtheilung. 


Znr  Oesohiehte  Abü'l  Wef&'s. 

Von 
ElLHAED    WiEDEMANN. 


Bei  der  grossen  Bedeutung,  welche  die  AnfsStze  von  Woepcke  über 
die  arabiBcben  Matliematiker  tind  Astronomen  ftir  die  Geschiclite  dersel- 
ben haben,  da  sie  zn  den  wenigen  gehören,  die  ans  den  arabischen 
QnelleD  eelbst  geschöpfte  Nachrichten  bringen,  dürfte  die  Berichtigang 
eines  IrrthnmeB  Woepcke's  von  einigem  Interesse  sein,  am  so  mehr, 
als  er  sich  auf  einen  der  bedentendston  arabucben  Astronomen,  auf 
Abfl'l  Wefft,  bezieht. 

Wöepcke*  berichtet  nna  tlbei  das  Lebea  Abä'l  Wefft's,  indem 
er  den  Angaben  des  Tarikh  al  Hnkamfi  von  Ihn  al  Kifti,  des 
Kitftb  al  Fihrist  von  Abft'l  Farag  Ibn  au  Nadtm  and  des  Bio- 
graphischen Lexikons  von  Ibn  Ehallikan  folgt. 

Abtl'l  Wefä  Mabammed  Ben  Mnhammed  Ben  Jahja  Ben 
Ismä'tl  Ben  aKAbbäs  al  Bfizg&nt  vrurde  in  Büzg&n,  einer  kleinen 
Stadt  von  Eboräsän  zwischen  Her4t  and  Ntsäpär,  am  Mittwoch,  dem 
ersten  Tage  des  Ramadan  des  Jahres  328  der  Hegra  (10.  Jani  940  A.  D.) 
geboren.  Mit  20  Jahren,  348  d.  H.,  verliess  er  sein  Heimatbland  nnd 
siedelte  nach  IrAlc  tiher,  wo  er  die  specalative  Mathematik  [Arithmetik  der 
Griechen,  idJuJt  Ja.  film  al'adad]  der  Araber]  and  die  Geometrie  anterAbfi 
Jahjä  al  Bäwardl  nnd  Ahfl'  1  'Alft  Ben  Earntb  stndirte.  Er  selbst 
hielt  Vortrige  ober  praktische  [v  L»J '  Ja  film  al  his&b)]  and  specalative 
Arithmetik,  die  fleissig  hesacht  worden  nnd  ans  denen  man  vielfach  citirte.** 
Za  seinen  Zuhörern  gehörte  sein  Oheim  väterlicher  Seite  Ihn  'Omar  al 
Mog&zill  and  sein  Oheim  mütterlicher  Seite  AbA  'Abd  Allah  Mn- 
hammed Ben  Aubasab.     Bis  zu  seinem  Tode  lebte  er  in  Bagdad  und 

*  JouTwä  asiatigue  ßj,  V,  p.  M3  tq. 
**  Es  geachah  dies  nach  Ibn  Kballi'kan  von  eeiDem  Lehrer  Eämal  ed 
Din  Äba'l  Fath  Mfiaä  Ibn  Tünus. 
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starb  dort  am  dritten  Tage  des  Kooate  Bagab  im  Jahre  388  d.  H.  (1.  Jnli 
998  A.  D.) 

Ans  diesen  Angaben  würde  sieb  das  eigen thflmliche  Besnltat  herani- 
stellen,  daaa  die  beiden  Obeime  AbA'l  Wef&'a  die  Schüler  ihres  Neffen 
gewesen  sind. 

Da  mir  dies  ttHTahrBcbeinlich  erschien,  so  habe  ich  die  aiabischeti 
Quellen  noch  einmal  verglichen.  Ihn  Kba^likan*  erwXhnt  hei  der 
Lebens beechreibnng  Abft' 1  Wefä's  der  beiden  Obeime  gar  nicht,  wohl 
aber  der  Fibrist,**  nnd  es  ergiebt  sich,  dass  die  obige  Uebersetzang 
Woepcke's   anf  einem  MifisverstMndniese  des  Wortes  (J  kara'    beruht 

Um  dies  Wort,  das  wörtlich  ,, lesen"  heisst,  richtig  es  rersteben, 
mtlssen  wir  uns  daran  erinnern,  daas  der  arabische  Unterricht  in  der 
Weise  organisirt  war  nnd  bis  auf  unsere  Zeit  sich  so  erhalten  hat,  du« 
entweder  der  Lehrer  den  Schälern  den  Koran  oder  wisseaschafUicbe 
Werke  vorlas,  oder  aber  Letstere  sie  dem  Ereteren  vorlasen,  der  sis 
dann  mit  seinen  ErlSntentogen  versah  oder,  was  besonders  beim  Koran- 
stndinm  von  grosser  Bedentang  war,  die  Aussprache  corri^rte. 

Uebersetzen  wir  nun  die  Wendung  ((bJc  I J)  (kara'  'alaihi)  in  der 
richtigen  Weise  „er  erhielt  Unterricht  von  ihm",  so  ist  der  Inhalt  der 
Stelle  im  Fihrist,  soweit  sie  die  Beziehungen  zwischen  Schülern  und  Lehrern 
betrifft,  der  folgende: 

Ab&'l  Wef&  erhielt  Unterricht  bei  seinen  Oheimen  nnd  von  diesen 
hatte  Abd  'Amr  von  Abä  Jahj&  AI  H&werdt  und  Abu  'Ali  Ben 
Karnih  in  der  Qeometrie  Unterricht  erbalten. 

Es  ist  demnach  AhA'l  WefA  der  Schjiler  aeinei  beiden  Oheime 
und  nahm,  wie  so  häufig  bei  arabischen  Gelehrten,  die  wissenscbaftlichen 
Kenntnisse  seiner  Vorfahren  in  sich  anf,  die  er  dann  weiter  verarbeitete. 

Ob  der  eine  der  beiden  Obeime  Abfl  'Amr  Ihn  'Omar  oder  Abfl 
'Omar  gebeissen  hat,  darüber  gehen  die  Angaben  der  Handschriften 
auseinander,  was  sich  dnrcfa  Schreibfehler  leicht  erkUlren  läset;  ebendar- 
anf  dürften  die  verschiedenen  Beseichniingen  des  Äbä  Jahj4  als  AI 
Bäwerdt  (^^j^jLJI)  oder  AI  Mäwerdt  (^JjjUI)  "iirückinfah- 


*  Ibn  Khnllikan.   Biogra^ücdl  LexicM  transbOed  from  tht  Arabic  by  £■•  dt 
Slane  Ill.p.SäO. 

—  AI  FihriBt  ed.  G.  Flügel,  Bd.  I  S.  283, 

Leipzig,  im  December  1S78. 
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Das  Braoliy-ToleBkop.  Bemerkongen  zn  der  BeceasioD  dee  Herrn  Bohn 
im  XS.IV.  JahTgaoge  dieser  Zeitochrift,  S-  43  —  62  der  histoi.- 
literar.  Abtheilung. 

Das  von  Herrn  Fritach  in  Wien  constmirte  Brachy-Teleskop,  das 
eich  bereiU  vielfacher  Anerkennung  erfrent,  ist  ein  Beflector,  der,  thn- 
lieh  wie  der  Gaasegrain'ache,  ans  einem  grösseren  HohlBpiegel  und 
einem  kleineren  Convexspiegel  zusammengesetzt  ist.  Der  Convezspiegel 
steht  aber  bei  dem  neuen  Beäector  ganz  ansaeihalb  des  Strahlenbfindels, 
das  anf  den  Hohlspiegel  fallt,  nnd  gestattet  ao,  die  ganze  Fläche  des- 
selben aoszanützen.  In  der  hierdurch  bedingten  grösseren  Licht- 
stärke, in  dem  Umstände,  dass  der  Hohlspiegel  nicht  dnrchbobit 
werdea  mnss  nnd  dass  der  Beobachter  den  betrachteten  Gegenstand 
vor  sich  hat,  endlich  in  der  Kürze  und  Leichtigkeit  der  Constme- 
tion  erblickt  Herr  Fr it seh  die  Vorzflge  seines  Beflectors  vor  den  itlteren 
Teleskopen. 

Wenn  nun  die  Bilder  des  Bracby-Teleakops  an  Schärfe  denen  eines 
Newton'scben  oder  Herscbel'schen  mit  gleichem  Hohlspiegel,  wie  das 
ersteie,  nicht  nachstehen,  so  wird  man  wohl  zugeben  mflssen,  dass  der 
neue  Beflector  die  Vorzüge  der  Slteren  vereinigt,  ohne  deren  Nachtheile 
zu  besitzen,  und  das  ist  Herrn  Fritsch  bei  den  bisher  ausgefBhrten 
Instrumenten  in  der  That  gelungen. 

Das  Scbriftchen ,  dnrch  welches  das  neue  Teleskop  weiteren  Erüsen 
bekannt  gemacht  werden  soll,  bentttzt  Herr  Bohn,  um  in  Foim  «nes 
Referates  die  Principien  der  neuen  Constmetion  und  gelegentlich  auch 
die  der  filteren  einer  kritischen  Belenehtnng  zn  nnterziehen. 

Das  Krgebniss  dieses  Referates  ist  fflr  das  Brachy-Teleskop  kein 
gttnstiges.  Die  neue  Anordnung  soll  weder  in  mechanischer,  noch  in 
optischer  Hinsicht  Vortheile  vor  der  Cassegrain'scben  voraus  haben 
(8.51),  das  neue  Teleskop  sei  länger  als  ein  Newton'sches  (S.  46  Z.  II 
V.  n.),  ausserdem  soll  aber  das  Brachy-Teleskop  noch  weitere  Mängel 
zeigen,  die  bei  einem  wirklich  vollkommen  eingerichteten  Instrumente 
nur   durch   einen   äusserst   verwickelten   Mechanismus   behoben   werden 
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Worin  bestehen  nnn  znnScfast  diese  UXngelP 

S.  47  wird  behauptet:  So  oft  man  das  Ocnlar  des  Bracby-Teleskops 
wechselt,  ist  znr  Tölligen  Aasnfltznng  des  Hohlspiegels  eine  seitliche 
Verschieb n^g  desselhea  (nach  der  Für  a  anf  S.  46  gegebenen  Formel  wohl 
aach  des  Convexspiegels)  nothwendig  nnd,  was  noch  bemerken swettb er, 
der  Winkel  des  Suchers  mit  der  Ocnlaraxemuss  ebenfalls  ge- 
ändert werden.  Streng  genommen  ist  das  schon  bei  gleichbleibendem 
Ocnlar  für  Beobachter  von  verschiedener  deutlicher  Sehweite  erforderlich. 
Auch  die  Aenderaog  der  Gegenstandsweite  macht  ähnliche  Verschiebungen 
der  Spiegel  und  des  Suchers  nothwendig  (S-  48  nnd  51),  doch  ging  dem 
Referenten  „ans  Beschreibung  und  Abbildung  des  B räch f- Teleskops  nicht 
mit  Dentlichkeit  hervor",  wie  die  „znr  mägliohsten  Vollkommenheit"  des 
Instrumentes  erforderlichen  Einstellangsänderungen  vorgenommen  werden. 

Wir  bemerken  sogleich ,  dass  der  Grund  dieser  geringen  Deutlichkeit 
einfach  darin  liegt,  weil  derartige  complicirte  HechanismeD  gar  nicht 
nothwendig  nnd   daher  an  dem  Instrumente  auch  nicht  vorhanden  sind. 

Tn  der  That,  bedenkt  man,  dass  der  Sacher  die  Sichtung  des  auf 
den  Hohlspiegel  fallenden  Farallelstrahlerihtindela  (einen  unendlich  ent- 
fernten strahlenden  Fankt  vorausgesetzt)  bat,  die  Ocularaxe  aber  mit  der 
Axe  des  vom  Convexspiegel  kommenden  Strahlen  kegeis  siuammen  fallen 
musB,  falls  das  Ocular  richtig  eingestellt  ist,  so  wird  die  behauptete 
Nothwendigkeit ,  beim  Wechsel  des  Ocnlars  Spiegel  nnd  Sucher  zu  ver- 
schieben, ganz  unfassbar,  wenn  anders^  das  Ocnlarrohr  die  gewShnliche 
Einrichtang  besitzt,  wie  sie  jedes  Femrohr  zeigt.* 

Diese  Einrichtung  setzt  aber  Herr  Bohn  in  seiner  Theorie  des 
Brachy- Teleskops  nicht  voraus;  es  wird  vielmehr  angenommen,  die 
Ocularlinse,  welches  Ocular  auch  eingesetzt  werden  mag,  befinde  sieb 
immer  an  derselben  Stelle  nnd  in  derselben  Lage.  Dann  bleibt 
freilich  kein  anderer  Ausweg,  als  die  Spiegel  gegen  die  Ocnlarlinse  sn 
stellen,  und  bierans  resnltirt  eine,  je  nach' der  Brennweite  des  Ocnlars 
verschiedene  Neigung  der  ankommenden  nnd  vom  Convexspiegel  reflee- 
tirten  Strahlen  gegen  die  Ocularaxe.  Nebst  den  von  Bohn  angegebenen 
Verschiebungen  wäre  übrigens  noch  eine  Neignng  des  Ocnlarrohres  nSthig 
behufs  Centrirung  der  Ocnlarlinse  gegen  die  ankommenden  Strahlen. 

Der  Grund,  warum  Herr  Bohn  diese  Annahme  macht,  dflrfte  auf 
S.  45  zu  finden  sein;  dort  heisst  es:  „Wie  der  fttr  das  neue  Instmment 
gewXhlte  Name  anzeigt,  wird  die  Ettrze  als  wesentliohster  Vortheil  an- 
gesehen.'* Damit  man  es  also  immer,  bei  jedem  Ocnlar,  bei  jedem  Be- 
obachter wirklich  mit  einem  Bracby-Teleskop  zu  thun  habe,  mnss  seine 


*  Ki  gieht  klciDcrc  CaBBegrain'scho  Teleskope  mit  fixer  OculorlinBe  und 
beweglichen  Convexspiegel,  doch  eignet  sich  diese  Anordnung  nicht  ftlr  grSesei« 
und  nicht  fiJr  Pi^ffsiODsiuBtramente. 
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LXnge  ein  Miaimnm  sein,  d.  b.  die  OcalarünBO  onmittelbar  hintei'  dem 
Hohlspiegel  stebeD.  Dies  trifft  aaa  begreiflichoD  GrOndea  beim  Bracby- 
teleekop  nicbt  zd,  das  Ocol&r  steht  etwas  hinter  dem  Hohlspiegel,  „die 
von  Herrn  Fritsch  aasgefahrten  Instrumente  sind  also  nicht  so  kurz, 
als  sie  sein  könnten". 

Die  in  dem  Referate  anfgefnndenen  MSngel  des  nenen 
Reflectors  sind  also  nnr  Folge  einer  ganz  nnnfithigen,  ja 
noBtattb'aften  Annahme,  die  ftir  jedes  andere  Inatrnment  ähnliche 
oder  anch  gar  nicht  2U  beseitigende  Schwierigkeiten  nach  sich  zöge;  man 
denke  etwa  an  ein  gewöhnliches  Fernrohr,  dessen  Ocnlarlinse  eine  fixe 
Lage  gegen  das  Objectiv  erhalten  sollte. 

DasB  femer  Herr  Bohn  anch  die  eingangs  erwähnten  Vortheile  der 
neuen  Constraetion  bestreitet,  erklärt  sich  ans  weiteren  Betrachtnngen, 
die  sein  Referat  enthält. 

Anf  8.  52  wird  eine  Abänderung  des  Newtoa'sehen  Teleskops 
empfohlen,  die  darin  besteht,  dass  der  Planspiegel  nicht  unter  45°  ge- 
neigt, sondern  normal  zur  Axe  des  Rofares  gestellt  und  der  auch  hei 
New ton's  Einrichtung  nutzlose  Gentraltbeil-des  Hohlspiegels  ausgebohrt 
wird.  Auf  dieses  Teleskop  bezieht  sieb  wohl  die  Behauptung,  dass  der 
neue  Reflector  länger  sei,  als  ein  Newton'scber  mit  gleichem  Hohl- 
spiegel; dasselbe  gleicht  aber  wohl  mehr  einem  Gaasegrain'soben  Tele- 
skop. Der  Radius  des  Planspiegels  wird  zwar  jetzt  halb  so  gross,  als 
der  des  Hohlspiegels,  nnd  besebattet  von  der  Fläche  des  letateren  den 
vierten  Thail;  die  nStbige  Lichtstärke  macht  dann  viel  grössere  Dimeu- 
sioneu  notbweudig.  Allein  nach  der  Meinung  des  Referenten  durfte  die 
Anwendung  so  grosser  Hohlspiegel  „nicht  bedenklich  sein",  nm  den 
durch  Plan-  oder  Convexspiegel  bedingten  Entgang  an  Liebt  (dem  Btach^- 
Teleskop  gegenflber)  wieder  ersetzen  zu  können.  Das  „Gewicht  des 
Spiegels"  (andere  Bedenken  werden  nur  beiläufig  erörtert)  „kann  selbst 
bei  sehr  grosser  Fläche  desselben  recht  klein  werden",  man  braucht  ihn 
ja  nur  „ziemlich  dtlnn"  zn  machen.  Auch  das  dnrcb  den  grösseren 
Spiegel  bedingte  grössere  Gewicht  des  Rohres  etc.  „kann  gering  gehalten 
werden".  „Es  genügt,  den  Hohlspiegel  und  den  zweiten  (ob  eben  oder 
convex)  je  nur  mit  einem  kurzen  Gylinderstutzen  aus  Metall  zu  umgeben, 
die  beiden  Hetallstntzen  durch  drei  bis  vier  nicht  zu  schwere  Metall- 
stangea  zn  verbindeu  und  den  Kegelmantel  mit  leichtem  Stoff,  Holz, 
Leder,  Wachetnch,  Tuch  zn  schliessen"! 

Solche  Erwägungen  und  Vorschläge  durften  wohl  nicht 
geeignet  sein,  die  Vortheile  der  von  Herrn  Fritsch  aus- 
geführten Anordnung  als  illnaorisch  erscheinen  zu  lassen. 

Ein  wesentliches  Bedenken  gegen  diese  Anordnung  kann  sich  nnr 
auf  die  grösseren  Neigungen  der  Spiegel  gegen  die  sie  treffenden  Strahlen 
beziehen;   allein  hierüber  l&sst  sich  ohne  eingehendere  Rechnung  nicht 
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so  leicht  ein  Urtbeil  abgeben.  Ea  mag  bemerkt  werden,  dass  bei  der 
Oasaegrain'Bcben  Constniction  zar  theilvei«en  Behebnng  det  sphXii- 
scben  Aberration  awei  Elemente  zu  Gebote  steben:  der  Kadina  des  Can- 
▼exspiegelfl  and  innerhalb  sehr  enger  Grenzen  seine  Entfernung  vom 
Hohlapiegel;  dasa  hingegen  beim  Brachy  -  Teleskop  der  angünatigerea 
Stellung  des  Hohlspiegels  noch  ein  drittes  Element,  die  NeigiiDg  des 
Convexspiegels,  zn  Hilfe  kommen  kann.  Wie  schon  erwXhnt,  geben  die 
Braohy-Teleskope  in  der  That  ganz  vorzügliche  Bilder. 

Prag,  den  5.  Mär«  1879.'  P.  Lippich. 


Pappi  Alexandrini  Collectionii  quae  tupertunt  e  libris  manu  scriptU 

edidit    laUna    interpretatione    et    commenlariii    inslruxil    Friderieus 

Hultjch,      Volumen  III.     Serolini  apud  ffeidmatmos  1878.     XXII, 

1021  —  1288,  IV,  144  8. 

Der  dritte  nnd  letzte  Band  der  neuen  Pappus-Aasgabe  liegt  toU- 

endet  vor  uns.     Wir  verweisen  unsere  Leser  auf  die  Anzeigeo,   die  wir 

im  XXI.  Bande  dieser  Zeitschrift,  histor. - literar.  Abtheilung  S.  70  — 80, 

und  im  XXII.  Bande,   histor. -literar.  Abtbeilung  8.  173  — 179,  von  den 

beiden   früheren  Bänden  erstattet  haben,   nnd  wenden  nuB  ohne  wütere 

Einleitung  zum  Inhalt  des  dritten  Bandes. 

Von  der  Sammlung  desPappus  fehlte  uns  nur  uoeh  das  VIII. Buch, 
nnd  dessen  Abdruck  müssen  wir  zur  Anknflpfnng  einiger  weniger  Be- 
merkungen wXhlen ,  wie  wir  sie  auch  mit  Bezug  auf  die  vorbei^eh enden 
Bücher  uns  gestaiteten-  Haben  doch  ttUBere  damaligen  Erörterungen  vor 
dem  Ricbterstuble  des  nrtbeilsnihigsten  Eachmannes,  des  Herausgeben 
des  Pappus,  in  dem  Uaasse  bestanden,  daes  er  einigen  derselben  die 
Ehre  zu  Theil  werden  liess,  in  seinem  III.  Bande  auf  sie  zu  verweisen. 
Pappas  kündigt  den  Inhalt  des  VIII.  Buches  mit  den  Worten  an 
(8.  1028,  4—10):  „leb  habe  für  gut  gebalten,  die  mit  Hilfe  der  Geo- 
metrie gewonnenen  und  zur  Lehre  von  der  Bewegung  schwerer  KOrper 
notbwendigsten  Theoreme,  sowohl  die,  welche  bei  den  Alten  vorhanden 
sind,  aU  anob  die  von  uns  selbst  zu  gutem  Gebrauche  aufgefunden  wur- 
den,- kürzer  und  deutlicher  niederzuschreiben  uud  auf  eine  bessere  Weise, 
als  es  von  früheren  Schriftstellern  geschab,  darzustellen."  Es  wXre  mfig- 
lieh,  gleich  die  Worte  „von  uns",  ii<p'  ifftuv,  mit  einem  Commeutar  so 
verseben,  da  es  von  vornherein  nicht  ganz  zweifellos  erscheint,  ob  man 
sie  so  zu  verstehen  bat,  dass  Pappus  nur  von  sich  reden  will,  oder  so, 
dasB  er  die  Zeitgenossen  mit  einb^reift.  Jedenfalls  dürfte  aber  diese 
Streitfrage,  wie  wir  fiocb  sehen  werden,  zu  Gunsten  der  ersteren  Auf- 
fassung entschieden  werden  müsseu.  Als  Aufgaben,  mit  welchen  ersieh 
der  gegebenen  Erklirung  gemttss  nSher  beschäftigen  wolle,  nennt  Pap- 
pns   die   drei   folgenden:    1.   die  Auffindung  derjenigen , Kraft,   welche 
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erforderlich  ist,  um  eine  gegebene  Lut  ISngs  einer  gegebenen  schiefen 
Ebene  in  Bewegung  za  setsen ;  2.  die  Einschiebnng  zweier  mittleiei  geo- 
metrischer Proportionalen  zwischen  zwei  gegebene,  einander  nngleiche 
Or^sBen;  3.  die  Anpassung  eines  Zahnrades  mit  gegebener  Anzahl  der 
ZUhne  znm  Eingriff  in  ein  anderes  Zahnrad,  dessen  Zfiboe  ihrer  Zahl 
nach  gleichfalls  gegeben  sind.  Diese  Aufgaben  werden  dann  anch  im 
Laufe  des  Buches  als  9.,  11.,  23.  Satz  behandelt,  aber  ohne  dass  man 
gerade  ihnen  zu  Liebe  eine  Dreitheilung  des  Buches  annehmeu  müsste, 
wie  es  bei  früheren  BUcbem  wohl  der  Fall  war.  Ueberhanpt  scheint  uns 
—  and  wir  vennuthen  ans  hier  in  UebereiDstimmung  mit  Hm.  Hultsch  — 
das  VIII.  Buch  im  Laufe  der  Jahrhunderte  seit  Fappna  hie  zur  Ent- 
stehung der  Vaticanbandschrift  fast  am  Meisten  gelitten  zu  haben.  Ans- 
silge  aus  den  mechanischen  Schriften  des  Heron  von  Alexandrien 
mögen  ja  von  Anfang  an  Tbeile  dieaes  Bnchea  gebildet  haben,  wie  wir 
Überhaupt  bei  Pappns  daran  gewöhnt  aind,  dass  er  seine  geistreichen 
Zusätze  an  Dinge  anknüpft,  die  anderen  Schriftstellern  angehörten,  und 
dass  so  eine  Berechtigung  zu  dem  bescheidenen  Namen  „Sammlung", 
welchen  er  seinem  Werke  beilegte,  vorbanden  iatj  aber  ob  die  AuszUge 
auB  Heron  im  VIII.  Buche  von  Anfang  an  an  den  Stellen  und  in  sol- 
cfaer  Ausdehnung  sich  fanden,  wie  wir  sie  jetzt  mit  Hnltsob  im  Ver- 
lanfe  und  namentlich  am  Ende  des  Buches  erkennen,  ob  nicht  an  der 
Anordnung  überhaupt  ganz  wesentliche  Veränderungen  vorgenommen 
worden  sind,  das  erscheint  uns  recht  zweifelhaft.  Ohne  daher  zn  Mnth- 
masBungen  über  die  ursprüngliche  Gestalt  des  VIII.  Buches  ans  verstei- 
gen an  wollen,  bemerken  wir  nur,  dass  der  Lehre  von  ^er  Bewegung 
auf  der  schiefen  Ebene  verschiedene  S&tze  ans  der  Theorie  des  Schwer- 
punktes vorangehen,  damnter  der  von  Chasles  bereits  hervorgehobene 
Sata,  dass  der  Schwerpunkt  eines  an  sich  beliebigen  Dreiecks  zugleich 
auch  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  sei,  dessen  Eckpunkte  auf  den  drei 
Seiten  des  ersteren  so  liegen,  dass  dadurch  jene  Seiten  sämmtlich  in 
gleichem  VerhXltnisBe  getheilt  erscheinen.  Wir  bemerken,  dass  an  die 
Delische  Aufgabe,  die  zwar  schon  im  III.  Buche  in  anderem  Znsammen- 
hange behandelt  worden  war,  die  aber  hier  wiederkehrt,  weil  auf  ihr  die 
Vergrösserung  eines  dorch  mechanische  Vorrichtungen  i^endwJe  in  Be- 
wegang  zn  setzenden  Körpers  unter  Feithaltung  seiner  Gestalt  beruht, 
die  Aufgabe  folgt,  den  Kreisumfang  eines  geraden  Cylinders  zu  finden, 
aus  welchem  überall  Stücke  herausgebrochen  sind,  so  dass  eine  anmittel - 
bare  Messung  an  keiner  Stelle  stattfinden  kann.  Wir  treffen  sodann  auf 
Fragen,  bei  denen  es  sich  um  Auffindung  gewisser  Funkte  auf  einer 
Engel  bandelt,  z.  B.  des  Punktes,  der  einer  gegenüberliegenden  Ebene 
am-ÜTächsten  liegt,  und  der  Punkte,  in  welchen  eine  gegebene  gerade 
Linie  die  Kugel  durchdringt.  Daran  scfaliesst  sich  die  Einbeschreibung 
von  7  einander  gleichen  regelmässigen  Sechsecken   in  einen  gegebenen 
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Kreis,  bo  dus  du  eine  dem  Kreise  conoentriscb  ist,  die  fibrigea  sedu 
&nf  je  einei  Seite  des  mittleren  aafJBtehend ,  die  dieser  gflgeoäberliageDde 
Seite  jedesmal  als  KreissehiiB  besitzen.  Fappns  gebt  nunmehr  xa  der 
Bcbon  angekündigten  Aufgabe  von  der  Anpassung  der  Zahnräder  an  nn- 
ander  über  und  schliesst  mit  den  vorerwähnten  längeren  Anszügen  ftos 
den  mecbaniscben  Scfaitflen  Heron's,  deren  ersten  Pappns  um  de»- 
willen  angefertigt  bat,  damit  man  nicht  nötbig  habe,  anderwärts  als  in 
seiner  Sammlung  sich  Bath  zn  holen.  Im  Anschlnss  an  die  oben  von 
uns  berührte  Streitfrage  wegen  der  Bedeutung  der  Worte  vtp'  ijfunv  er- 
wähnen wir,  das«  Fappns  bei  Angabe  des  Grandes,  weshalb  ein  Ex- 
cerpt  ans  Heron  von  ihm  angefertigt  sei,  genau  der  gleichen  Wartver- 
bindnng  sich  bedient  {pag.  1114  li».  6),  was  dafür  spricht,  dass  auch  an 
der  fräheren  Stelle  (pag.  1028  lin.  8)  er  nur  sich  selbst  im  Sinne  hatte, 
so  dass  die  dortige  Uebersetzung  von  Hultscb  damit  Unterstfitanng 
findet.  Ueber  die  Auszüge  ans  Heron's  Mechanik  hat  Herr  Huktsch 
seibat  an  anderem  Orte,  in  dem  Samraelbande,  den  Freunde  und  Ver- 
ehrer Uommsen's  zu  Ehren  von  dessen  Doctorjnbilämn  gemeiuscbafl- 
lich  veröffentlichten,  in  umfassender  Weise  gehandelt.  Wir  begnügen 
uns  daher,  auf  jenen  Aufsatz  zu  verweisen  und  ihn  selbst  unseren  Lesern 
zu  empfehlen.  Anch  über  Fappns  und  dessen  stilistische  EigentbUm- 
lichkeiten  bat  der  Verfasser  sich  dort  ansgesprochea  und  inebesondere 
auf  eine  Stelle  aufmerksam  gemacht,  deren  ErwSbnnng  wir  bei  Besprecb- 
nng  des  I.  Bandes  der  Pappnsaasgabe  mit  Unrecht  unterlassen  baben. 
Wir  meinen  die  Einleitung  snm  V.  Bache,  in  welcher  in  scbwangyoller 
Weise  von  der  Gestalt  der  Wach szellen  die  Rede  ist,  welche  die  Bienen 
so  kunstreich  und  geradezu  geometrisch  anzufertigen  wissen. 

-  Wir  selbst  mücbten  nur  eine  Stelle  des  VIII.  Buches  noch  hervor- 
heben ,  in  welcher,  wie  uns  scheint,  eine  bisher  unbenutzte  wichtige 
historische  Thatsache  enthalten  ist.  Auf  pag.  1074  lin.  2  ist  gana  ge- 
legentlich von  Aufgaben  die  Rede,  iä  iv\  i^aa^^}|ultl  y^aipöntva,  A.  h. 
deren  Zeichnung  mit  einem  Zwischenräume  ausgeführt  wird.  Wir  glauben 
nicht  zu  irren,  wenn  wir  hierin  die  erste  Erwähnung  der  sogenannten 
Geometrie  mit  einer  ZirkelGffnung  erkennen.  Wir  haben  im  XXII.  Bande 
dieser  Zeitschrift,  bistorisoh-literariscbe  Abtheilung  S.  146,  von  dieser 
wissenschaftlichen  Spielerei  gesprochen,  die  im  X.  Jahrhundert  bei  einem 
Araber,  im  XV.  und  XVI.  Jahrhundert  in  Italien  auftaucht,  ohne  dass 
wir  damals  wnsetea,  wann  und  wo  man  sie  ersann.  Auch  heute  kSnnen 
wir  diese  Frage  noch  nicht  beantworten,  aber  wir  sind  doch  am  einen 
grossen  Schritt  weiter,  wenn  wir  eine  Spur  solcher  Aufgaben  bei  den 
Griechen,  dem  eigentlich  geometrisch  begabten  Volke  des  Altertbums, 
aufgefunden  haben,  und  darin  macht  es  keinerlei  Unterschied,  oh.  die 
von  ans  angezogenen  Worte  von  Pappus  selbst  herrühren  oder  einiger- 
massen   spätere  Einschiebunge n  sind,   die  jedenfalls  einen  griechischen 
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Nachfolget  des  Pappaa  znm  Verfassoi  haben,  der  hier  wie  von  etwas 
ganz  Bekanntem  redet. 

Am  Anfange  des  Bandes,  dem  Texte  des  VIII.  Buches  vorangehend, 
hat  eine  etwa  einen  Druckbogen  fällende  Vorrede  Platz  gefunden.  Dort 
sind  alle  Stellen  vereinigt,  in  welchen  von  Pappns  In  irgend  einer 
Weise  die  Rede  ist,  und  Herr  Haltsch  hat  daraus  wichtige  Folgerungen 
zu  ziehen  gevnsst.  Pappns  hat  nach  ihm  spSter  gelebt,  als  der  Astro- 
nom Ptolemaena,  früher  als  dessen  Commentator  Theon  von  Alexan- 
drien,  also  walirscbeinlich  unter  Diokletian,  wie  bekanntlich  ein 
Scholiast  des  X.  Jahrhunderts  behauptet.  Pappns  bat  nicht  blos  zu  den 
vier  ersten  Büchern  des  Almagestes  ErUateinngeD  anter  dem  Titel 
ajfilia  geschrieben,  sondern  zu  allen  13  BUcbern,  und  jene  falsche  Be- 
hauptung ist  dorcb  eine  falsche  Lesart  (^  statt  IF)  entstanden.  Von 
den  Schollen  des  Pappns  sind  ziemlich  amfangreiche  Bmchatttcke  erhal- 
ten. Pappns  hat  ferner  einen  Commentar  zu  Schriften  des  Euklid 
verfasst,  und  zwar  jedenfalls  zu  den  Daten,  wahrscheinlich  auch  zu  den 
Elementen  dieses  Geometers.  Endlich  werden  ausser  der  „Sammlung" 
des  Pappns  noch  erwSbnt  ein  Commentar  zur  Projectionslebre  eines 
gewissen  Diodorus,  eine  Schrift  über  Mnsik,  und  verschiedene  Abband- 
langen,  welche  ihrem  Titel  nach  der  rechnenden  Astronomie  angeboren. 

Nach  dem  Abdrucke  des  VIII.  Buches  ist  der  Band  noch  keineswegs 
abgeschlossen.  Unsere  Leser  erinnern  sich,  dass  im  V.  Buche  der  Samm- 
lung des  Pappns  ein  Auszug  aus  der  Abhandlung  des  Zenodorue 
über  isoperimetrische  Raumgebilde  eiogeschaltet  ist,  dass  ein  ähnlicher 
Auszug  in  Tbeon's  Commentar  znm  I.  Bache  des  Almagestes  sich 
erhalten  hat.  Herr  Hultscb  hat  nun  als  ungemein  zweckmässige  Zu- 
gabe zn  seinem  Pappns  einen  Abdruck  der  lateinischen  Uebereetznng 
jeues  'i'heon'scben  Berichtes  auf  S.  1190  — 1211  folgen  lassen,  bei  wel- 
chem er  in  zahlreichen  Anmerkungen  auf  die  wenn  auch  kleinen,  doch 
mannigfachen  Verschiedenheiten  gegen  Pappns  aufmerksam  macht;  er  hat 
femer  S.  1138— 1165  den  griechischen  Text  einer  anonymen  Abband- 
lang  über  isoperimetrische  Figuren  in  der  Ebene  mit  nebenstehender 
latNuischer  Ueberselznng  mitgetbeilt.  Auch  diese  Abhandlnog,  ans  einer 
Vaticanbandecbrift  entnommen ,  zeigt  die  entschiedenste  Abhängigkeit  von 
Zenodorus,  dessen  Spuren  damit  allmälig  wesentlich  zahlreicher  wer- 
den, als  man  frtther  annahm.  Wir  werden  weiter  unten,  noch  auf  üne 
bisher  nicht  berücksichtigte  Stelle  hinweisen,  in  welcher  wir  Zenodo- 
rus zu  erkennen  glauben.  So  gewinnt  es  auch  an  Wahrscheinlichkeit, 
was  wir  im  XXII.  Bande  dieser  Zeitschrift  aussprachen,  dass  Qnin- 
tilian  von  dem  Hauptinhalte  der  UotersnchuDgen  des  Zenodorus 
Kenntniss  hatte.  Wir  bedauern  nnr,  dass  Herr  Hultsch  zur  grösseren 
VvllstSndigkeit  nicht  anch  noch  jene  lateinische  Abhandlung  veröffentlicht 
hat,  auf  welche  wir  im  XXI.  Bande  hingewiesen  haben  und  welche  den 
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Beweis  liefert,  dasa  Zenodorns  an  den  Schriftatellera  gebSrt,  welche 
ins  Arabische  übersetzt  worden  siod.  Wir  sind  Überzeugt,  dosa  Herr 
Cartse  sein  belrfifiendes  Uateriml  dem  Keransgeber  des  P*ppQS  bereit- 
willig mitgetbeilt  haben  würde,  wenn  derselbe  dahin  sielende  WOnsehe 
geSnssert  hätte.  Wks  die  Lebenszeit  des  Zenodorus  betrifft,  so  Bcbtiesst 
sich  Herr  Hnltsch  unserer  AnffaEsang,  dieselbe  müsse  zwischen  Ar- 
chimed  nnd  Qnintilian  gesncht  werden ,  unbedingt  an.  Er  geht  aber 
noch  einen  bedeutenden  Schritt  weiter,  indem  er  ans  dem  engen  An- 
schlnsse  des  Zenodorns  an  £nklid  nnd  Archimed  die  Folgerung 
ziehen  zu  dürfen  glaubt,  Zenodorus  habe  nicht  lange  oaeb  diesen  Flli- 
sten  der  Wissenschaft,  jedenfalls  vor  Heren  von  Alezandrien  gelebt, 
an  dessen  Schreibweise  nicht  der  leiseste  Anklang  erinnere.  Allerdings 
giebt  Herr  Hnitech  diese  Venonthnng  nur  als  solcbe  und  keineswegs 
als  erwiesene  geschichtliche  Thatsache,  nnd  in  diesem  Sinne  nehmen  wir 
anoh  keinen  Anstand,  uns  seiner  Folgerung  an znschli essen.  Der  mathe- 
matische 8tfl  des  Zenodorus  erinnert  auch  uns  an  das  Jahrhundert 
der  Epigonen,  wie  wir  dasjenige  zu  nennen  uns  gewöhnt  haben >  welches 
auf  das  Jahrhandert  des  Euklid  unmittelbar  folgte. 

Femer  begegnen  wir  in  dem  uns  votliegenden  Bande  auf  8.  1166 
bis  1188  den  Schollen,  welche  am  Bande  des  Kitesten  Vaticancodex 
Hr.  CCXVIII  von  einer  Hand  des  XII.  oder  XIII.  Jahrhunderts  niedor- 
geechrieben  wurden.  Grosse  Wichtigkeit  ist  denselben  nicht  gerade  zu- 
Euschreiben,  aber  immerhin  ist  es  geschichtlich  nicht  ganz  gleichgiltig, 
was  man  in  jener  Zeit  kümmerlichsten  mathematischen  Studinms  bei  den 
Griechen  als  Erklärung  niederznsob reiben  fllr  gnt  fand. 

Ungleich  schätzbarer  sind  die  Erklärungen,  welche  Herr  Hnltsch 
selbst  ausser  den  überall  unter  dem  Texte  befindlichen  kleineren  Anmer- 
kungen in  einem  besondern  Anhang  auf  S.  1212  — 1276  folgen  Usst. 
Wir  verweisen  den  Leser  auf  diese  schönen  Erläutemngen  nnd  erlauben 
uns  nur  einige  wenige  Zusätze  tbeils  ans  unseren  eigenen  Studien,  theils 
ans  von  Herrn  Hnltsch  unberücksichtigt  gebliebenen  sonstigen  Ver- 
öffentlichungen ■ 

Znm  II.  Buche  möchten  wir  in  Erinnerung  bringen,  daas  das  Wort 
nvefiifV  nir  die  von  ihrem  den  Bang  bestimmenden  Factoren  entklüdete 
einfache  Zahl  inerst  bei  Plato  vorkommen  dürfte,  worans  über  das  Alter 
verwandter  Untersuchungen,  wie  Papptis  sie  nach  Apollouins  mit- 
theilt, eine  Schlnssfolgerung  versucht  werden  kann. 

Zum  III.  Buche  machen  wir  auf  eine  Abhandlung  „Antike  Nabe- 
rungsmethoden  im  Lichte  modemer  Mathematik,  von  S.  Günther"  aus 
den  Abbandinngen  der  königl.  böhm.  Geaellsch.  d.  Wissensch.,  VI.  Folge 
9.  Bd.,  mathm.-naturwiEseuschaftl.  Classe  Nr.  4,  aufmerksam.  Der  Ver* 
fasser  hat  dort,  wenn  auch  nicht  znerst,  so  doch  zuerst  im  Zusunmen- 
hange  mit  anderen  NähemngsveTfahren ,  die  Methode  der  Würfelverdop- 
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petuDg  besprocfaen,  welche  Pappns  am  Anfang  dea  III.  Baches  als  voller 
Richtigkeit  entbebreDd  znrfickweist.  Er  hat  eiaeo  kettenbcnchartigen 
Gedaukengaog,  wenn  uch  natürlich  keinen  eolchon  Algorithnins  darin 
zn  erkennen  geglaubt  nnd  sich  dadurch  in  der  Ueberzeugnng  bestärkt 
gefühlt,  dass  dem  autiken  BewaBStaein  bei  Bestimmung  von  Nähernnge* 
werthen  ein  solcher  fortgesetzter  BechnangsproceBs  keineswegs  fremd  war. 
Wir  benutzen  diese  Gelegenheit  zar  Erklärung,  dass  diese  uns  frllher 
ziemlich  nnsympathische  Auffassung  für  ans  nahezu  Gewissheit  geworden 
ist,  seitdem  wir  in  dem  31.  Capitel  der  Arithmetik  des  Theon  von 
Smirna  einen  fast  unwiderlegbaren  Beweis  dsfUr  gefunden  baben.  Wir 
fügen  hinzu,  dass  wir  nachträglich,  sollen  wir  sagen  das  Vergnügen  oder 
den  Aergor  hatten,  diese  VersUndniss  der  Theonstelle,  welche  Nessel- 
mann  nicht  besass,  in  einem  sehr  wenig  bekannten  Erfurter  Schulpro- 
gramm von  1843  (Unger,  Kurzer  Abriss  der  Geschichte  der  Zablenlehre 
von  Fytfaagoras  bis  anf  Diopbant)  der  Oeffeutlichkelt  schon  Übergehen 
zu  sehen.  Dasa  freilich  in  jenem  Capitel  Theon's  aeben  dem  plato- 
nischen f/is=^  auch  das  indische  J/^ss-}-}  schon  enthalten  sei,  dürfte 
biet  als  neu  ausgesprochen  werden. 

Im  IV.  Buche  ist  am  Schlosse  eine  Archimedische  durch  eiue  Ver- 
bindung von  Hyperbel  nnd  Parabel  lösbare  Angabe  angegeben,  deren 
Text  Herr  Baltzei  in  einer  von  Herrn  Haltsch  abgedMickten  Weise 
verbessert  und  deutlich  gemacht  hat.  Wegen  derselben  früher  verderbten 
Stelle  verveisen  wir  auch  anf  einen  Aufsatz  im  XXIII.  Bande  dieser 
Zeitschrift,  hiator. •  literar.  Abtheilung  S.  117 — 120:  „Ueber  eiue  Stelle 
des  Fappus,  von  J.  L.  Heiberg."  Es  ist  wohl  einem  Zweifel  nicht  unter- 
worfen, daas  beide  Verbesserer  ganz  nnabhKngig  von  einander  zu  ihren 
wesentlich  übereinstimmenden  Ansiebten  gelangt  sind. 

Im  V.  Buche  kommt  bei  Gelegenheit  der  isoperimetrischen  Figuren 
ein  Lemma  vor,  welches  in  dem  Anhang  S.  1231  genaner  besprochen  ist. 
Das  9.  Capitel  des  I.  Buches  des  Almagest  verwertfaet  nun  bekanntlich 
mit  grossem  Erfolge  einen  diesem  Lemma  mindestens  sehr  ähnlichen  Satz. 
Sollte  der  Schiusa  altzukühn  erscheinen,  dass  Ftolemaeus  hier  aus 
ZenodoruB,  der  jedenfalls  lange  vor  ihm  lebte,  geschöpft  habe? 

Das  sind  etwa  die  wenigen  Znsätze,  welche  wir  uns  gestatten  woll- 
ten. Den  zweiten  Theil  dea  Schlnsabandea  der  Fappueausgabe  nimmt 
endlich  ein  acht  Druckbogen  starkes  griechiscbes  Wortverzeichniaa  ein, 
welches  jedes  Loh,  das  man  ihm  speudeu  möchte,  weit  hinter  sich  läaat. 
Ra  ist  eiue  Meisterarbeit  und  wird  auch  den  unnachsichtigsten  Kritiker 
vollauf  befriedigen  mUssen.  So  ist  der  Eindruck,  mit  welchem  man  das 
Werk  verliCsst,  gleich  wohlthuend,  wie  er  im  ganzen  Verlauf  geblieben 
war;  die  Ueberzeuguqg ,  dass  der  richüge  Manu  an  der  richtigen  Stelle 
stand,  wird  keinen  Augetiblick  wankend.     Wir  können  naggr» Boapcecb- 
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nug  schliesslich  in  den  einen  Satz  zasammenfassen :  Herr  Hnltsch  hat 
ans  mit  einer  kloBsischen  Ausgabe  eines  klassischen  Schriftstelleis  be- 
««*••"''*■  w  Cartob. 

G.  Biadcgo,  Pieiro  Maggi  malemalico  e  poeta  Veronese  (1809  — 1854). 
Vcroüa,  H.  F.  Münster  (C.  Kayser  Succ).  1879.  lÖ".  176  8. 
Unsere  Leser  kennen  ans  mehrfachen  Beispielen  die  Sitte  italieni- 
scher Schriftsteller,  Freunden  zum  Hochzeitstage  irgend  ein  literarisches 
Werkchen  znzueignen,  welches  zu  der  Feier  auch  nicht  die  geringste 
Beziehung  haL  Einer  solchen  Gelegenheit  verdankt  anch  die  gegenwär- 
tige Schrift  ihr  Dasein,  in  welcher  der  Verfasser  das  Leben  and  die 
Wirksamkeit  eines  Veroneser  Landsmannes  schildert.  Herr  Biadego, 
Eisenbahn  in  geniear  nod  als  solcher  Verfasser  verschiedener  ÄbhandlnDgen 
ans  dem  Gebiete  der  technischen  Uecfaanik,  bat  auch  schon  aaf  ge- 
Bcbichtlicbem  Boden  sich  früher  omgethan  nad  werthvoUe  Beitrüge  in 
dem  Bullelino  Boncompagni  erscheinen  lassen  —  wir  erinneru  an  seine 
Abhandlung  aas  dem  Jahrgange  1873  ttber  zehn  noch  nicht  veröffent- 
lichte  Briefe  von  Lagrauge.  Heute  rühmt  er,  wie  schon  bemerkt,  eine 
landsm&nnische  Grösse  im  engsten  Sinne  dieses  Wortes,  und  dem  Orts- 
patriotismns  mag  es  zugeschrieben  werden,  wenn  die  Farben ,  in  welchen 
die  Verdienste  von  Pietro  Maggi  schillern,  etwas  zu  glänzend  aus- 
gefallen zu  sein  scheinen.  Wir  sagen  „scheinen",  weil  wir  ftir  die  Kennl- 
niss  der  meisten  wisBenscbaftlicheu  Leistungen  des  Maggi  auf  den  vor 
uns  liegenden  Bericht  allein  angewiesen  sind.  Die  Arbeiten,  aaf  welche 
Herr  Biadego  das  meiste  Gewicht  legt,  sind  in  einer  Veroneser  Zeit- 
schrift aus  den  dreissiger  Jahren,  in  dem  „Poligrafo"  erschienen,  und 
diese  durfte  deutschen  Lesern  nur  in  den  seltensten  Fällen  zam  Ver- 
gleiche zu  Gebote  stehen.  Maggi's  Arbeiten  gehören  ab  rein  matbe- 
matiache  der  Lehre  von  den  Oberflüchen  an,  als  mathematiBch - phyalkA- 
lische  vorzagsweise  der  Elektrodynamik,  nnd  hier  würde  allerdings,  wenn 
Herr  Biadego  vollständig  zuverlässig  berichtet,  Uaggl  als  Urheber 
einer  bahnbrechenden  Arbeit  künftig  in  der  Geechichte  dieser  Disüplin 
zu  nennen  sein.  „Es  ist  eine  nnwi de rsp rechliche  Thatsache,"  sagt  Herr 
Biadego  S-  59,  „dass  Maggi  der  Erste  war,  welcher,  den  Spuren  von 
Amp6rc  folgend,  eine  Theorie  der  elektro dynamischen  Induction  auf- 
stellte und  die  Ebenmässigkeit  hervorhob,  welche  zwischen  den  Indnc- 
tionserscfaeinungen  und  den  elektrodynamischen  Wirkungen  obwaltet" 
Dass  Maggi  aach  als  Dichter  sich  verdient  machte,  dUrfte  fdr  den  Zweck 
dieser  Zeitschrift  als  nebensächlich  erachtet  werden.  Das  Büchlein  des 
Herrn   Biadego    ist  sehr   warm    geschrieben    nnd    macht  schon  dadurch 


einen  wohl thuen den  Eindruck. 
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Aede  nun  GedAehtnias  an  Ernst  Hsinrich  Weber,  gehalten  im  Namen  der 

medicinischea  Facultfit  am  24.  Febraar  1876  in  der  akademischen 

Aula  zu  Leipzig  von  C.Lddwiq.  Leipzig  1878,  bei  Veit  &  Comp.  23  S. 

Wenn  ancb  der  Verstorbene,  dem  dieser  Nachraf  gewidmet  ist,  vor- 

zngsweise  Anatom  nnd  Physiologe  war,  so  genUgt  doch  gewiss  die  kurze 

Bemerknng,  dass  derselbe  in  Gemeinschaft  mit  seinem  Bmder  Wilhelm 

der  Begründer  der  Wellenlehre  gewesen  ist,   um  ancb  unsere  Leser  anf 

das  von  Ueisterband  entworfene  kleine  Lebenibild  anfmerksam  zn  machen, 

welches    zngleicb    einen   Beitrag    znr  Geschiebte   der  Bntwickelung  des 

natarwigsenschaftlicben  Stadiums  an  den  dentschen  Universitäten  bildet. 

Cantor. 

TTatertoehtingeii  fiber  das  Oleici^fewicht  dm  elaatiaohen  Btabai.  VoaProF. 
Dr.  L.  PonBHAHHBR.     Kiel  1879,  UniversItSts  -  Bacbbandlnng. 

Wie  der  Verfasser  in  der  Vorrede  erwähnt,  ist  der  Zweck-  dieses 
Werkes,  das  sowohl  theoretisch  als  praktisch  wichtige  Problem  des 
Qleichgewicbts  eines  isotropen  elastischen  Stabes  in  grösserer  Allgemein- 
heit zu  behandeln,  als  dies  in  den  darauf  bezflglichen  Untersnchnngen 
von  deSaint-Venant  und  E'irchhoff  der  Fall  ist.  Das  Problem  soll 
gelöst  werden  unter  Voraussetzung  beliebiger  an  der  UanteläHche  und 
an  den  Endflächen  des  Stabes  wirkender  Kräfte  und  ohne  daas  die 
Durchmesser  des  Querschnittes  als  nnendlich  klein  gegen  die  BtabUnge 
betrachtet  werden.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  erfolgt  durch  eine  mit 
grosser  Consequenz  durchgeführte  Nähemngsrechnung,  deren  Ausgangs- 
punkt die  Forderung  der  Aufgabe  bildet,  dass  der  betrachtete  Körper  Stab- 
form haben,  sein  Querschnitt  mithin  klein  im  Ve^leich  zur  Länge  sein  soll. 
Man  kann  die  Lfisung  insofern  als  eine  vollständige  bezeichnen ,  als  die 
benutzte  Näherungemethode  einen  noch  höheren  Grad  von  Genauigkeit  zu 
erreichen  erlaubt,  als  der  ist,  bis  zn  welchem  die  Rechnungen  durch* 
gef&brt  sind.  Ftir  praktische  Fälle  dHrfte  indessen  schon  dieser  mehr  ab 
ausreichend  sein.  Von  besonderem  Interesse  ist  die  Bebaudlnngs weise 
der  Differentialgleichungen,  und  zwar . besonders  deshalb,  weil  sich  auf 
ähnliche  Weise  eine  beliebig  angenäherte  Integration  partieller  Differen- 
tialgleichungen in  allen  den  Fällen  erzielen  lassen  wird,  wo,  wie  hier, 
durch  die  Natur  der  Aufgabe  Über  die  relative  Grösse  der  in  die  Rech- 
nung eintretenden  AusdrUcke  AufscMuss  gegeben  wird. 

Das  zwölf  Druckbogen  starke  Werk  enthält  ausser  der  Einleitung 
vier  Abschnitte.  Der  erste  nud  theoretisch  wichtigste  Abschnitt  behan- 
delt die  Trassformation  und  Integration  der  elastischen  Differentialgleich- 
ungen, soweit  letztere  ansfllhrbar  ist,  ohne  dass  eine  bestimmte  Quer- 
scbnittsform  zu  Grunde  gelegt  wird.  Abschnitt  II  beschäftigt  sich  mit 
dem  cylindrischen  Stabe,  dessen  Querschnitt  ein  Kreis  ist.     Ahschnilt  III 
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behandelt  den  Hohlcylinder  mit  kreüffinnigem  Querschnitte.  Absehnitt  IV 
enthSlt  die  angenSherten  Differentialgleichnngen  für  einzelne  FXlle  dea 
anprttnglich  gektümmten  Stabes. 

In  der  Einleitang  werden  aaf  elementarem  Wege  die  Differential- 
gleichangen  ftli  kleine  Formändemngen  fester  isotroper  KQrper  her- 
geleitet, Zn  Qmnde  gelegt  ist  hierbei  im  Allgemeinen  die  Kircb- 
hoff  sehe  Beaeichnnsg.  Abschnitt  I  beschSftigt  sich  daianf  znerst  damit, 
die  in  diesen  Differeutialgleichiingen  enthaltenen  Variablen,  Constanten 
nnd  Functionen  nach  ihrer  relativen  Grösse  zu  ordnen.  Zn  diesem 
Zwecke  werden  die  Terschiedenen  Grössen  verglichen  mit  der  grössten 
Qnerdimension  2c  nnd  der  grSssten  Längend imension  2/.  Die  Qner- 
schnittsco ordinalen  x  nnd  y  gehören  hiernach  derselben  Gtössenordnnng 
an  wie  c,  weil  ün  Verschwinden  von  c  ein  solches  von  x  nod  y  nach 
jieh  aieht  und  wmI  die  Haximalwertbe  von  x  oder  y  höchstens  gleich  e 
werden  können.  Dem  enteprechend  sind  ir",  y", oder  :c"~FyP  von  denel- 
ben  Ordnnng,   wie  c".     Die  Ordnung  von  c"  wird  als  die  n",   die  von 

—  als  die  — n"  bezeichnet.  Alle  Ausdrücke,  auf  deren  Grösse  der  Wertb 
c" 

c  keinen  directen  Einflnss  ansfibt,  wie  I,  z,  die  Elasticitfitsconstanten 
n.  s,  w.,  werden  der  nullten  Ordnung  zugerechnet.  Schwierigkeiten  be- 
reiten bei  dieser  Eintheilung  nur  die  in  Frage  kommenden  Druckeem- 
ponenten,  nnd  es  lässt  sich  z.  B.  aus  den  S.  42  angestellten  Untnrancfa- 
ungen  nicht  mit  Noth wendigkeit  erkennen ,  warum  Z,  nicht  auch  einer 
niederen  als  der  —  2''"'  Ordnung  angehören  kann.  Der  Verfasset  ist  auch 
wohl  au  dieser  Voraussetzung  nicht  allein  durch  die  dort  angestellten 
Betrachtungen,  sondern  durch  eine  frühere  Arbeit*  gekommen,  wie  nun 
Thdl  ans  8.  119/berTorgeht.  Die  Strenge  der  Rechnung  wird  indessen 
auch  hier  gewahrt  dadurch,  dass  die  weitere  Aufgabe  in  der  Form  g»- 
steUt  wird: 

„Von  welcher  Form  mfissen  die  Ausdrücke  der  Verschiebungen  |,  i),  t 
sein,  damit  allein  die  Kraft  Z,  die  Ordnung  — 2  annimmt,  die  Componenten 
Xi,  Fl,  Sg,  Yg,  Jf,  dagegen  eine  höhere  Ordnung  als  die  — 2'°  haben?" 

Zur  Lösung  dieser  Frage  werden  die  (Ur  die  Dmckcomponenten  auf- 
gestellten Differentialgleichungen  transformirt  durch  die  Substitution 
e=P,  +  P,  +  >'o  +  «,  iJ=»',+  »'i  +  ''o  +  >',  £=»',+  »'1  +  *''- 
Hierin  soll  die  Ordnung  von  Vy,  T,,  W,'  niedriger  sein,  als  —1,  die 
TOD  Pj,  fj,  W^  gleich  —1,  von' M^,  e^  gleich  Null,  von  w  grösser  als 
Null  und  von  u  und  v  grösser  als  1.  Durch  Einsetzung  in  die  Differen- 
tialgleichungen für  die  inneren  Druckkräfte,  deren  Form  daraus  ersicht- 
lich ist,  dass  z.  B, 

■  Beitrag  enr  Theorie  der  Biegaog  de«  EreiscjünderB.  Botchardt'e  Janro. 
LXXXI,  S.  83— Sl. 
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erbält  alsdann  X^  die  Fonn 

Hierauf  wird  nun  der  Satz  angewendet:  Stehen  auf  vereeliiedenen 
Seiten  einer  GleichnDg  Grössen,  worunter  solche,  welclie  gleichen  Ord- 
nungen angehören,  so  bann  die  Oleiclinng  nur  dadurch  erfüllt  werden, 
dass  die  derselben  Ordnung  angehörenden  Grössen  einander  gleich  lind. 
£b  setzt  dies  allerdings  voraus,  daas  die  Grössen  X^,  Y^  v.  s.  w.  sich 
in  Summen  von  der  Form  Sk^x"!/'  entwickeln  lassen,  in  denen  k^  nicht 
Ton  X  und  y  abhängt.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  dann  auch  mit 
der  Differentiation  eines  Terms  nach  x  oder  y  eine  Erniedrigung  der 
Ordnungszahl  um  eine  Einheit  verbunden.  In  der  angegebenen  Gleicb- 
ung  sind  dann  die  Glieder  der  oberen  Reihe  von  niederer  Ordnung  als 

—  I   und   mttseen   folglich  verschwinden,   da  X^  höchstens  die  Ordnung 

—  I  habei^  soll.     Hieraus  findet  man 

Aehnliche  Gleichungen  liefern  die  anderen  Dmckcomponentea  und 
man  erhält  schliesslich  eine  hinreichende  Anzahl  von  DitFerentialgleich- 
ungen,  um  ü^,  F,,  W^  und  W^  daraus  za  bestimmen.  Zur  Bestimmung 
von  Ug  und  cg  werden  in  den  fUr  A^.,  X^  nnd  Fg  geltenden  Gleichungen 

-~H — T-^H — —=^0   u,  s.  w   die  Bestandtheile  —1'""  Ordnnnz  von  X 

dx        dy        dz  " 

von  denen  höherer  Ordnung  getrennt.     Man  findet  alsdann,  dass 


da:'-' 


-[x,]_.=o  «ud  ^™-i+rJ''»]-'=<'- 


Hierzu   treten  ans  den   OberfiXchenbedingungen  noch  die  zwei  Gleich-. 

nngen 

[A',]_ico»i  +  [^,]_icos(i<=0  und  [2'j]_|Co<l  +  [r^]_icojn  =  0. 

Diesen  Gleichungen    wird   genfigt,    wenn  man  die  Bestandtheile  — l**' 

Ordüung  von  X^,   r„,  Xy  gleich  Null  setzt. 

Dnter  Berücksichtigung  dieses  Umstandes  erhfilt  man  alsdann  durch 

Sabstitntion  des  für  W^  gefundenen  Wertbes  in  den  für  X,  angegebenen 

Ausdruck  und  in  den  Mhnlichen,  der  fUr  F,  und  Xy  besteht,  Gleichungen 

du.     dua    dp«       ,  dUn  ,  .  ,  ,  , 

für  -r-'',  -p- ,  -r-^  und  -r^ ,  aas  denen  sich  u.  und  Vr,  ergeben, 

dx^    dy     dx  dy'  °  u      o 

ü^  Dud  V^  sind  von  x  und  y  unabhängig  und  nur  Functionen  von  z. 

FT,    und   W^   sind  lineare  Functionen,    17,,   Vy,   Ug  und  »g  Functionep^- 


HiBtoriicb-litflrftrieche  Abtheilang. 


nreiten  Grades  von  x  and  y.  Die  F&ctoren  von  x  und  y  sind  Fnactio- 
nen  toh  z,  theilweisn  in  der  Fonn  erster  and  zweiter  Bifferentialqno- 
tienten  nach  z. 

Ehe  die  Bestimmung  roD  u  und  t>  erfolgt,  Verden  die  der  — 2*" 
and  —1""'  Ordnung  Angehörenden  Tenne  von  |,  t)  nnd  t  vollständig 
ennittelt.  Dazu  dienen  die  fUr  den  Stab  als  starres  System  geltenden 
Qleichgewicbtsbedin gangen.  Bei  der  Aufstellung  deiselhen  ist  voiaas- 
gesetzt,  dass  die  Z-Aie  durch  die  Schverpnnkte  der  aufeinander  folgen- 
den Querschnitte  geht  nnd  dass  die  ^-  und  i'-Aze  HaupttrSgheitsaien 
des  Querschnitts  sind.  Durch  Einsetzung  der  bis  jetst  fSr  die  Dmek- 
componenten  gewonnenen  Ansdrttcke  in  diese  GleicbgewichtsbediDgnngen 
und  durch  Vergleicbnng  der  aaf  beiden  Seiten  stehenden  Glieder  hin- 
sichtlicb  ihrer  Ordnung  werden  die  Bestondtheile  —V  and  —1'"  Ord- 
nung ToUst&ndig  ennittelt.  Sie  stellen  sich  als  Functionen  von  i  nnd 
von  den  gegebenen  OberflMchenkrSften  dar. 

Wenn  man  sich  anf  diese  zwei  betrKchtlichsten  OTÖssenordcnngeD 
von  £,  I},  i  bescbrHnkt,  gelangt  man  schon  zu  den  Sfitzen  der  Navier- 
schen  Biegungatheorie-  Für  die  Biegung  in  der  ^Z-Ebene  ergiebt  sich 
z.  B.  der  Sati:  die  Kraft  Z,  ist  gleich  demProdacte  ans  der  Krttmmnng 
und  der  Function  —  Ex.  Da  nun  eine  Vernachlässigung  der  Glieder  v, 
V,  tB  einem  Verschwinden  von  X^^  ¥jt  X^  für  beliebige  Wertbe  von  x, 
y,  z  entspricht,  so  ergiebt  sich  fflr  diese  angenäherte  Löenng  eine  dn- 
fache  mechanische  ErkUrang.  Es  entspricht  dieselbe  der  Auffassung  du 
Stabes  als  eines  Btindels  nnendttch  dünner  Prismen  mit  parallelen  Atod, 
welche  aufeinander  keine  Wirkung  ausUbeu.  Dies  ist  aber  die  Torans- 
setzung  von  Nsvier. 

Nach  diesem  Excnra  erfolgt  die  Berechnung  von  u,  v,  m.  Da  in- 
dessen ebne  Rücksicht  aaf  die  Form  des  Querschnittes  eine  Bestimmong 
dieser  Glieder  nicht  ausführbar  ist,  so  beschäftigt  sich  Abschnitt  I  nur 
damit,  die  Differentiaigleicbangen  so  zu  ttansformiren ,  dass. nach  Ein- 
iührnng  einer  bestimmten  Querschnitts  form  die  Integration  dereelbeo 
erfolgen  kann.  Zu  diesem  Zwecke  werden  die  für  die  Dmckcomponen- 
ten  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Gleichungen 

-~  +  ~-—  +  -—  =  0  n.  8.  w. 
dx         dy        de 

eingesetzt.  Hierin  wird  alsdann  für  m  eine  Snmme  eingeführt,  welche 
neben  Gliedern  2ß^  (nullte  Ordnung)  und  £0^  (erste  Ordnung)  ein  Glied 
n  enthält,  welches  von  höherer  als  erster  Ordnung  ist.  Für  SCi,  nnd  Sj 
entstehen  dann  die  DiiFerentialgleichnngen 

d.«  +  d,.  -"•       da^'  +  äy»         \;00glc 


zn  denen  ans  den  OberflScbenbed  in  gangen  noch  Werthe  für  — r-^  und 
— —  («  die  Nonnsle)  hinzutreten.     Hierdnrch  werden  aber  Sßi  und  3Bj 

bis  auf  eine  willkfirliclie  additive  Function  von  z  als  Functionen  von  x 
und  y  daTgestetlt,  In  gleicher  Weise  werden  in  u  nnd  v  die  Bestand- 
theile  erster  nnd  zweiter  Ordnung  von  denen  heberet  Ordnung  getrennt 
und  U|  nnd  33,  (erster  Ordnung)  ermittelt.  Grössen  von-  höherer  Ord- 
nung finden  in  den  folgenden  Rechnungen  keine  Beräcksichtigung  mehr. 
Würde  man  aber  die  unbestimmt  gebliebenen  Ausdrucke  H),  U ,  D  in  ana- 
loger Weise  behandeln,  wie  n>,  u,  n,  so  kannte  die  Rechnung  noch  weiter 
geführt  werden. 

Nach  einigen  Bemerkungen  über  den  Stab  mit  veränderlichem  Quer- 
schnitte erfolgt  nun  in  Abschnitt  II  die  Bestimmung  der  Componenten  von 
I,  1},  i  für  einen  cylindriscben  Stab  mit  kreiafünnigem  Querschnitte.  Bei 
Berücksichtigung  von  ^^  tritt  zu  £  ein  Ausdruck,  der  für  tc  nnd  y  von 
dritten  Grade  ist.  Ein  beliebiger  Querschnitt  z=Zg  wird  daher  durch 
die  der  Z-Axe  parallele  Verrücknng  in  eine  Fl&ohe  dritten  Grades  ver- 
wandelt, welche  durch  die  A'Z- Ebene  in  der  Curve  £^Con«i.a:*  geschnit- 
ten wird. 

Zur  Ermittelnng  von  Uj  und  9),  werden  ftlr  x  nnd  y  Polarcoordi- 
naten  eingeführt  und  die  OberflSchenkräfto  X  und  T  in  Normal-  und 
Tangentialkräfte  zerlegt.     Für  Z^  ergiebt  sich  dann  schliesslich  der  Aus- 

Dieser  Ausdruck  umfasst  alle  Tenne  —2*",  —V"  und  nnllter  Ordnung. 
Hierin  bedeutet  C  die  FUche  und  A  das  TrKghätsmoment  des  Qner- . 
Schnittes.  F  und  G  sind  die  resnltirenden  Drebnngjpmomeate  nm  die 
F-  und  ^-Axe  für  die  ftuaseren  Kräfte,  welche  an  dem  Stabtheile  von 
dem  betrachteten  Querschnitte  bis  z  =  l  wirken,  h  ist  für  ebendiesen ' 
Stabtbeil  die  Summe  der  Z- Componenten.  /",  und  G,  sind  Tbeile  von 
F  und  G,  für  welche  die  aufgestellten  Formeln,  des  bessern  Verständ- 
nisses wegen,  angeführt  weiden  mSgen: 

I  l 

F,  =  -fil-x)  difx(i)d«,     G^=-ßi-z)difY(iU<f- 

Hierin  bedeutet  da  ein  Element  der  KngflHche,  welche  durch  zwei  Ver* 
tikalebenen  i  =  j  und  z  =  i  +  dz  aus  dem  Cflindermantel  berauegeschnit- 
ten  wird.  X{0  stellt  die  X-Componente  der  an  der  Stelle  i,da  wirken- 
den äusseren  Kraft  dar.  Die  Integration  erstreckt  sich  Über  den  Thül 
des  Cylindensantels  von  j  e=  z  bis  i  =  l.     Die  Function  ^^  wird  dorcb- 
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eine  unendliche  Reihe  dargestellt  nnd  ihr  Werth  hfingt  aasschli esalich  von 
den  Kräften  ab,  welche  am  Rande  des  betrachteten  Querschnittes  viiken. 
Sind  am  Bande  irgend  eines  znr  Stabaxe  senkrechten  Querschnittes  keine 
änseeren  Drnckkräfte  Torhanden,  so  ist  fP^  für  alle  Punkte  des  Qoer- 

schnittes  gleich  Nnll.     In  diesem  Falle  sind  abor  ancb    -j-y  und   — ^ 

fKr  den  betreffenden  Werth  z  gleich  Nnllj  der  Werth  Z.  redncirt  sich 
daher  aaf 

F;r  +  G,       Ä 
^' A +C- 

Für  X,  nnd  F.  ergeben  sieb  ähnliche  Formeln,  wie  fSr  Z..  Ans 
denselben  ist  zu  erkennen,  dass  die  neutrale  Schicht  in  jedem  Quer- 
schnitte im  Allgemeinen  eine  kmmme  Linie  bildet.  Nnr  für  den  Fall, 
dasB  A  =  Z  =  0  nnd  dass  am  Rande  des  betrachteten  Querschnittes  keine 
äusseren  Kräfte  vorhanden  sind,  geht  sie  über  in  die  Gerade  y  =  0. 

Als  spAcieller  Fall  wird  das  Beispiel  des  anf  bober  Kante  gleich- 
massig  belasteten  nnd  in  der  Mitte  unterstützten  Stabes  behandelt.  Die 
Berechnung  ergiebt,  dass  anf  der  obem  Seite  eine  Debnnng,  anf  der 
nntem  eine  Znsammen ditlchnng  stattfindet,  dass  aber  der  grSssere  Werth 
von  Zi  anf  Seite  der  Campression  liegt.  Der  Punkt,  an  welchem  bei 
zunehmender  Belastung  zuerst  eine  üeberschreitang  der  ElaaticitKtsgrenie 
stattfindet,  liegt  daher  anf  der  untern  Seite  und  in  der  Hitte  des  Stabes. 
Am  Schlüsse  dieses  Abscbnittes  vergleicht  der  Verfasser  die  für  den 
cylindriBchen  Stal)  gefundenen  Formeln  mit  den  frflher  von  ihm  gefun- 
denen (Beitrag  zur  Biegung  des  Kreiscy linders)  und  weist  die  volle 
Debereiu Stimmung  der  in  gant  verschiedener  Weise  hergeleiteten  Resul- 
tat« nach. 

Abschnitt  III  behandelt,  in  ähnlicher  Weise  wie  Abschnitt  11,  den 
Fall  des  Hohlcylinders  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  die  Süssen 
Oberfläche  desselben  von  Druckkräften  in  Anspruch  genommen  wird  und 
.  dass  die  Wandstärke  klein  gegen  den  Querdurchmesser  ist.  Die  hier 
gewonnenen  Resultate  zeigen,  dass  die  Formändernng  des  Hohlcy linders 
sich  von  der  des  Vollcylinders  durch  das  Hinzukommen  einer  secnndären 
Biegung  unterscheidet.  Letztere  vollzieht  sich  in  den  zur  Stabaxe  senk- 
rechten Querschnitten.  Denkt  man  sich  zwei  benachbarte  Querschnitte 
auBgeffihrt,  so  schneiden  dieselben  einen  ringförmigen  Körper  ans,  den 
man  als  einen  kreisförmigen  Stab  ansehen  kann.  In  diesem  Ringe  voll- 
zieht sich  die  secundäte  Biegang.  Es  giebt  auch  hierin  eine  nentrale 
Schicht,  welche  die  gedehnten  von  den  zusammengedrfickten  Stabtheiles 
trennt. 

Abschnitt  IV  enthält  die  Ansföhrang  der  Nfiberungsrecbnnngen  (Bt 
einen  ursprünglich  gekrttmmten  Stab  unter  den  Voraussetzungen:  1.  dass 
eine  Ebene  existirt»  welche  den  Stab  nach  seiner  Längsrichtung  in  zwei 
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sTmmetriBcIie  Hslften  theilt;  2.  dus  alle  Sosseren  KrSfte  dieser  Ebene 
parallel  sind.  Damit  anch  hier  wieder  die  QaeracbnittBcoordinaten  als 
klein  gegen  die  LSagendimension  betrachtet  werden  können ,  werden  statt 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  krummlinige  CoordioateD  ;2,  r,  n 
eingefUhrt.  Zn  diesem  Zwecke  wird  in  der  Symmetrieebene  YZ  eine 
Cnrre  gewXhlt,  welcbe  volletfindig  im  Innern  der  Anfangslage  des  Stabes 
verläuft  und  die  Gleicbung  9>(P)?)=:ß  hat,  p  und  q  sind  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Cnrre.  Durch  einen 
beliebigen  Pnnkt  x,  y  der  TZ-Ebeue,  welcher  in  dem  Stabe  Hegt,  wird 
eine  Normale  auf  die  Curve  gelegt,  welche  mit  der  positiven  Z-Axe  den 
Winkel  n  bildet.  Das  Stfick  der  Normale  zwischen  ihrem  Schnittpunkte 
(p,  q)  mit  der  Curve  und  dem  Punkte  x,y  ist  +r.  Die  Coordinaten  x,  y 
und  r,  n  hängen  alsdann  durch  die  Gleichnngen  zusammen 

y=p-\-r.smn,     z  =  q  +  r.cosn,     ^  =  ~cotn,     tp(p,q)  =  0. 

Wie  in  den  früheren  Betrachtungen  x  und  y,  so  ist  nun  r  stets  klein 
gegen  die  Xiäugendimension  und  von  derselben  Ordnung,  wie  die  Quer- 
dimension des  Stabes.  An  Stelle  der  Ausweichungen  ij  und  i  werden 
die  Ausweichungen  (f  und  ff  eingeführt,  von  denen  die  erste  dieselbe 
Richtung  bat  wie  r,  die  zweite  anf  dieser  Richtung  senkrecht  steht.  Nach 
denselben  Richtungen  werden  endlich  die  OberflKchenkräfte  und  die  in- 
neren Druckkräfte  zerlegt.  Nachdem  nun  die  Differential  gleichnngen  für 
die  Druckkräfte  anfgestcllt  worden  und  für  |,  p,  a  eine  Summe  von 
Grössen  verschiedener  Ordnnng  eingeführt  ist,  führen  die  nämlichen  Be- 
trachtungen, wie  in  Abschnitt  I,  zur  Bestimmung  der  Wertbe  £,  q,  a  und 
der  Druckkräfte.  Ans  der  in  erster  Annäherung  geltenden  Lüsnng 
ei^iebt  sich,  dass  für  den  ursprünglich  krummen  Stab  ein  ähnlicher  Satz 
gilt,  wie  {Zt  den  geraden  cjlindrischen  Stab.  Bezeichnet  nämlich  a  den 
Zuwachs  der  Krümmung,  der  durch  die  Deformation  eintritt,  so  ist  S, 
proportional  der  Grösse  a. 

Zum  Schlüsse  möge  das  besprochene  Werk  noch  Solchen,  welche  sich 
mit  dem  Stndinm  der  Mathematik  beschäftigen,  wärmstens  empfohlen  sein. 
Sie  werden  darin,  ausser  der  interessanten  Dnrchftlbrung  eines  mecha- 
nischen Problems,  reichen  Stoff  zn  weiteren  Studien  finden,  da  Verfasser 
die  analytische  Behandlung  der  speciellen  Probleme  nnr  eben  andeutet. 
Von  rein  theoretischem  Standpunkte  dürfte  indessen  die  besprochene  Ec- 
han dlungs  weise  der  Differentialgleichungen  ein  besonderes  Interesse  be- 
anspruchen. B^^g^    Pg,^_ 
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Hifltoriech-litflruische  Abtheilang. 

Court  de  calcul  infinitdsimal,  par  J,  Eoüel,  professevr  de  maüt^ma- 
tigues  pures  d  la  factdU  de  Bordeaux.  Tome  I.  XV,  508.  Paris, 
Gaulhier-miars.  1878. 
FranzSsische  Lfihrbllcher  der  Mathematik  haben  zu  allen  Zeiten  eine 
Art  vod  zwischen 70 Ikli eher  Bedentnng  besessen.  Wir  Tiasen  nicht  recht 
za  sagen,  ob  der  Ornnd  in  dem  Geiste  der  französischen  Spimcbe  selbst, 
ob  in  der  Fähigkeit  der  Aneignnng  nnd  der  Wiedergabe  fremder  Ge- 
danken in  nener  Form  liegt,  welche  den  Franzosen  im  Allgemeinen  aus- 
zeichnet, ohne  ihm  damit  selbststSndige  Erfindungsgabe  im  Uindeaten 
absprechen  zn  wollen;  aber  es  ist  eine  Tbatsache,  dass  die  Schriften  von 
Legendre,  von  Lacroix,  von  Conrnot,  von  Dnhamel,  von  Sturm 
weit  Uber  die  Grenzen  Frankreichs  hinaus  eine  wohlverdiente  Verbreitnng 
gefunden  haben,  und  wenn  wir  den  Namen  J.  A.  Serret  hier  vei^essen 
zn  haben  scheinen,  so  geschah  es  absichtlich,  weil  wir  seine  Algebra 
nicht  als  ein  Lehrbnch,  sondern  als  das  Lehrbuch  betrachten,  ohne  Hit- 
bewerbung und  bis  jetzt  einzig  in  seiner  Art.  Jenen  obengenannten 
Lehrbüchern  weitester  Verbreitnng  dürfte  das  nene  Werk  des  Professois 
von  Bordeaux  sich  künftig  anscbliessen ,  welches  seine  intern ationaleu 
Rechte  schon  auf  die  in  einem  französischen  Werke  seltene  Tbatsache 
stützen  kann,  dass  in  der  Vorrede  die  Namen  Gauss,  Grassmann, 
Hankel,  Jacobi,  C.  Nenmann,  H.  A.  Schwarz  mit  Ehren  genannt 
sind,  dass  der  Verfasser  also  kein  Hehl  daraus  macht,  wie  weit  er  aaa- 
ISndischer,  insbesondere  deutscher  Wissenschaft  verpflichtet  ist.  Aller- 
dings hätten  wir  gewünscht,  auch  im  Buche  selbst,  wenigstens  bei  den 
wichtigsten  Sätzen  nnd  den  gebräuchlichsten  Bezeichnungen,  den  Namen 
der  Urheber  angeführt  zn  sehen.  Welchen  Leser  sollte  es  z.  B.  nicht 
interessiren ,  zn  wissen,  dass  i  fQr  die  imaginfiie  Einheit  von  Gauss, 
die  Vertikalstriche,  zwischen  welchen  die  Elemente  stehen,  fUr  die  De- 
terminante von  Cayle;,  das  Zeichen  des  bestimmten  Integrals  von 
Fonrier  herrtthren  n.  s.  w.  Alle  derartigen  Notizen  fehlen  aber  voll- 
BtXndig. 

Die  Entstehnng  des  Hofiet'schen  Lehrbuches  war  eine  allmSlige. 
In  den  Jahren  1871  nnd  1872  gab  der  Verfasser  autograpbirte  Hefte  f^ 
seine  Zuhörer  heraus,  und  als  diese  eine  uns  leicht  b^^eihiche  ireitere 
Verbreitnng  fanden,  entschloss  er  sich,  dieselben  zu  vervollstSndigen  nnd 
ihnen  Form  nnd  Umfang  eiaes  mehrhändigen  Werkes  zu  verleihen,  dessen 
I.  Band  nnnmebr  vollendet  vorliegt.  So  ist  diese  erste  Auflage  bis  tu 
einem  gewissen  Grade  scbon  eine  zweite;  der  Verfasser  konnte  ans  dem 
Urtheil  der  Benutzer  seiner  früheren  Hefte  über  etwa  nothwendige  Aeo- 
demngen  sich  Kenntniss  verschaffen  nnd  diese  Winke  ebenso,  wie  die 
befreundeter  Lehrer  der  Mathematik  zur  Geltang  bringen.  Mehr  als  der- 
artige Winke  für  sicherlich  nicht  ausbleibende  folgende  Aufgaben  soHee 
es  nicht  sein,  wenn  wir  unbedeutende  Ausstellungen  uns  gestatten. 
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Das  Werk  beginDt  mit  eiuer  102  Seiten  starken  Einleitung,  welche 
nacli  GraasmAnn'a  Vorgange  Ton  dcD  Operationen  im  allgemeinsten 
Sinne  dieses  Wortes,  von  den  verschiedenen  Zahlengrössen  nnd  von  dem 
anentb ehrlichen  Hilfsmittel  der  netteren  Analjsis,  den  Detenninauten, 
handelt.  In  §  72  (8,  39)  wird  eine  ans  reellen  Grössen  bestehende 
Reihe  convergent  genannt,  „wena  die  Summe  von  k  Gliedern  derselben, 
die  nach  dem  n""  Glied e  beginnen,  unendlich  klein  iat,  sofern  n  unend- 
lich gross  nnd  k  beliebig  angeDommen  wird">  Wir  sind  mit  dem  Ver- 
fasser darin  einveistanden ,  dass  es  von.  Vorthell  ist,  jene  fr  epSten  Beihe- 
glieder  in  die  Definition  mit  aafznnehmen,  aber  der  gewählte  Wortlant 
bebagt  nns  darum  doch  nicht.  Es  könnte  sein,  dass  die  betreffeuden  k 
Glieder,  eine  nneudlich  kleine  Snnune  geben,  während  die  vorhergehen- 
dea  unendlich  vielen  (n)  Glieder  eine  unendlich  grosse  Summe  geben, 
nnd  dann  ist  die  Keibe  eben  nicht  convergent.  Will  aber  die  Unmög- 
lichkeit dieser  unserer  Annahme  behauptet  weiden,  so  erfordert  diese 
Behauptung  selbst  unter  allen  Umständen  einen  die  Definition  eig&tizen- 
den  Beweis.  Auch  mit  der  Form  von  §  S3  (S.  46}  können  wir  uns  nicht 
befreunden.  Ist  r^  diejenige  complexe  Zahl,  deren  Modul  r  und  deren 
Drehnngsargnvent  p  beziehnngswe^e  p-\-2kjt  ist,  so  behauptet  Herr 
HoUel,  (rj,)'  sei  auhestimmt,  wenn  a  eine  Incommensnrable  darstellt. 
Wir  sind  gleicher  Meinnng,  würden  aber  den  Beweis  so  fassen:  (rp)' 
=  {f^)pa+7kati,  wo  k  alle  ganzen  Wetthe  von  Null  bis  zu  «  —  1  durch- 
länft,  wenn  n  der  Nenner  des  in  Brucbform  geschriebenen  a  ist.  Nun 
ist  dieser  Nenner  bei  incommensurablem  er  unendlich  gross,  also  giebt  es 
unendlich  viele  Werthe  von  k  oder  unendlich  viele  Wertbe  von  (rp)', 
nnd  das  nennt  man  unbestimmt. 

Das  auf  die  Einleitung  folgende  erste  Buch  besitzt  viele  EigentbUm- 
lichkeiten,  wenn  auch  der  Verfasser  in  der  Vorrede  bemerkt,  dass  er  in 
die  Fnsstapfen  Dubamel's  trete,  soweit  es  um  das  Grenzprincip  sich 
handle,  d.  h,  um  die  Wahrheit  §  165  (S.  108),  dass  von  zwei  VerSnder- 
Hchen  u  und  c,  deren  Werthe  entweder  iminerfort  einander  gleich  sind 
oder  einen  nnr  unendlich  kleinen  Unterschied  besiteen,  und  deren  eine 
einem  bestimmten  Grenzwertbe  sieb  nähert,  auch  die  andere  demselben 
Grenzwertbo  zastrebt,  so  dass  der  approximativen  Gleichung  u  =  d 
die  strenge  Folgerung  limu=ilmv  zu  entnehmen  ist.  Diese  Namen 'der 
approzimativea  und  der  strengen  oder  genau  richtigen  Gleichungen  sind 
fnr  den  Verfasser  mehr  als  blosse  Namen.  Sie  sind  ihm  ein  Ableitnngs- 
verfahren  sowohl  der  Differentiale  erster,  als  höherer  Ordnung,  nnd  dienen 
ihm  in  einer  Ausdehnung,  welche  uns  nicht  gestattet,  ohne  allzu  aus- 
führlich zu  werden,  auch  nur  eine  Andeutung  davon  zu  geben.  Nnr  der 
Ueberzeugung  dürfen  wir  Ausdruck  verleihen,  dass  den  Schtilem  der 
Hoüel' scheu  Infinites! mal rechn an g  die  grundlegenden  Schwierigkeiten 
dieser  Capitel  snserer  Wissenschaft  weder  bemäntelt,  noch  als  unlösbar 
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erscbeinen  werden.  Der  Verfasser  mKcht  aosdracklich  aof  vorhaadene 
Priucipien fragen  aufmerksam.  £r  geht  weder  dem  Unendlich  verschie- 
dener Ordnung,  noeb  Functionen,  welche  einen  Differential qaotienteD 
nicht  besitzen,  ans  dem  Wege;  er  sucht  diese  und  ähnliche  Begriffe  tob 
allea  Seiten  her  tu  beleuchten.  Er  liebt  es  fiberhanpt,  wichtige  Sttze 
von  den  verschiedensten  Qesichtspunkteu  rub  zu  betrachten,  und  wir 
machten  beispielsweise  auf  den  Fnnd&mentalsBtz  /"(-To+A)  =/'{a-o)  +  A 
Xfix^  +  Qlt)  aufmerksam  machen,  für  welchen  (S.  147  — 150)  nicht 
weniger  als  drei  Beweise  gegeben  sind,  von  welchen  jeder  einzelne 
volles  Interesse  verdient  und  erweckt.  Wenn  der  Verfasser  Differential- 
und  Integralrechnung  nicht  voUstKndig  trennt,  vielmehr  von  Anfang  an 
gemeinschaftlich  behandelt,  so  beruft  er  auch  dafür  sich  auf  Voi;g&nger. 
Wohl  aber  dürfte  es  ihm  eigenthttmlich  sein,  schon  bei  einem  so  frühen 
Angeublick  das  bestimmte  Integral  nehst  seiner  Summen definition  mu- 
geftthrt  zu  haben,  aus  welchem  das  unbestimmte  Integral  sich  erst  her- 
leitet. Bei  der  dadurch  ermöglichten  Strenge  des  Verfahrens  nahm  ea  diu 
eioigermassen  Wunder,  dass  Nr.  242  (S.  173)  die  Verfindemug  des  Inte- 
grationsbuchstahen  im  bestimmten  Integral  ohne  jede  Begründung  ala 
gestaltet  erklärt  wird ,  wHhrend  dieselbe  so  leicht  aus  Atta'  Satze  folgt, 
dass  die  eingeschalteten  Zwischen wertbe  zwischen  den  Grenzen  des  In- 
tegrals in  der  Snmmea definition  liegen  kfinnen,  wo,  und  darum  auch  heissen 
können,  wie  sie  wollen.  Nicht  klar  wurde  es  uns  femer,  was  der  Verfasser 
Nr.  156  (S.  104)  darunter  versteht,  wenn  er  irgendwelchen  Functionen 
„die  gleichen  Eigenschaften"  wie  den  analytischen  Functionen  beilegL 
Welche  Eigenschaften  meint  er  damit?  Endlich  bedauerten  wir,  in  Nr.  262 
(8.  189)  dem  freilich  althergebrachten,  aber  durchaus  verkebiten  Namen 
der  „theilweisen  Integration"  wieder  zu  begegnen.  Seit  Sturm  in  seinem 
„Cours  (Canalyse%  Bd.  I  Nr.  328,  den  weit  zutreffenderen  Namen  der  fac- 
toienweisen  Integration  vorgeschlagen  hat,  halten  wir  es  für  Pflicht,  dem- 
selben das  Bürgerrecht  einzurünmen. 

Das  zweite  Buch  enthilt  analytische  Anwendungen  der  Infinitenmal- 
rechnung  in  drei  Capiteln.  Im  ersten  Capitel  sind  Reibenent Wickelungen 
von  Fnnctionen  abgehandelt,  im  zweiten  analytische  Anwendungen  der 
Differentialrechnung  im  engern  Sinne  des  Wortes  als  Bestimmungen  der 
Werthe  vieldeutige  Formen,  Haxima  und  Sfinima,  und  Lehre  von  den 
PartialhrUchen.  Das  dritte  Capitel  endlich  geht  von  der  Integration  «n- 
facber  Ausdrücke,  welche,  wie  bemerkt,  scheu  im  ersten  Buche  vor- 
kamen, zur  Integration  verwickelterer  Functionen  Über,  bei  welcher  die 
verschiedenen  Kunstgriffe  gelehrt  werden,  welche  hier  in  Anwendung 
kommen  können,  sei  es,  dass  es  um  unbestimmte,  sei  es,  dass  es  um 
bestimmte  Integrationen  sich  handle.  Wir  heben  ans  diesem  reichen  In- 
halt nur  einen  Gcegenstand  hervor,  bei  welchem  es  sich  nm  eine  gnind- 
sätzliche  Frage  handelt,  in  welcher  wir  mit  dem  Verfasser  duiclians  einig 


gehen.  In  den  meisten  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  findet  sich 
eine  Anzahl  von  Erörterungen  vereinigt  nnter  der  UeberBchrift;  „Inte- 
gration mittels  nnendlichei  Reihen."  Dadurch  wird,  scheint  ans,  in  dem 
Schüler  eine  falsche  Anffassnng  erweckt.  Die  Integration  ist  nicht  erst 
zu  voUsiehen,  sie  ist  vielmehr  bereits  vollständig  als  vollzogen  gedacht 
in  dem  Augenblicke,  in  welchem  das  Int^ralseichen  vor  die  mit  dem 
Differential  dei  VeiänderÜchen  vervielfachte  Function  geschrieben  wurde. 
Das»  man  jenes  Integral  umzuformen  liebt,  um  es  durch  andere  Func- 
tionen auszudrücken,  welche  bereits  ans  der  Analysia  bekannt  sind,  oder 
aber  dase  man  neben  der  Bezeichnnog  als  Integral  ein  besonderes  neues 
Zeichen  einführt,  wenn  jenes  Integral  hXnfiger  vorkommt,  gehört  nicht 
zum  Begriffe  der  Integration.  Ebenso  wenig  gehört  dahin  das  Studium 
des  WerthflS  eines  solchen  Integrals,  bei  welchem  als  wirksames  Mittel 
die  Reihenentvickelung  angewandt  zu  werden  pflegt.  Wir  freuten  uns 
deshalb  sehr,  in  Nr.  362  (8.  315)  von  der  Beikenentwickelnng  gewisser 
Transcendenten ,  die  sich  picht  auf  elementare  Functionen  zurttckführen 
lassen,  statt  von  Integrationen  durch  Reiben  zn  lesen.  Ob  es  in  dem 
II.  Beispiele  der  genannten  Nummer  bei  der  Reihe  fttr  den  Integrat- 
logarithmns  angemessen  ist ,  den  Werth  der  E  n  1  e  r '  scheu  Üonstanteu 
C  =  0,57721566 ...  anzuschreiben,  ohne  ein  Wort  der  Begründung  oder 
der  Verweisung  auf  ein  späteres  Buch  beizufügen,  mBchten  wir  be- 
zweifeln. 

In  der  Einleitung  sowohl,  als  in  den  beiden  BUehem,  welche  ge- 
meinschaftlich den  eisten  Btfnd  bilden,  sind  vielfach  geometrische  Ver- 
sin nlichungen ,  sowie  geometrische  Beispiele  geboten.  In  ersterer  Be- 
ziehung blieb  aber  der  Verfasser  stets  dem  gewiss  richtigen  Satze  getreu; 
welchen  ei  auch  auf  S.  IX  der  Vorrede  ausspricht,  daes  eine  geometrische 
Darstellung  niemals  einen  Beweis  ersetzen  kann,  sondern  nur  zu  dent- 
licherem  Bewnsstsein  bringen  soll,  was  die  analytische  Darstellung  eigent- 
lich will.  Ueber  die  geometrischen  Beispiele  wollen  wir  nicht  rechten. 
Eine  gewisse  Inconsequenz  liegt  in  ihnen ,  da  die  Geeammtheit  geometri- 
scher Anwendungen  des  Infinitesimalcalcnls  erst  im  dritten  Bnche  ver- 
einigt erscheinen  soll.  Andererseits  wttssten  wir  freilich  nicht,  wie  jene 
Beispiele  zu  entbehren,  beziehungsweise  zu  ersetzen  wären. 

Unsere  Leser  werden  hoffentlich  ans  dieser,  im  Verhältniss  zur  Be- 
dentang des  Werkes  kurzen  Besprechung  den  Bindruck  gewonnen  haben, 
den  wir  gleich  zn  Anfang  hervorzabringen  beabsichtigten,  dass  das  Lehr- 
buch von  Herrn  HoUel  keines  jener  Datzendbücher  ist,  für  welche  das 
Wort  Anwendung  findet,  dass  Alles,  was  entsteht,  werth  ist,  dass  es  zn 
Grunde  geht;  drum  besser  wär's,  wenn  Nichts  entstünde.  Sie  werden 
vielmehr  gleich  uns  der  Fortsetzung  mit  Spannung  entgegensehen. 

Cahtob.  , 
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üebugibnolt  für  den  aritbiiietiiolien  Uaterriebt  an  höheren  I^hruistalten. 
Von  Dr.  Ch.  Vry.  Breslau  1879,  A.  Gosohorsky's  Verlag. 
Die  vorliegetide  Sammlting  amfasst  Uebungsbeispiele  fär  die  Regeln 
derAdditioQ,  Snbtraction,  Hnltiplication ,  Division,  des  PoteDzirene  nnd 
Badiciiens.  Von  den  einfachsten  Aaedrttoken  ausgehend,  werden  alle  in 
der  Arithmetik  vorkommenden  Umfonnnngen  berücksichtigt  and  in  einer 
grossen  Ansahl  von  paseend  gewählten  Rechnangsanfgaben  verwendet 
Am  SchlasB  des  Ganzen  sind  mit  gedrängter  Kürze  die  za  benntzenden 
Regeln  und  Lehrsätze  aach  noch  in  Worten  znsammengestellt,  so  dass 
dieses  Werkchen  sowohl  Lehrern,  als  anch  Schülern  am  so  mehr  empfoh- 
len werden  kann ,  als  gerade  die  darin  behandelten  Operationen  auf  den 
meisten  Lehranstalten  viel  za  wenig  eingeübt  «erden. 

Prof.  Dr.  L.  Kibpebt. 


ZablMibUnhel.  Kittelponkt.  AeqoiTalente  Vertretung  Ten  Ponktaystenen. 
Von  WiLHBLH  Bdhkofbr,  Professor.  Beigabe  zam  Programm  des 
Prngymnasinms  an  Brnchsal  für  das  Schaljahr  1877—1878.  (1878 
Progr.  Nr.  494.)  4'*.  25  S.  mit  einer  FignrenUfel. 
Der  Begriff  der  Riohtungszahl,  d.  h.  einer  OrSsse,  welche  der 
Versin nlichung  durch  eine  Gerade  anterworfen  ist,  die  ihrer  Länge  nnd 
ihrer  Lage  nach  betrachtet  wird ,  bat  sich  nachgerade  volles  BUt^erreeht 
aach  in  elementaren  mathematischen  Schriften  erworben.  Herr  Bnnkofer 
geht  von  diesem  Begriffe  aas  nnd  nennt  die  Vereinigung  mehrerer  Rich- 
ttingszahleu ,  denen  der  Scheitel-  oder  Aasgangsponkt  gemeinschaftlich 
ist,  ein  ZahlenbUschel.  Zwei  Bicbtongszahlen  vereinigen  sich  nacb 
dem  Parallelogramm  der  Kräfte,  nnd  ganz  ähnlich  hat  man  ans  mehr  ab 
zwei  RichtangBzablen ,  welche  addirt  werden  sollen,  ein  Polygon  zn  bil-' 
den,  dessen  letzte  schliessende  Seite  die  Summe  oder  Resnltante  der 
addirten  Zahlen  ist.  Schliesst  sich  das  Polygon  von  selbst,  so  hat  man 
es  mit  einem  Nnllbüs^hel  zn  thun  gehabt.  Diese  KnllbUschel  spielen 
in  der  ganzen  Untersuchung  eine  wichtige  Rolle,  indem  sie  bei  der  E^ 
Setzung  von  Richtangezahlen  durch  andere  beliebig  sich  einfilgen  lassen. 
Bei  eben  diesen  Fragen  kommt  anch  die  Aeqnivalente  eines  Zahlen- 
bUsebels  in  Betracht,  d.  h.  das  arithmetische  Mittel  der  ein  Zahlen- 
bUschel bildenden  Bichtungszahlen ,  beziehungsweise  der  n'*  Tb^l  der 
Resultante  von  n  Richtungszahlen.  Denkt  man  sich  eine  Anzahl  von 
Punkten  als  gegeben,  so  wird  weiter  der  Punkt  gesucht,  der  mit  allen 
gegebenen  Punkten  geradlinig  verbunden  zum  Scheitel  eines  NuUbüscheli 
wird  nnd  als  solcher  ,der  Uittetpunkt  der  gegebenen  Pnnkte  heisst 
Hit  Zuhilfenahme  des  Grenzbegriffes  läset  sich  aach  von  einem  Hittel- 
pnnkte  solcher  Punkte  reden,  die  ein  oofltinuiiliches  Raumgebilde,  eine 
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Linie,  eine  FISche,  einen  Efirper  erf&llen.  Deren  Mittelpunkt  stimmt  mit 
dem  Begriffe  des  Schwerpunktes  Uberein,  dem  somit  eine  über  das  Ge- 
biet der  Mechanik  hinansgreifende  allgemeinere  Bdedtung  zukommt.  An- 
knliprnngen  au  Grassmann'sche  Lehren  bescbliessen  das  lesenewerthe 
Programm.  Caktob. 


Die  AnfangagrOode  der  uialytiBDliea  Geometrie,  nebst  vielen  Uelrnnge- 
beiapielen  und  vorschie denen  Anwendungen  auf  die  Naturwissen- 
schaften. Für  höhere  Lehranstalten,  insbesondere  f&c  Real-  und 
Gewerbeschulen,  sowie  für  den  Selbstnntei;richt  bearbeitet  tou 
BoBBRT  EoENTQBN,  Oberlehrer  an  der  städtischen  Gewerbeschule 
in  Bemscheid,  Mit  116  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
Jena,  Hermann  Coetenoble.  1879.  XIV,  275  8. 
Die  Frage,  ob  der  mathematische  Unterricht  an  anserea  Mittelschulen 
Über  die  Elemente  hinausgehen  solle,  ob  er  insbesondere  analytische  Geo- 
metrie, ob  er  sogar  Differential-  und  Integralrechnung  enthalten  dürfe, 
ist  eine  oft  aufgeworfene.  Es  wird  sich  bei  der  Beantwortung  derselben 
vielfach  darum  handeln,  von  welcher  Qualität  an  dem  bestimmten  Orte 
Lehrer  und  SchUler  sind,  und  man  wird  meistens  nur  in  der  Lage  sein, 
anbedingt  sagen  zu  können:  dieser  Unterricht  wirkt  nützlich,  jener  schäd- 
lich auf  diese,  auf  jene  Schüler.  Wie  mit  dem  Unterricht,  so  geht  es 
mit  den  Lehrbüchern.  Wir  haben,  bei  unserem  Urtheil  Über  das  Buch 
des  Herrn  Roentgen  gewiss  zu  berücksichtigen,  dass  er  als  Leset  sich 
junge  Leute  von  16  — 18  Jahren  denkt  (S.  X),  wir  haben  einen  Nach- 
druck auf  das  Wort  des  Titels  „Anfangsgründe"  zu  legen,  und  können 
demnach  nicht  verlangen,  dasa  irgend  neuere  Methoden  voi^etragen  wer- 
den, dass  piehr  als  die  ersten  Elemente  einer  Coordinatengeometrie  zur 
Uebäng  kommen  sollen.  Verlangen  können  wir' jedoch  eine  möglich  ge- 
naueste Durchsicht  des  Gebotenen  von  Seiten  des  Verfassers,  an  welcher 
es  derselbe  nicht  selten  hat  fehlen  lassen.  Wir  hoffen,  es  ist  nur  Dmck- 
fehlei,  wenn  Vieta  im  XV.  Jahrhundert  gelebt  hat  (S.  14  Z.  9),  wenn 
der  Name  der  Function  von  D.  Bernoulli  (S.  5  Z.  14)  herrühren  soll; 
aber  geradezu  unrichtig  ist  die  an  dem  letzterwähnten  Orte  gegebene 
Frklärung:  „Eine  Gleichung  oder  ein  Ausdruck  von  zwei  oder  mehreren 
veränderlichen  Grössen  wird  eine  Function  genannt**  und  nicht  minder 
nnbraucbhar  ist  der  ganze  §  10,  EikUning  des  Begriffes  ,, analytische 
Geometrie".  Der  Schüler,  welcher  mit  solchen  Vorbegriffen  an  eine  höhere 
Lehranstalt,  Polytechnikum  oder  Universität,  kommt,  wird,  Rlrchten  wir. 
Vieles  vergessen  müssen ,  wenn  auch  nicht  in  Abrede  gestellt  werden  soll, 
dass  er  die  einfachsten  Bechnungsaufgaben  der  analytischen  Geometrie 
recht  geläufig  zu  lösen  im  Stande  sein  mag.     Dass  der  Verf^ser  die  Ein- 
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kleidnug  einiger  solcher  Anfgahen   den  Lehren   der  Physik  entnommen 
hat,  ist  gewiss  zu  billigen.  Camtor 


Elemente  der  analytischen  Geometrie  in  der  Ebene  nnd  im  Baume.    Ffir 
Schalen  nnd  zum  Selbstnnterricht  bearbeitet  von  Dr.  Jou.  Mülles, 
weil.  Professor  zu  Fieiburg   i.  Br.      Zweite  verbesserte  und   ver- 
mehrte Aaflage,   bearbeitet  von  Dr.  Hudbbt  Müllbk,   Professor, 
Oberlehrer  am  kaiserl.  Lyceam  in  Hetz,     Braanschweig,  Friedr. 
ViewegÄ  Sohn.     1878.     XIII,    118  S.  mit  93  in  den  Text  ein- 
gedruckten  Holzstichen. 
Dieses  Büchlein    schliesst   sieb   der  Trigonometrie  an ,    welche  wir 
Bd.  XXII  dieser  Zeitschrift,  histor.-literar.  Abtheiinng  S.  187—188,  an- 
gezeigt haben.     Das  gleiche  Lob,  welches  wir  dort  aasgesprochen  haben, 
gilt  anch  dieser  Fortsetzung.    Der  Leser  wird  nicht  erwarten  dürfen,  durch 
Aneignung  de$  ibm   hier  gebotenen  Stoffes   ein  Meister  in   der  analyti- 
schen Oeomelrie  zu  werden,  er  wird  aber  genügende  Vorbereitung  dariu 
finden,   um  gute  Vorlesijugen  über  diese  Disciplin  mit  Erfolg  hören  zu 
können,   ohne   genöthigt  za   sein,   AuiTassungen ,    an    die  er  sich  achon 
gewöhnt  hat,   wieder  zu  verbatinen.     Mehr  beabsichtigt  aber  auch  Au 
anspruchslos  geschriebene  Elementarwerkchen  keineswegs.     Eines  beson- 
deren Lobes  würdig  scheiuen  uns  die  Holzschnitte ,  namentlich  die  Dsr- 
Btelinng  der  Baamfiguren,   welche  der  stereumetrischen  Phantasie  durctt 
Schatten  gebung  so  sehr  zu  Hilfe  kommen,  als  es  überhaupt  möglich  ist. 

Cantob, 

St«  giaphisohe  Bechnen  und  die  graphlKhe  Statik.     Von  Kabl  v,  Ott, 
Director  der  II.  deutschen  Staats -Obarrealschule   und  h.  Docent 
für   Banmechanik   am   k.  k,   deutsehen  Polytechnikam    in   Prag. 
Vierte  gänzlich  umgearbeitete  Auflage  mit  129  Holzschnitten  and 
2  Tafeln.     I.  Theil:    Das  graphische  Beebnen.     Prag  1 879, 
J.  Q.  Galve'sche  k.  k.  Hof-  nnd  UniversititebuchhandluDg  (Otto- 
mar Beyer).     8",     VI,  196  S. 
Wir  mässeu  unsere  Besprechung  mit  dem  Eingeständnisse  beginnen, 
daas  die  drei  früheren  Auflagen  des  uns  vorli^^nden  Baches  uns  völlig 
unbekannt   geblieben  sind,   dsss  wir  also  nicht  wissen,   ob  die  MXogel, 
welche  nns  anfgefallen  sind,  alt  übernommene  oder  hei  der  UmarbeitoDg 
neu  entstandene  sind.     Dies  vorausgeschickt,  heaeicbnen  wir  jene  Hüngel 
als    die  Folgen   einer  mangelnden  Klarheit  über  die  mathematische  Aus- 
bildung der  Lesei,    welche  vom  Verfasser  betehrt  werden  sollen.     Diese 
Leser  wissen  Nichts  von  dem  Rechnen  mit  Logarithmen  (S.  72),  sie  hGrcD 
aber  die  Ouldin'schc  Kegel  als  etwas  Selbstverständliches  (S.  67);  man 


mtus  Urnen  sagen,  was  eine  geometrieche  Reihe  ist  (8,  191  Anmerknag), 
die  Begel  von  den  Zeichenfolgen  und  Zeichen  wechseln  dagegen  können 
sie  ohne  Weiteres  anwenden  (8.  186);  sie  zeichnen  sich  logarithmische 

Spiralen  (S.  21)  und  Sinuslinien  (S.  159),  dass  aber  -  +  ^  +  -  =  1  die 

"  P  y 
Gleichung  einer  Ebene  sei,  wird  ihnen  bewiesen  (S.  179  Anmerkung),  und 
der  hier  gegebene  Beweis  vollends  lässt  die  Qualität  derer,  denen  er  su- 
gemuthet  wird,  erst  recht  im  Unnkßln  —  ei  gebt  nämlich,  kurz  ane- 
geeprochen,  darauf  hinaus:  jede  OberSficbe,  welche  die  drei  Coordinaten- 
ebenen  geradlinig  schneide,  müsse  eine  Ebene  sein!  Dass  ein  Buch  für 
so  wechselsweise  unwissende,  vorgeschrittene  und  leichtgläubige  Leser 
geschrieben,  ein  einheitliches  Gepräge  nicht  tragen  kann,  ist  begreiflich, 
uud  es  sticht  in  dieser  Beziehung  keineswegs  zu  seinem  Vortheil  gegen 
Vogler's  Anleitung  zum  Entwerfen  graphischer  Tafeln  ab,  Über  welche 
wir  im  XXJII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  bistor.literar.  Abthlg.  S.  190—191, 
berichtet  haben  und  welche  dem  Verfasser  nicht  unbekannt  ist  (S.  177), 
Ein  Abschnitt  nur,  der  vierte,  über  den  logarithmischen  Rechen- 
schieber ist  mit  einer  gewissen  Folgerichtigkeit  fUr  Techniker,  welche 
das  logarjtlynische  Rechnen  durch  ein  weniger  genaues  mechanisches  Ver- 
fahren zu  ersetzen  lieben,  ausgearbeitet,  und  dieser  Abschnitt  wird  auch 
wohl  Schfilern  von  der  genannten  Art  ntttzlicb  sein  können.  Die  Aus- 
stattung ist,  wenn  auch  keine  glänzende,  doch,-  soviel  wir  sehen,  eine 
correcte.  Nar  Fig.  28  auf  S.  29  ist  uns  als  unrichtig  aufgefallen.  Die 
Gerade  EF  darf  dort  nicht  durch  den  Punkt  B  gehen.  Cantor 


OypB-Hodelle  von  Pläolien  zweiter  Orduong,  ausgeführt  von  R.  Diesel, 

Stud.   d.  königl.   techn.  Hochschule    in  Manchen.     Gause   Serie, 

bestehend  ans  18  Modellen;  I.  Gruppe:  7,  II.  Gmppe:  11  Uodelle. 

Als  Serie  III  der  mathematischen  Modelle  ans  der  Verlagshandlung 

von  L.  Brill,  Dannstadt. 

Hit  dieser  neuen  Serie  geht  die  Vetlagshandinng  über  den  Zweck 

der   früheren  Serien   hinaus,   der  auf  Unterstützung  der  Forschung  und 

des   höheren  Unterrichts  gerichtet  war.     Sie  wendet  sich  mit  der  ersten 

Gruppe  an  die  technischen  Mittelschulen ,  mit  der  zweiten  Gruppe  an  die 

nächstliegenden    Bedürfnisse    beim    geometrischen    Unterricht    an    Hoch- 


Jede  der  beiden  Gmppen  liefert  eine  systematische  Ueberfiicbt  fibor 
alle  Typen  von  Flächen  zweiter  Ordnung.  Auf  den  Modellen  der  ersten 
Gmppe  sind  die  Ilanptschnitte  aufgetragen,  auf  denen  der  zweiten  die 
Parallelscbnitte ,  die  geraden  Erzeugenden,  die  Krttmmungslinien.  Nimmt 
man  also  noch   die  ans  Kreisschnitten  so  einfach  und  sinnreich  zusam- 
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meageBetEteo  Cartonmodslle  Ton  Flftcben  zweiter  OrduuDg  btDBn,  welche 
in  demEelben  VeiUg  erscbienen  sind,  so  eigiebt  sieb  eine  ziemlich  toU- 
etändige  Uebersicbt  der  wesentlichen  Eigenscbaften  dieser  llScben.  Ins- 
besondere ist  es  dAnkenewertb ,  daes  die  Krttmmangslinien ,  von  welchen 
auch  die  besten  bisher  existirenden  französischen  Gypsmodelle  keine  toU- 
ständige  Darstelinng  geben ,  hier  systematisch  zur  Änschaunng  gebracht 
werden.  Neben  diesen  Vorzügen  der  Sammlung  tritt  ancb  der  bei  den 
früheren  Serien  erwähnte  wieder  aaf:  die  durcbans  elegante  nnd  wissen- 
Bchaftlicb  prHcise  Änsfübrnng,  welche  den  Modellen  auch  als  Bildongs- 
element  znr  scharfen  Anffassang  geometrischer  Gestalten  ihren  Werth 
sichert. 

Die  an  sich  passende  Tbeilnag  der  Serie  in  zwei  Gruppen  seheint 
uns  noch  nicht  fUr  alle  Bedürfnisse  ausreichend  zu  sein.  Die  USglichkdt 
einer  eigenen  Auswahl  wXre  erwünscht,  z.  B.  eine  Znsammenfassnug  der 
Modelle,  welche  die  Krtlmmangslinien  enthalten.  , 

Erlangen,  Jannai  1879.  M.  Nobtbeb. 


Lehrbuah  der  ^yaik,  von  Petbk  MOhob.  5.  Aoflage.  Freiburg  187S. 
Das  Buch  ist  für  die  oberen  Classen  höherer  Lehranstalten  beeünimt 
nnd  steht  aaf  dem  gewöhnlichen  Niveau  der  vielen  Werke  dieser  Art. 
Es  fehlt  dei  präcise  Begriff  der  Scbverkraft  (9.  4  und  62);  nnverstSnd- 
licb  ist  der  Satz:  „Da  das  Gewicht  der  Schwerkraft  proportional  bleibt, 
so  setzt  man  die  ebenfalls  auverHndeiliche  Masse  gleich  dem  Verbtlt- 
nisse  des  Gewichts  zur  Schwerkraft"  (8.  5).  Vom  Metermass  beisst  es, 
es  sei  mit  einigen  Modificationen  in  Deutschland  eingeführt  (8.  2); 
in  einem  derartigen  Lehrhnch  muss  dies  zu  Miss  Verständnissen  führen. 
Der  Druck  der  Atmosphäre  ist  (S.  5)  als  Druck  von  einem  Kilogramm 
auf  ein  Quadratcentimeter  definirti  Es  Hessen  sich  noch  manche  Fälle 
einer  ungenauen  Bedaction,  wie  sie  bei  einer  fünften  Auf  läge  nicht  vor- 
kommen sollten,  aufführen:  so  (8.  157)  das  Bild  eines  Punktes  in  Wasser, 
das  Schema  fttr  die  Wirkung  des  Morse'schen  Telegraphen  zwischen 
zwei  Stationen  (S.  300,  gleicher  Fehler  wie  in  den  früheren  Ausgaben 
von  Uüller-Ponillet),  der  Satz  (S.  336),  dass  die  Fixsterne  mit 
wenigen  AuSDabmen  ihre  gegenseitige  Stellung  beibehalten  n.  s.  w. 
Ea   wäre  zu  wünschen,   dass  hei  neuen  Auflagen  die  Sprache  prSeisei 


La  rotte  pkonique,  par  Paul  la  Cour.     Copetihague  1878. 

Der  Verfasser  beschreibt  ein  Instrument,  vermittelst  dessen  er  mit 
Hilfe  einer  schwingenden  Stimmgabel  nnd  des  galvanischen  Stromes  eine 
möglichst  gleichmässige  Drehung  hervorzubringen  sucht.     Die  Stimmgabel 


schwingt  unter  dem  Einfinaa  eioes  Elektromagneten  zwischen  ihren  Zin- 
ken in  der  hekannten  Weis«  nnd  nnterbricbt  zugleich  einen  galvanischen 
Strom,  der  der  phono elektrische  genannt  wird,  in  regelmässigen  Icter- 
vallen.  Ein  gezahntes  Rad  von  weichem  Eisen,  nm  eine  vertikale  Äxe 
leicht  drehbar,  wird  durch  die  Einwirknng  des  phono  elektrischen  Stromes 
anf  einen  horizontalen,  senkrecht  zum  Badumfang  liegenden  Elektro- 
magnet in  Bewegung  erbalten,  wenn  es  «nmal  in  Bewegung  gesetzt  ist, 
indem  durch  den  Magnet  Z£hn  Tür  Zahn  angezogen  wird,  sobald  beim 
Vorühergang  eines  Zahnes  eine  Welle  durch  den  Elektromagnet  geht. 
Dieses  Tonrad  kann  man  sonach  insbesondere  zur  Chronographie  ver- 
werthen,  in  der  Telegraphie  zur  Hervorbringung  Hbereinstimmender  Be- 
wegung anf  zwei  Stationen  n.  s,  w.  p    ^-gj, 


Di»  Kessnng  des  PenohtigkeitigehaltB  der  Itnft,  von  Dr.  Kopfe.  Zürich. 
Der  Verfasser  stellt  die  Formeln  und  Instrumente  zur  Bestimmung 
des  Feuchtigkeitsgehalts  zusammen  und  kommt  ans  Beobachtnugen  an  der 
Sternwarte  Zflrich  zn  dem  Eesnlate,  dssa  das  fUr  meteorologische  Zwecke 
meist  verwendete  Psychrometer  Fehler  bis  20  nnd  30  Procent  giebt. 
Unter  aolchen  Umständen  mtlsse  man  sich  nach  anderen  Instrumenten 
umsehen.  Es  wird  das  schon  von  Sausanre  gebrauchte  und  genau 
untersuchte  Haarhygrometer  empfohlen  mit  besonderer,  in  dem  Schrift- 
chen dargestellter  ÄufstelluDg,  und  seine  Genauigkeit  an  einzelnen  Be- 
obachtungsreihen nachgewiesen.  Zum  Schlnaa  folgen  noch  einige  Angaben 
über  die  Vertheilnng  des  Wasserdampfes  in  unserer  Atmosphäre  und  Über 
den  ungeheuren  Kraftvorrath ,  der  in  diesen  Dumpfen  liegt. 

P.  Zech. 


Beatimmung  der  Interferenzen  von  mehreren  üoelironen  nnd  in  gleicher 
Phase  BOhwingenden  Liohtoeatren,  von  Dr.  Eiohhohh.     In  Jena 
gekraute  Preisschrift. 
Es  wird  der  Fall  behandelt,  dass  eine  Anzahl  Lichtcentreu  in  einer 
Ebene  sich  befinden,  deren  Wirkung  auf  Punkte  einer  entfernten  paral- 
lelen Ebene   gesucht   wird,    unter   der  Annahme,    dass    es   sich  nar  um 
Strahlen  handelt,   die  nahezu  zu  beiden  Ebenen  normal  aind,   und  Bei- 
spiele gegeben,  bei  denen  die  Lichtcentra  in  gerader  Linie,  in  den  Ecken 
eineQ  gleichseitigen  Dreiecks,  eines  Quadrats,  eines  regulären  Sechsecks 
n.  s.  w.  liegen.     Es  soll  dabei  gezeigt  werden,   welche  Rolle  die  Inter- 
ferenz bei  optischen  Bildern,  insbesondere  bei  feinen  regelmäsBigen,  mi- 
kroskopischen Objccten  spielen.  p   2ncH 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 

Ueber  den  FoucauU'schen  Fendelversuob. 

Eine  historisch- didaktische  Studie 

O.  ßÖTHIG. 


Die  erste  Nachricht  aber  seinen  bekannten  PendelTersncb  giebt 
Foncanlt  in  den  „Comples  rendus  des  semiees  de  Vaeademie  des  sciencrs", 
Paris  1851,  pag,  135  — 138.  Er  setzt  dort  zunächst  die  Erscheinung  aus- 
einander, welche  ein  senkrecht  über  einem  der  Erdpnle  aufgehängtes  und 
in  einer  Ebene  scbwlngeudee  Pendel  einem  Beobachter  darbietcu 
mtlsate,  welcher  in  der  Nähe  des  Poles  auf  der  Erde  stebt,  also  an  der 
Drehung  der  Erde  theilnimmt.  Dieser  Beobachter  wird  meinen,  er  seihst 
stehe  fest  im  Räume  und  die  SchwingnngBehene  des  Pendels  drehe  sich 
nm  die  Verlängerung  dor  Erdaxe  rückläufig,  also  im  Sinne  der  Bewegung 
der  Gestirne  nud  mit  derselbeu  Winkelgeschwindigkeit,  wie  die  Erde 
selbst.     Dann  fährt  Foncnnlt  wörtlich  fulgendeimssseo  fort: 

„  .  . .  I'otir  delermitier  la  loi  auivonl  laquelle  varie  ce  mouecmcnl  sotis  les 
dinerses  laliludes,  U  faul  recourir  soU  ä  fanalyse,  sott  ä  des  considemlions 
mecaniqucs  et  geomelriques,  que  ne  comporte  pas  Veiendue  reslreinle  de  celle 
nole:  je  dois  donc  me  borner  a  dnoneer  que  les  deux  m4lhodes  s'accordent, 
en  neglige-atil  cerlains  phenomenes  secondaires,  ä  monirer  Ic  de- 
plaeentenl  angulnire  du  plan  d'oscillalion  comme  devanl  ^.Ire 
egal  au  mouvemenl  angulaire  de  la  Icrre  dans  U  mämc  lemps 
multiplie  par  le  sinus  de  la  tatitude  ..." 

Der  letzte  Satz  enthält  das  sehr  bekannte  sogenannte  Siuus- 
gcsetz,  über  welches  im  Folgenden  einige  weitere  Betrachtungen  an- 
gestellt werden  sollen. 

Zunächst  ergiebt  das  Vorhergehende,  dase  Foncault  dieses  Gesetz 
nicht  begründet,  sondern  nnr  behauptet;  ferner,  dasa  er  seihat  es  nur 
DäberungBweise  für  richtig  hält,  denn  das  soll  der  Satz  „en  nd- 
gligeanl  etc."  doch  wohl  aussagen.  .OOqIc 

raM.-)lt.  Abthlg.  d.  BMtMM  f.  Math.  n.  V^.  XXIV,  h.  11 
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lo  dfliDEelbei]  Bande  der  Comples  rendus,  pag.  157—159,  Mgt  dann 
eine  diesen  Gegenatand  betreffende  Note  von  Btnet.  Er  giebt  darin 
nai  Resultate,  welche  ans  den  mecbaniscfaen  Bewegnngiigleich- 
nngen  mit  Hilfe  der  Bechnaog  gefolgert  einÜ.  Die  Uerleitang 
der  Kesnitate  selbst  bebXlt  er  einer  späteren  Arbeit  tot.  Aber  auf 
den  Schlass  der  bier  erwähnten  Binet'acben  Note  folgt  wSrtlicb  das 
Nacheteheiide: 

„^  foccasion  du  memoire  de  M,  Bmet,  M,  liouville  Expose  de  trive  voüc, 
avec  detail,  utie  m^lhode  synlh^tigue  juf  lui  paraü  rigoureuse  ausst. 
Celle  miihode  est  fondde  sur  Vexamen  iuccessif  de  ce  gui  arriverail:  1".  ä  un 
pendule  oseillanl  au  pöle't  2".  ä  un  pendule  oscillanl  ä  Vequaieur,  ioit  dans 
le  plan  mime  de  Tiquateur,  sott  dans  le  plan  meridicn,  teil  enfin  dans  un  ptwt 
veriical  quelconque,  On  passe  de  lä  au  cas  general  d'un  pendule  oscillanl  ä 
lelle  latitude  qu'on  vaudra,  par  la  consideralion  donl  parle  M.  Binel;  c'esl-a- 
üire  en  ddcomposanl  la  rolalion  de  la  lerre  autor  de  son  axe  en 
deux  rolations  autour  de  deux  axes  rertangulaires,  donl  l'une 
est  la  verlicale  du  Heu  de  l'observaleur.  „„L'idee  est  bien  simple, 
dil  M.  Liouville  -.  eile  a  du  se  präsenter  mime  ä  loul  le  monde,  apres  la  com- 
municalion  de  St.  Foucaull,  gui  rendaü  loul  facile:  mais  les  däoeloppetnents 
que  j'ai  ajoules  consliluenl,  Je  crois,  une  ddmonstralion  malMmaligue  qui  se 
suffil  d  elle-mcme,  et  qtii  donne  loul  ce  gue  peut  donner  le  calcttl."" 

Auf  den  Seiten  ld7 — 205  desselben  Bandes  der  „Comples  rcndux*' 
giebt  dann  Binet  eine  ansffibrlicbe  Herleitnng  seiner  obenervSbnten 
Besaltate.  Er  gebt  ans  von  Gleichungen,  die  Poisaon  fBr  sin  ihn- 
licfaea  Problem  {Sur  le  mouvement  des  projeetües  dans  Pair,  en  ayant  4gard 
ä  la  rolalion  de  la  lerre)  im  26.  Bande  des  Polytechniscben  Journals  im 
Jahre  1838  gegeben  bat  nnd  die  mit  geringen  nnd  sofort  verständlichen 
Abänderungen  auch  f^r  das  votliegende  Problem  gelten.  Aber  ohne  es 
irgendwo  zu  sagen,  Ternachlässigt  Binet  in  den  Poiason'acben  Gleich- 
ungen alle  Glieder  mit  dem  Factor  h*,  wo  n  die  Winkelgeschwindigkwt 
der  Erdä  bedeutet.  Man  vergleiche  hierzu  Binel,  Comples  rendus,  l.  e, 
pag.  198,  Gleichungen  (a),  mit  Poisson,  Journal  de  fecole  polytechnique, 
l.  c.  pag.  15,  Gleichungen  (Ji).  Binet  behandelt  daher  das  Problem  von 
vornherein  nur  näbemngaweise.  Er  fUhtt  dann  in  seine  Gleichungen 
dieaelben  Vernachläesigungen  ein,  welche  man  machen  mnae,  um  su 
zeigen,  dasa  ein  Pendel  isochron  schwingt,  und  gelaugt  endlich  mit  allen 
diesen  Annahmen  sn  dem  Rcanltate: 

„Bei  dem  Poncault'achen  Pendelversncbe  schwingt  das  Pendel  im 
Allgemeinen  wie  ein  Raumpendel,  oder  die  Projection  der  Schwing- 
nngscurve  anf  den  Horizont  ist  im  Allgemeinen  eine  Ellipse.  Aber  die 
Axe  dieser  Ellipse  dreht  sich  rückläufig  mit  einer  Geschwindigkeit  gleicb 
n,  multiplicirt  mit  dem  Sinns  der  Breite  des  Beobachtungsortes."  {Camptet 
rendus,  l.  c.  pag.  159  und  203.) 
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•^Igt  in  demselben  Bande  der  Comptes  rendiis  eine  den  Fon- 
'^ndelversncb  betreffende  Note  von  Po  in  Bot,  pag,  206—207, 
"n  bi^ginnt: 

"abord   gtie  le  phenomene  dimt  il  s'agtt  dnns  cette  expe- 

'tnä,    »i  de  la  gravitS,    m  iFaucune  aiilre  force.     Le 

■s  le  platt  d'osciilnlion  d'un  pendule  simple 

lumer  aiUovr  de  la  verticale  dans  le  mime  sem 

un  totir  entier  en  vingt-guatre  hetires  si  Ton 

^iCvne  fraclion  marqude  par  le  Sinns  de 

iT^  'rience:   ce  moiweinenl,    dis-je,   est  un 

^5j  el  doHl  Vexplicniton  doil  ilre  donni 

^^  '    Foncfmlt,   el  non  poinl  par  des 

<^  ..r,n,  pour  rlcn- 

J5p^-*  „II,    wie    Lionrillfl    und    Poinsot, 

,  tiinnsgesetzes  and  die  Möglicbkeit  seines 

..pien  der  Dynamik.     Da  ist  es  nm  so  mebr  zn 

nicht  ausfVhrlicber  den  Beweis  gegeben  haben,   gut 

_,iC  peuf  donner  te  calcul. 

.   sind  seit  dem  Jabre  1851  nnd  bis  beute  die  Herren  an  ibre 

getreten,  welche  in  LebrbllcheTU  anch  diesen  Gegenstand  bebandeln. 

WuDderbarerw<>ise  ist  jedoch  der  Beweis,  welcher  sich  in  den  Lebr- 

bücbefn  vorfindet,  darchaus  keine  Ausführnng  des  oben  von  LiouTille 

und   Poinsot   angedeuteten    Weges.      Es   mag    dea   Herreu    wohl    etwas 

bedenklieb  erBcbieneu  sein,  Drebnngen  zu  zerlegen,  besonders  endliche. 

Man   hat  es  deshalb  voi^ezogen,    einen  gauz  neuen  Beweis  zu  erfinden. 

Dieser   ist   dann   in    die   meisten  Lehrbücher   tibergegangen    und    die   für 

denselben  n6thige  Figur  prangt  sogar  in  stattlicher  Ansnibmug  in  solchen 

HörsXlen,  wo  vorzugsweise  die  Wiseenscbaft  docirt  werden  soll. 

Und  worin  besteht  der  Beweis?  Es  lohnt  sich  uicht,  darauf  eiuzu- 
gehen.  Wer  nicht  gewöhnt  ist.  Beweise  auf  Autoritätsglauben  hin  ansu- 
fc  nehmen,  wer  sich  noch  etwas  Kritik  bewahrt  hat,  wird  bald  die  SchwÜ- 
4  eben  dieses  sogenannten  Beweises  erkennen,  der  kaum  fUr  eine  unendlich 
kleine  Zeit  und  höchstens  dafür  allenfalls  giltig  ist,  während  es  bei  dem 
Foucaalt' sehen  Versuch  gerade  darauf  ankommt,  das  Pendel  möglichst 
lange  in  Schwingung  zu  erbalten,  und  Foucault  auch  alle  MUhe  darauf 
verwandt  hat,  dies  zn  erreichen. 

Nun  hat  zwar  Herr  Lottner  (Crelle's  Journal,  Bd.  52  S.  52) 
eigens  zu  dem  Zwecke  eine  Arbeit  Über  den  Foncauit'scben  Pendel- 
versucb  geschrieben ,  um  die  Verfasser  von  Lehrbflchem  eu  belehren, 
dass  ihr  Beweis  nicht  richtig  sei.  Ferner  ist  mir  über  denselben  Gegen- 
stand bekannt  eine  Arbeit  des  Herrn  Dumas  (Crelle's  Journal,  Bd.  5p 
8.52)  nnd  endlich,  in  dem  in  Poggendorfrs  Annalen,  Bd.  92,  stehen- 
den Auszüge,  eine  Arbeit  von  Hansen,  welebe  nrsprtlnglieh  in  den  Ver- 
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handlongen  der  Danziger  natorfoTachenden  GesellBcbaft,  Bd.  S  Heft  1, 
publicirt  ist.  Alle  diese.  Arbeiten  zeigen,  dass  das  Bogenannte  flioDS- 
gpsptz  nur  sehr  nSbenrngsweise  gilt,  ao  wie  dies  Binet  bebauptetej  aber 
sie  zeigen  es  mit  Anwendang  der  mechanischen  BcwegnngBgleichnngen, 
während  doch  lea  principes  de  dynamiquei  n'y  entrent  pour  rieti. 

So  ist  es  denn  erklärlich,  dass  die  Verfasser  von  LehrbUchem  sieb 
nm  diese  Arbeiten  nicht  gekümmert  haben  und  dass  sie  bis  beute  noch 
den  obenerwXbnten  Beweis  pnbliciren,  selbst  nachdem  Herr  Scbellbach 
das  geschrieben,  was  man  in  seinem  Buche  „Nene  Elemente  der  Uecba- 
nik,  Berlin  1860",  8.248  nachlesen  kann. 

Bei  dieser  Lage  der  Sache  wird  es  zweckmässig  sein,  den  Fon- 
canlt'scben  Pendelveisnch  etwas  genaner  zu  nntersncben. 

Man  betrachtet  bei  diesem  Versuche  den  Mittelpunkt  der  Erde  als 
festen  Punkt,  die  Erde  selbst  als  eine  homogene  Kngel  vom  Badias  r, 
welche  sich  nm  eine  feste  Axe  mit  der  constanten  Winkelgesch windigkeit 
n  rechtlHnfig  dreht.  Eine  in  der  N8he  der  Oberfläche  der  Erde  befind- 
liche Masse  wird  dann  von  der  Erde  mit  einer  nach  dem  Hittelpmikte 
der  Erde  gerichteten  Kraft  angezogen.  Ist  die  soeben  erwähnte  Hasse 
die  eines  mathematischen  Pendels  von  der  Länge  l  an  einem  mit  der 
Erde  fest  verbundenen  Aufbftngepuiikte,  dessen  geographische  Breite  tp 
sei,  nnd  schwingt  das  Pendel,  so  sieht  man  ferner  während  der  ganzen 
Dauer  der  Bewegung  die  anziehende  Kraft  der  Erde  als  constant  und 
parallel  dem  nach  dem  Aufhängepunkte  gesogenen  Erdradins  an.  Vor- 
stehende Annahmen  sind  so  lange  gestattet,  als  das  VerbSllniss  aller  hier 
in  Betracht  komraenden  Längen  zu  r  als  Nnll  oder,  wie  man  gewöhnlich 
zu  sagen  pflegt,  r  als  unendlich  gross  angenommen  werden  darf. 

Das  Pendel  hänge  nun  zunächst  in  der  Gleichgewichtslage. 

Pag.  137  der  Comples  renalis  vom  Jahre  1851  schildert  Foucanlt 
genau,  anf  welche  Weise  sein  Pendel  in  Bewegung  gesetzt  wird.  Ans 
leicht  ersichtlichen  Gründen  geschieht  dies  nicht  durch  einen  Stoss 
gegen  die  Masse  des  Pendels,  sondern  dadurch,  dass  das  Pendel  mit 
Hilfe  eines  an  der  Masse  desselben  befestigten  organischeii 
Fadens  ans  seiner  Gleichgewichtslage  gezogen  nnd  nun  der 
Faden  an  einem  mit  der  Erde  unveränderlich  verbundenen 
Punkte  befestigt  wird.  Nachdem  das  ganze  System  zur  Ruhe  ge- 
kommen, bat  jetzt  das  Pendel  eine  neue,  willkürliche,  von  der 
Gleichgewichtslage  verschiedene  Anfangslage.  Nun  brennt 
Foucanlt  den   Faden  dnrch  und  setzt  so  das  Pendel  in  Schwingungen. 

Werde  dieser  Versuch  zunächst  an  einem  Orte  gi^flO",  also  einem 
der  Pole  ausgeführt. 

So  lange  der  Faden  noch  nicht  durchgehrannt  ist,  habe  der  Schwer- 
punkt der  Masse  des  Pendels  von  der  eigentlichen  Gleichgewichtslage 
des  Pendels    die  Entfernung  e.     In  Bezug  auf  die  Erde  ist   dann  dts 
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Pendel  allerdings  in  einer  relativen  Rnholage-  Aber  die  Rotation 
der  Erde  soll  doch  anedrQcklich  berücksichtigt  werden,  Dann 
ist  in  Bezog  auf  seine  absolnte  Bevegang  im  Baume  das  Pendel  uicbt 
in  Rahe,  sondern,  so  lange  der  Faden  noch  nicht  durchgebrannt  ist, 
bewegt  sich  der  Schwerpunkt  der  Masse  des  Pendels  anf  einem  Kreise 
mit  dem  Radius  e,  das  Pendel  selbst  auf  der  Oberfiäche  eines  geraden 
Kegels.  Der  Schwerpunkt  der  Masse  des  Pendels  hat  also  in 
jedem  Augenblick  eine  Geschwindigkeit  ne,  gerichtet  längs 
einer  Tangente  des  Kreises  oder  aenkreoht  gegen  die  Ebene 
durch  die  Gleichgewichtslage  and  die  augenblickliche  Stel- 
lung der  Anfangslage. 

Im  Moment  des  Dnrchbrennens  ist  Alles  ebenso.  Das  Pendel  hat 
also  in  diesem  Augenblicke 

J.  eine  von  der  Gleichgewichtslage  verschiedene  Anfangslage; 

2.  eine  Anfangsgeschwindigkeit  »e,   senkrecht  gerichtet  gegen  die 
Ebene  duich  Gleichgewichtslage  nnd  Anfangslage; 

3.  es  steht  unter  der  Wirkung  der  anziehenden  Kraft  der  Erde- 
Das  Pendel  wird  also  sicher  ein  Baompendel,  m  bat  gar  keine 
Schwingnngsebene,   die    sich   drehen   könnte,   und   die   vorstehende  ein- 
fache  Betrachtung  lehrt   f(lr  diesen  Fall    in    der  'i'bat    loul  ce   que  peul 
dutiner  le  calcut  et  les  principes  äe  dynamiques  n'y  ealrenl  pour  rien. 

Aber  wenn  das  Pendel  über  einem  Orte  des  Aeqnators  anfgebSngt 
ist,  wo  9  =  0? 

Bei  dem  Foucault'schen  Pendelvorsuch  will  man  immer  finden, 
wie  die  wirkliche  Bewegung  des  Pendels  im  Räume  einem 
Beobachter  auf  der  Erde  erscheint.  Das  heisst  doch  nichts  An- 
deres, als:  ans  der  absoluten  Bewegung  des  Pendels  im  Banme 
soll  die  relative  Bewegung  gegen  die  Erde  gefunden  werden. 
Diejenigen,  welche  das  sogenannte  Sinusgesets  für  richtig  halten,  gehen, 
wenn  mau  sich  bei  ihren  Auseinandersetzungen  Überhaupt  Etwas  denken 
darf,  aas  von  der  Annahme,  dass  die  absolute  Bewegung  des 
Pendels  im  Banme  die  eines  ebenen  Pendels  sei.  Dass  dies 
falsch,  iHt  ohne  Weiteres  klar.  Denn  der  Aufhängepunkt  bewegt  sich 
auf  einem  Kreise  mit  dem  Badins  r-^l,  wenn  die  Entfernung  des  Auf- 
hängepnnktes  von  der  Erdoberfläche  gleich  der  Länge  des  Pendels  ge- 
nommen wird-  Trotzdem  kfinnte  die  relative  Bewegnng  gegen  die  Erde 
die  eines  ebenen  Pendels  werden.  Aber  wie  ist  dies  durch  blosse  üebei- 
legnngen  ohne  die  mechanischen  Bewegnngsgl eich un gen  zn  entscheiden? 
Man  könnte  Folgendes  sagen:  Wird  e  gegen  r  vernachlässigt,  so  bewegt 
sich  der  Schwerpunkt  der  Masse  des  Pendels,  so  lange  der  Faden  noch 
nicht  abgebrannt  ist,  auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  r.  Relativ 
gegen  den  Aufhängepunkt  bat  also  die  Masse  des  Pendels 
eine  rückläufige  Geschwindigkeit  von  der  Grösse  »{r+l)—nr 
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i=iil,  gerichtet  längs  einer  Tangente  desKretiteB,  die  mit  der 
Ebene  darcb  Gleichgewichtslage  nnd  Anfangslage  einen 
constanten,  im  Allgemeinen  von  Null  verschiedenen  Winkel 
bildet.  Im  Moment  des  Abbrennens  des  Fadens  ist  dies  ebenso,  das 
Pendel  befindet  sich  also  wesentlich  in  derselben  Lage,  wie  vorher,  nnd 
wird  wieder  ein  Ranmpendel.  Das  soll  durchane  kein  Beweis  sein, 
aber  es  stimmt  im  Gänsen  mit  dem  Resnltate  der  Rechnung. 

Oder  wallte  man  etwa  die  oben  dargestellte  Anfangsgeschwindigkeit 
nl  vernachlässigen,  obgleich  die  Rotation  der  Erde  berücksichtigt  wer- 
den soll? 

Das  würde  znnflchst  sicher  die  erhaltenen  Bestiltate  sn  nnr  näbe- 
rnngsweise  richtigen  machen  nnd  wäre  im  Uebrigen  sehr  eigttntbnmlich. 
Denn  bei  dem  Benzenberger'schen  Fallversncbe,  ein  dem  hier  behan- 
delten sehr  nahe  stehendes  Problem,*  ist  in  den  gewdhn liehen ,  die 
Rechnung  bei  Seite  lassenden  Betrachtungen  desselben  die  oben  er- 
haltene Anfangsgeschwindigkeit  der  einzige  Ornnd  fflr  die 
östliche  Abweichung  des  fallenden  Steines.  Eine  Grösse  an 
einer  Stelle  behalten,  weil  es  bequem  ist,  und  ans  demselben  Grunde 
an  einer  gleicbbedentenden  Stelle  weglassen,  wäre  aber  doch  ein  Ver- 
fahren, das  sich  nicht  nSher  bezeichnen  Ifisst. 

Soll  man  nun  noch  von  dem  allgemeinen  Falle  reden,  wo  das  Pen* 
del  über  einem  beliebigen  Orte  der  Erde  von  der  Breite, qj  anfgehSugt  ist? 

Es  bedarf  wohl  keiner  Worte  mehr,  um  die  Bebanptung  zn  begrfln- 
den,  dass  die  Sache  keineswegs  erschöpfende  Ueberlegnngen ,  ähnlich  den 
vorhergehenden,  auch  für  diesen  Fall  allein  schon  zeigen:  Das  Pendel 
wird  ein  Raompcndel  übereinstimmend  mit  dem  Resnltate  der  Rechnung. 

So  fällt  denn  das  Phantom  der  Schwin gas gs ebene  und  also  auch 
der  Drehung  derselben  schon  vor  so  einfachen  Betrachtungen,  wie  die 
oben  angestellten,  und  les  principes  de  dynnmiques  n'y  entrent  pour  rien. 
Es  bleibt  nnr  das  nSbernngsweise  richtige,  von  Binet  durch  den  Cslcul 
gefundene  Resultat,  welches  oben  in  einer  Form  gegeben  wurde,  die 
geeignet  ist,  der  Vorstellung  zu  Hilfe  zn  kommen.  Allerdings  ist  die 
Ellipse,  von  der  dort  gesprochen  wurde,  im  Allgemeinen  so  lang  ge- 
streckt, dass  sie  dem  Beobachter  meistens  als  gerade  Linie  erscheinen 
wird.  Und  sobald  oder  soweit  dies  geschieht,  gilt  das  so- 
genannte Sinusgeselz.  Wann  aber  und  in  welchem  Umfange  oder 
für  welchen  Grad  der  Näherung  dies  geschieht,  kann  dorch  nichts  An- 
deres entschieden  werden,  als  durch  die  Rechnung,  und  es  giebt  keine 
andere  Methode,  qui  rlonne  lout  ce  gue  peut  donner  le  caicul. 


*  In  beiden  Problemen  handelt  es  sich  im  Wesentlichen  um  die  Bewegung 

eines  schweren  Körpers  mit  Bficksicht  aof  die  Drehung  der  Erde. 
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Icb  ecwKbnci  noch  korz,  dsse  der  FoQcaolt'scb«  Pendelveranch 
eigen tb&mliche  Modific&tionen  des  Binefschen  Readtates  zeigen  kann, 
die  man  in  den  oben  citiiten  Arbeiten,  besonders  bei  Hansen  nach- 
lesen möge. 

Ist  es  denn  nun  so  sehr  schwer,  das  Problem  des  Foncault'scben 
Pendelversnchs  sachlich  zn  behandeln  ? 

Nimmt  man  zunächst  ein  im  Ranme  festes,  also  von  der  Bewegnng 
der  Erde  nnabhSngiges  Co  ordinalen  System,  und  achreibt  für  dieses  die 
Lagf  ange'schen  Bewegangs  gleich  an  gen  hin,  so  hat  man  die  Gleich- 
nngen  der  absoluten  Bewegnng  des  Pendels  im  Räume. 

Nimmt  man  dann  ein  zweites,  mit  der  Erde  fest  Terbnndenes  Co- 
ordinatensystem ,  so  macht  dieses  die  Drehung  der  Erde  mit,  erscheint 
daher  einem  Beobachter  auf  der  Erde  als  nn veränderlich.  Nimmt  man 
endlich  die  Formeln  der  Coordinatentransformation ,  so  geben  sie  die 
Werthe  der  nrsprUn glichen  Coordinaten,  ausgedrückt  durch  die  nenen, 
und  diese  in  die  Lagrange'scheo  Bewegungsgleichungen  eingeführt, 
ergeben  die  streng  richtigen  Gleichungen  der  relativen  Be- 
wegung des  Pendels  in  Bezug  auf  die  Erde. 

Wer  aber  in  seinem  Lehthnche  so  nicht  verfahren  kann  oder  will, 
der  sage  doch  einfach:  Mit  Hilfe  der  böheten  Mathematik  folgt,  dass  das 
SinuHgesetz  näbemngsweise  richtig  ist.  Vielleicht  regt  er  dadurch  einen 
strebsamen  Leser  an,  die  eigentliche  Qaelle  dieser  Bebanptang  kennen 
zu  lernen.  Beweise  aber,  wie  der  leider  so  vielfacb  abgedruckte,  erzeu- 
gen nichts  Andt^ies,  als  das,  was  dem  wahren  Forscher  so  fern  liegt: 
Dünkel  und  Ueberbebuug,  Verachtung  vor  einer  Wissenschaft,  die  sich 
mUbselig  qnätt,  das  aus  schwierigen  Gleichungen  abzuleiten,  was  man 
mit  einem  paar  Strichen  auffinden  zn  können  glaubt. 
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Becensionen. 


Handbnoli  der  Termessuigtkande.     Von  Dr.  W.  Jordan,  Ftoressor  der 
VennesEungeknade  am  grossherzogl.  Folytechnikam  za  CarUmbe. 
Zweite  nmgearbeitete  und  vermehrte  Anflage  des  „Tascheiibncbs 
der    praktiecben    Geometrie".      Zweite,    dritte   uad   vierte    (letite) 
Lieferung.     Stattgart,  Verlag  der  J.  B.  Metzler'ecben  Bni^baad- 
lung.     1877  and  1878. 
Die  ErwaTtnngen ,    welche   der  Unterzeichnete  aassprach,    als  er  im 
vorigen  Jahrgänge   dieser  Zeitschrift*  über  die  erste  (18  Bogen  starke) 
Lierening   des  genannten  Werkes  referirte,  haben  sich  Tollkommen  be- 
stätigt: Fortsetzung  and  Scblass  sind  in  der  jenen  zanlichst  erschienenen 
Theil  auszeicbn enden  Weise  geschrieben  und  es  ist  damit  das  Jordan'ache 
„Bandbnch  der  Vermessnngsknnde"  zu  einer  bocbst  wecthyollen  Be- 
reichernng  der  Literatat  der  Geodäsie  gewordea. 

Die  zweite  Lieferung  bietet  zunächst  die  Vollendang  des  in  der 
ersten  begonnenen  Capitels  über  polygonale  Ztige.  Den  allgemeinen 
Betrachtungen  sind  gat  gewählte  Beispiele  angefügt  und  mit  löblicher 
ÄDHfübrlicbkeit  behandelt.  Hierbei  'ist  auch  die  neuere  Kreistbeilnng 
benutzt  worden ,  deren  Vorzüge  in  maucben  Gegenden  Deutschlands  nach 
Ansiebt  des  Beferenten  bis  jetzt  noch  viel  zu  wenig  Beachtung  finden. 
Die  beiden  folgenden  Abschnitte  bezieben  sich  auf  die  Triangu- 
lirung,  ihre  Genauigkeit  und  Ausgleichung.  Sie  widmen  derselben 
nahezu  hundert  Seiten  und  bieten  in  Bezug  auf  Theorie  und  Praxis  bo 
Beichbaltiges ,  dass  die  meisten  Beontser  des  Baches  hier  wobltbun  wer- 
den, die  für  ibre  besonderen  Bedürfnisse  geeignete  Auswahl  zutreffen. 
Im  X.  Capitel  (circa  hO  Seiten),  welches  vom  Nivellireu  handelt, 
gelangen  nnr  solube  Instrumente  zur  Bespiecbung,  die  die  wagreclite 
Seblinie  mittelst  einer  Röhrenlibelle  liefern,  die  älteren  nicht.  Die  Ein- 
richtung der  vom  Verfasser  für  das  Nivellireu  von  Längenprofilen  vor- 
geschlageneu Tabellen  ist  von  bestechend  wirkender  Einfachheit,  aber 
diese  Einfachheit  erzeugt  —  miadesfens  ffir  wenig  Geübte  —  den  Nacb- 
tbeil,    dass    Ablesungs fehler    and    Beebenfehler    sieb    schwer    vermeidea 

*  S.  27  der  historisch -literarischen  Äbtheilnng. 
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lasasD.  Am  besten  werden  Letztere  wobl  dann  beseitigt,  wenn  man  beim 
Bearbeiten  von  Längeuptofilea  die  Wechselpankte  mit  doppelter  Anbin- 
dnng  nivellirt  uad  die  Tafeln  ao  einrichtet,  dass  die  Rechnung  sieb  eelbat 
controlirt.  Der  hierdurch  eDtetebeude  Mehraufwand  an  Zeit  wird  reich- 
lich belohnt. 

Die  Anleitnng  znm  Auftragen  von  Längenprofilen  hätte  wohl  ans- 
ftihrlicber  gegeben  werden  sollen,  weil  in  den  Kreisen  der  Ingenieare  in 
dieser  Beziebnng  Bräuche  bestehen,  die  nicht  ignorirt  werden  dürfen. 

Dan  Nivelliren  der  Flächen  ist  sehr  knapp  bebandelt,  empHlngt  aber 
später,  bei  der  Tachymetrie,  Ergänzung.  Desto  ausführlicher  werden  die 
Präcisionanivellements ,  die  Genauigkeit  des  Nivellitens  nnd  die  Ausgleich- 
ung der  Fehler  besprochen,  wobei  ausser  den  Arbeiten  des  Verfassers 
auch  die  vou  Bauerufeind,  Hagen,  Helmert,  Hirsch,  Moroco- 
vicB,  Plantamour,  Vogler  u.  A.  Benutzung  finden. 

Dem  barometrischen  und  dem  trigonometrischen  Höhen- 
mesuen  sind  die  folgenden  125  Seiten  gewidmet;  sie  bieten  das  Zuge- 
hörige ans  den  Naturwissenschaften,  verwenden  die  vom  Verfasser  zuerst 
in  den  „Astronomischen  Nachrichten"  veröffentlichte  Kefractionstheorie,  wie 
auch  die  Untersuchungen  von  Förster,  Koppe,  Bfihlmann,  Schrei- 
ber, Wild  nnd  mehreren  anderen,  theilweise  schon  früher  genannten 
Forschern.  Das  Federbarometer  (Aneroid)  ist  ausführlich  behandelt;  viele 
Hilfstafeln  für  die  beiden  genannten  Arten  des  Höhenmessens  sind  bei- 
gegeben. 

Bei  Besprechung  der  Distanzmesser  nnd  der  Tachymetrie 
(zosammen  7Ü  Seiten)  erhalten  manche  „neue  Erfindungen"  eine  scharfe 
Abfertigung.  Uie  Instrumente  von  Reichenbach  (Porro),  Stampfer, 
ein  Tachymeter -Theodolit  (von  Sickler,  nach  Jordan)  und  die  Bus- 
sole werden  ausführlich  untersucht,  hingegen  finden  der  Vielmesser  von 
Jahns,  das  Tachymeter  von  Kräuter  und  das  Tachygraphometer  von 
Wagner  (Tinter)  nur  flüchtige  Erwähnung.  Der  Herr  Verfasser  macht 
diesen  Instrumenten  den  Vorwurf,  „dass  sie  die  kostbare  Feldarbeitszeit 
theilweise  zu  Operationen  verwenden,  welche  bequemer,  sicherer  und 
rascher  im  Zimmer  ausgeführt  werden  können";  auch  spricht  er,  „ohne 
praktischen  Erfahrungen  vorgreifen  zu  wollen",  die  Ueberzeugung  aus, 
es  sei  mit  den  genannten  nnd  ähnlichen  Apparaten  dem  gewöhnlichen, 
geschickt  gehandbabten  Tachymeter -Theodolit  „keine  erfolgreiche  Con- 
vnrrenz"  zu  bieten.  Möge  dies  allen  Denen ,  welche  derartige  praktische 
Erfahrungen  mittheilen  können,  eine  Anregung  sein,  Material  zur  Beant- 
wortung dieser  Tacby meterfrage  zu  liefern. 

Was  zum  Vortheile  der  ein  günstiges  Feblerfortpflattzungsgesetz  anf- 
weisonden  Bussolenzttge  gesagt  ist,  verdient  volle  Beachtung.  Wird 
die  Aussicht  durch  dichtes  tieböscb  gehemmt  und  kommt  es  auf  grosse 
Genauigkeit  nicht  au|  so  sind  diese  Züge  sehr  zu  empfehlen,  imtbeson- 
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dere,  wenn  man  dabei  den  fiftngegrad bogen  nnd  gleichgroBG«  Stablband- 
Ungen  bflnuteen  kann. 

Bezäglicb  der  Gewinnung  solcher  SitnationspUne,  welebe  Hori- 
zoDtalcnrreD  entbalten  sollen,  bat  der  Antor  die  Ansicht,  dus  die 
genannten  Linien  in  fast  allen  Fällen  «ng  gut  gewählten  HSbenpnnkten 
(nnter  Benntzung  von  Leitcnrven)  mittelst  der  Oonstraction  hcrznleiten, 
nicht  direct  anfzusncben  and  anfsanebmen  seien.  Cr  nennt  das  Oon- 
strniren  die  „allein  lationelle  Methode",  hält  es  ftlr  „gana  anmSglicb", 
das  directe  Anfsncben  im  Grossen  anzuwenden,  nnd  sagt,  die  Ingenienr- 
praxis  sei  „anch  längst  über  derartige  nnglUckliche  Veisacbe  hinweg- 
geschiitten".  —  Darfiber,  ob  das  directe  Anfsncben  der  Schichtlinien  al« 
eine  der  beim  geodätischen  Prakticnm  an  technischen  Hochacbnlen 
Torzanehmenden  Arbeiten  empFehlenswerth  sei,  oder  ob  ihm  anch  in  dieser 
Beziehung  der  Stab  gebrochen  werden  soll,  spricht  sich  der  Herr  Ver- 
fasser nicht  deutlich  ans;  der  Referent  aber  ist  der  Meinung,  man  könne 
es  hierbei  nicht  entbehren.  Wer  nämlich  niemals  Uorizontalcnrven  direct 
anfgesncht  hat,  wird  —  was  man  immer  an  jungen  Stndirenden  der  In- 
genieur wissen  Schäften  beobachten  kann  —  den  Laof  jener  Linien  meist 
falsch  abschätzen,  mitbin  zum  Constmiren  derselben  nicht  ebenso  got 
sieh  eignen,  wie  der,  welcher  das  directe  Anfauchen  einige  Zeit  lang  fibte. 

Dass  der  Verfasser  bei  der  nach  seinen  Angaben  von  Sickler  con- 
stmirten  dis  tanz  messen  den  Kippregel  (mit  Gradbogen]  „auf  Fadenkrenz- 
conectionsschranben  versiebtet",  vermag  Referent  nicht  zu  billigen.  Ein 
anderes  Fern  roh  rlineal,  als  das  Jordan-Sicklei'scbe,  ist  nicht  beschrie- 
ben, anch  wird  weder  Abbildung,  noch  Bescbreibang  ii^end  einer  Uess- 
tischcoustruction  geboten;  vielmehr  scheinen  diese  Constractioneo 
als  bekannt  voransgesetzt  au  sein. 

Die  für  Kippregeln  vorgeschlagene  Prüfung  und  Berichtigung  ist 
nach  Ansicht  des  Unterzeichneten  dann  nicht  vSlIig  genügend,  wenn  man 
durch  Messtischanfnahmen  denjenigen  höchsten  Genauigkeitsgrad  erlangen 
will,  welchen  sie  Überhaupt  zu  liefern  vermögen.  Kin  „Parallellineal" 
für  das  Visiren  zn  empfehlen,  kann  Referent  nicht  unbedingt  billigen, 
denn  wer  sich  an  f  Messt!  seh  arbeiten  tüchtig  eingeübt  hat,  wird  ohne  eine 
derartige  Hilfs Vorrichtung  meist  schneller  nnd  sicherer  anfnebmen.  Dass 
im  Allgemeinen  nicht  Nadelstiche,  sondern  Randmarken  (welche  mit  fiacb- 
gespttztem  Bleistifte  gezogen  worden)  die  Richtungen  zu  bezeichnen 
haben,  wenn  die  grösste  Sicherheit  erzielt  werden  soll,  hätte  hier  doch 
wohl  betont  werden  müssen,  weil  daianf  sehr  viel  ankommt. 

Der  Umstand,  dass  das  Capitel  vom  Messtisch,  der  Kippregel  und 
deren  Anwendnag  zn  gewöhnlichen,  wie  auch  zn  tachy metrischen  Auf- 
nahmen kaum  8  Seiten  umfasst  (in  einem  Werke,  welches  der  „niederen 
Geodäsie"  mehr  als  700  Seiten  widmet),  kennzeichnet  schon  den  Stand> 
punkt,  welchen  der  Herr  Verfasser  den  Messt i Bebarbeiten  gegenüber  ein- 
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nimmt;  socb  besser  aber  cbankterisires  diesen  Standpunkt  die  lannig- 
frenndecbaftlichen  Schlusaworte:  „Wir  wünschen  dem  Messtiacbe  ein 
baldiges  Eingeben  zur  wobiverdienten  Bube  bei  der  Canalwaa|;e  nnd  dem 
Astrolabinm." 

Bei  dem  im  nSchsten  Capitel  behandelten  Abstecken  von  Linien 
ist  auf  die  Tunnel,  insbesondere  auf  die  am  Mont-Cenie  und  St  Ootthard, 
eingegangen  und  zwar  mit  Benutzung  des  darüber  früher  VertifFentlicbten. 
Die  BesprechuDg  des  Absteckens  der  Eisenbahn  cnrven  nimmt  nach  auf 
diejenige  Methode  Bücksicht,  bei  welcher  zunächst  die  EreishSgen  aus 
dem  Plane  ins  Feld  übertragen  nnd  dann  die  Geraden  berührend  an- 
gelegt werden.  Es  wird  feraer  die  günstigste  Wahl  der  Bestimmnugs- 
pankte  und  BestimuiungstaDgenten  untersncbt,  was  zuerst  von  Uelmert 
(im  Jahre  1875)  geschah. 

Auch  die  „Uebergangscurven",  welche  man  heim  Eisenbahn  bau 
anwendet,  nm,  falls  Kreisbögen  an  Gerade  stn  schliessen  sind,  die  Krüm- 
mungen allmälig  ineinander  überzuführen  und  der  Bahn  überall  eine  der 
Biegung  entsprechende  üeberhöhung  des  äneseren  Schienenstranges  zu 
ertheilen ,  werden  hier  beachtet.  Die  Monographie  von  Helmert  hat 
dabei  als  Unterlage  gedient.  Es  wird  die  Gleichung  der  Uebergangscurve 
anter  der  Annahme  hergeleitet,  dass  die  Strangülierh Übung  gleichförmig 
wachse  und  die  C'nrve  sehr  flach  sei ,  damit  man  in  den  fttr  Bogenlänge 
und  Krümmungshalbmesser  geltenden  Formeln 


y*  gleich  Null  setzen  dürfe.  Am  Schlüsse  des  Capitele  empfiehlt  der 
Verfasser,  sich  bei  Eisenbahncurven  nicht  auf  den  Kreisbogen  (mit  kubi- 
scher Parabel  als  Uebergang  zur  Geraden)  zu  beschrSnken ,  was  oft  sehr 
viel  Erdarbeiten  veranlasst,  sondern  „freie  Curven"  zn  benutzen. 

Das  Folgende  bietet  eine  interessante  Schilderung  desjenigen  flüch- 
tigen Anfnebmens  (flying  survey),  welches  bei  Entdeckungsreisen  an- 
zuwenden ist,  jedoch  auch  dann  mit  Vortbeil  benutzt  werden  kann,  wenn 
es  sich  (in  Cnltnrstaaten)  darum  bandelt,  Karten,  die  sehr  lange  nicht 
nachgetragen  wurden,  geschwind  und  nabemngsweise  zu  ergänzen.  X^ 
wurde  auf  Grund  derjenigen  Erfahrungen  geschrieben,  welche  der  Herr 
Verfasser  bei  seiner  Theilnabme  an  der  von  Bohlfs  geführten  Expedi- 
tion sammelte  and  zuerst  in  der  Schrift  „Physische  Geographie  nnd  Me- 
teorologie der  libyschen  WUste"   1876  veröffentlichte. 

Den  Scblnss  des  „II.  Theiles"  bildet  die  Besprechung  der  Organi- 
sation einer  Landesvermessung,  doch  selbstverständlich  nnr  in  dem 
der  „niederen  Geodäsie"  entsprechenden  Umfange.  Es  wird  hier  beson- 
ders den  von  Soldner  erdachten  sphärischen  Coordinaten  und  den  Po- 
tfgonzügen  das  Wort  geredet,  auch  dem  Hesstische  nochmals  die  baldige 
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Verdrängniig  prophezeit,  womit  der  Referent  im  AllgemeiDen  gftnz  fiber« 
einstimmt. 

Der  dritte  Theil  des  Werkes  tieliandelt  die  „hShere  GeO' 
ditsie"  and  nmfasst  gegen  &00  Seiten,  während  den  beiden  ersten  za- 
sammen genommen  über  700  gewidmet  waren.  Die  „Einleitung"  giebt 
eine  inbalts reiche  Ueberaicbt  der  Geecfaicbte  der  Gradmesaangen,  dann 
äaa  Nöthige  Über  Keihenentwickelnngen ,  luterpolfttion  nnd  spbSriselie 
Trigonometrie.  Beim  Taylor'echen  und  beim  UacUorin'echen  Sfttse 
hätte  iiier  (6.  14)  die  Giltigkeitebedisgang  angegeben  werden  sollen, 
ebenso  bei  vielen  der  folgenden  Reihen;  es  bfttte  z.B.  auf  S.  16  lieissen 
mflsseo :        ~  >        •        j        ■ 

JB'         3!»        iE*        35= 

'(l±-)-±--y±3-y±y-... 
giltig  far 

-l<a:<+l,  bezüglich  -l<x<.+l. 

An  die  genannten  Hilfsmittel  aus  dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik 
uchliesat  sieb  die  Beepiecbang  des  Erdellipsoids,  seiner  Bogeiirectifi> 
cation,  Complanation ,  Cnbatar  etc.  nad  seiner  Dimensionen  nach  den 
Uestimmungen  Bessere. 

Hierauf  folgt  die  „Triangnlirang"  (welche  die  Capitel  VIII  nnd 
IX  des  II.  Theiles  ohne  Rücksicht  anf  Erdkrümmang  behaodelt  hatten) 
nnd  zwar  bezüglich  der  Wahl  nnd  Festlegung  der  Üreieckepnnkte,  be- 
züglich der  Signalisimng ,  WiDkelmessung,  Basismessung  und  Genauig- 
keit derselben.  Es  haben  hierbei,  neben  den  Arbeiteu  anderer  Forscher, 
vorzüglich  diejenigen  Helmert's  Benntznng  gefunden.  Bei  der  Signa- 
lisiruDg  sind  ausser  den  Heliotropen  auch  die  neaerdiogs  wieder  in  Auf- 
nahme gekommenen  nfichtlicheu  Lampensignale  besprochen;  bei  den 
Winkelmessungen  ist  der  Vergleicbung  der  Uethodeo  (Repetition,  Rich- 
tungsbeobacbtnngen ,  EinzelmesBung)  Beachtung  geschenkt;  die  Compa- 
ratoren  (mit  Fühlhebel,  Füblspiegel,  Mikroskop],  die  älteren,  neueren 
und  neuesten  Basismessapparata  werden  ausrührlicb  erörtert.  Was  die 
Längen  der  Grandliuien  anlangt,  s«  meint  der  Herr  Verfasser,  man  sei 
aus  einem  Extrem  ius  andere  gefallen  nnd  glaubt  denen  von  8 — 10  km 
Lauge  (in  mehreren  Absätzen  doppelt  gemessen)  den  Vorzug  einräumen 
zu  müssen. 

Der  Berechnung  der  sphärischen  Dreiecke  und  der  Aus- 
gleichung der  Dreiecksnetze  sind  die  folgenden  140  Seiten  gewid- 
met, und  da  schon  früher  hervorgehoben  wurde,  mit  welchem  grossen 
Geschick  der  Herr  Verfasser  im  Allgemeinen  viel  Stoff  in  wenig  Raum 
zu  drängen  versteht,  so  wird  man  bereits  aus  dieser  Umfangsangabe  er- 
kennen, welche  reiche  Fundgrube  eich  hier  aufthut.  Von  besonderem 
Interesse  ist  die  Vergleichung  verschiedener  Triangulirungsausgleicbung»- 
methoden,  die  Besprechung  der  Genauigkeit  nnd  die  kritische  Betrach- 
tang der  wichtigsten  seit  einem  Jahrhundert  ausgeführten  Triangnlirnngen, 


von  den  gioseen  französischen,  inssischen,  pienssischen  n.  e,  w.  an  bis 
herab  zu  denen  in  Baden,  Karhessen  und  Hessen  -  Darmstadt.  Bezüglich 
der  Basen  betont  der  Veifasaer  (8.  236),  „dass  es  keinen  Werth  hat, 
einzelne  kurze  Gmndlinien  mit  Aufbietung  aller  technischen  und  wissen - 
Bchaftlicfaen  Mittel  scmpalös  auf  Brnchtheile  des  Millimeters  zu  messen, 
dasa  man  vielmehr  darauf  ausgehen  muss,  jede  Triangulimng  mit  mög- 
lichst vielen  Grundlinien  zu  versehen,  die  aber  nicht  sehr  genau  zu  sein 
brauchen".  Er  glaubt,  dasB  hei  vielen  ausgeflihiten  Arbeiten  in  dieser 
Beziehung  „ein  Mangel  au  Gleichgewicht  zwischen  den  einzelnen  Mes- 
sungen" stattfinde. 

Das  nächste  (VI.)  Capitel,  „sphÄrische  Coordinaten",  bespricht 
ausführlich  diejenigen  von  Soldner  und  Gauss,  die  geographischen  und 
die  Polarcoordinaten ,  stellt  auch  Vergleichung  ihrer  Vorzflge  an. 

Die  UnterEocbungen  Bohnenberger's  bilden  den  Ausgangspnnkt 
für  die  nachher  behandelte  „spbKtoidische  Geodäsie  mit  Nor- 
malschnitten", welche  mit  der  Bestimmung  der  Erddimensionen  ans 
zwei  und  mehr  als  awei  Breitengradmessungen  abscbliesst. 

Der  „geodätischen  Linie"  aind  etwa  20  Seiten  gewidmet.  Der 
Herr  Verfasser  sagt,  es  sei  „unbestreitbar,  dass  in  den  letzten  Jahrzehn- 
ten in  Deutschland  die  abatract  analytischen  Behandlungen  der  geodä- 
tischen Linie,  ohne  eine  Aussicht  auf  Resultate  zu  eröffnen,  von  der 
Lösung  viel  näher  liegender  Aufgaben  abgelenkt  haben"  und  will  in 
dieser  Hinsicht  ,,fUr  eine  mögliebst  praktische  nnd  nüchterne  Behandlung" 
eintreten.  Damit  in  Uebereinsttmmnng  befindet  sich  der  von  Bremiker 
herrührende  Ausspruch  („Studien  tiher  höhere  Geodäsie",  1869),  „dass 
durch  manche  Abhandlungen  über  die  geodätische  Linie,  welche  ledig- 
lich für  den  Analytiker  von  Werth  sind,  der  Schwerpunkt  in  der  Geo- 
däsie verrückt  worden  ist,  insofern  sich  die  Speculation  auf  ein  Feld 
geworfen  hat,  welches  mehr  dem  Namen,  als  der  Sache  nach  mit  der 
Geodäsie  zuGammenbängt". 

Auf  Grund  der  Original  arbeiten  von  Besael  und  Gauss  folgt  in 
den  beiden  nächsten  Capiteln  die  Behandlung  der  sphäroidischen 
Geodäsie  und  der  couformen  Abbildung  des  EUipsoids. 

Allgemeine  geodätische  Untersncbnngen ,  welche  sich  auf  sphä- 
rische und  spbäroidische  Triangnliruug,  Vergleichung  verschiedener  Me- 
thoden, auf  das  Oeoid,  die  Niveaufläcben ,  die  Lothablenknng  u.  s.  w. 
beziehen,  füllen  das  vorletzte  Capitel.  I>en  Scbluss  des  III.  Theilos  bil- 
det die  Besprechung  der  verschiedenen  Arten  der  Kartenpro jectionen. 

Die  Ansstattnng  des  ganzen  Werkes  ist  eine  sehr  lohenswerthe ; 
Druckfehler,  Rechenfehler  und  Schreibfehler  sind  in  massiger  Anzahl 
untergelaufen;  ganz  ohne  Irrthümer  lässt  sich  ein  derartig  inhaltsvolles 
Buch,  von  leicht  verwechselbaren  Zahlen  nnd  Zeichen  erfüllt,  nicht 
liefern. 
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Da  die  Anordnnng  des  Stoffes  nnr  nach  Masagabe  des  Fortschreitens 
vom  Einfachen  anm  Zasammen gesetzten  getroffen  wnrde,  so  fehlt  Etwas 
von  der  im  entgegengesetzten  Falle  erreichbar  gewesenen  Eleganz  der 
Gmppiiang  nnd  es  folgt  hieraus  eine  geringere  Uebersichtliobkcit.  Die 
lahaltSTerzeicbniese  beider  Bände  sind  sehr  ansrtthrlicli ,  hingegen  sucht 
man  ein  alpbabetiecbeB  Sachregister  vei^eblich  nnd  das  hält  der  Re- 
ferent ftit  einen  Nachtfaei).  Zn  bedauern  ist  wohl  anch,  dass  die  pro- 
jectivische  Geometrie  nirgends  Benntznng  gefunden  hat  nnd  dass  dem 
vertrefflicben  Werke  ein  Abflchnitt  Über  die  Darstellnng  der  Messungen 
gSnzlich  mangelt,  während  ihn  die  rtihmlicbst  bekannten  Lehrbflcher  von 
Banernfeind  und  Hartner,  welche  bezflglich  der  niederen  Qeodlsie 
seine  nächsten  Concurrenten  sind,  besitBen. 

Uie  Geacbicbte  der  GeodHsie  hat  in  Bezug  auf  einige  Punkte 
(z.  B.  AuBgleichungsrecbnung,  Oradtnessnngen,  Federbarometer,  Dietane- 
meeser)  sehr  eingehende  Bnrticksichtigung  gefunden,  in  Bezug  auf  andere 
nur  fluchtige  Berührung  oder  gXnzliche  Nichtbeachtung.  Dadurch  ist  eine 
Behr  fahlbare  UngleicbmftsBigkeit  entstanden.  Nach  Ansicht  des  Referenten 
hätten  berührt  werden  milssen  r  die  Entstehung  der  Kreuzscheibe  aus  der 
groma  der  Alten,  die  des  Me,Betisches  nnd  seiner  Vorläufer,  die  Ent- 
wickelung  des  Theodoliten  auB  dem  Astrolabium  und  die  Verdienste, 
welche  sich  Tycho  Brahe,  Hommel,  Petro  Nnüez,  Pierre  Ver- 
nier  u.  A.  nm  ihn  erwarben.  Ebenso  die  Nivellirinstmmente  der  Alten, 
die  Eründung  der  Köhrenlibelle  und  der  durch  sie  erxengle  Umschwung, 
der  Vater  der  Schichtlinien  (NireancurTen)  und  die  Vorgänger  des  Snel- 
lius  bezüglich  der  Triangntation. 

Der  Referent  bebt  zum  Schlüsse  noch  hervor,  dass  das  Werk  neben 
vielen  anderen  früher  schon  genannten  guten  Eigenschaften  inebeson- 
dere  die  hat:  auf  Genauigkeitsbeatimmungen  nnd  auf  Fehler- 
ausgleichung besonderes  Gewicht  zu  legen,  Beispiele  und  Tabellen 
in  grosser  Anzahl  darzubieten,  viele  allgemeine  Anleitungen  zugeben 
nnd  die  Vergleicbung  der  Methoden  gehörig  bu  berücksichtigen. 

Die  Aufsuchung  und  Ausgleichung  der  Messungsfehler,  wie  die 
erreichbare  Genauigkeit  sind  mit  der  Gewissenhaftigkeit  des  strengen 
Theoretikers,  zugleich  aber  mit  dem  berechtigten  Leichtsinne  des  erfahre- 
nen Praktikers  behandelt,  was  viel  Lob  verdient.  Auch  graphische 
Ausgleichung  wurde  berücksichtigt  und  das  wird  dankbar  anerkannt  wer- 
den, da  in  der  Praxis  oft  lieber  —  und  auch  oft  mit  weit  grosserem 
Vortheile  —  gezeichnet,  als  gerechnet  wird.  Ebensolche  Anerkenunng 
haben  die  in  reicher  Fülle  im  ganzen  Werke  aurtr<!tenden  Zahle nbeisp tele 
und  Tabellen  zu  erwarten.  Nicht  minder  jene  allgemeinen  Anleitungen 
nnd  Betrachtungen,  welche  der  Herr  Verfasser  in  Bezug  anf  die  An- 
legung, Einleiinng  und  Durchführung  verschiedener  grösserer  geodäti- 
scher Arbeiten  giebtj   sie  erwecken  gewiss  bei  jedem  Leser  das  GeftibI, 
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in  d«m  echlagfertignn  Tbeoretiker,  «reicher  das  Buch  schrieb,  «och  einen 
trefflichen ,  an  ErfahrnngeD  reichen  Praktiker  sn  sehen.  Die  Ve  r  - 
gleichang  der  Methoden  aber  ist  schon  deshalb  zu  rahin«D,  weil  sin 
verhindern  hilft,  dass  einzelne  GeodSten  ihre  Ansicht  für  die  alleinselig- 
machende halten,  woraaf  eine  Stelle  des  Vorworts  bindeatet. 

So  ist  denn  der  Gesammteindrack,  welchen  der  Referent  br-i 
Durchsicht  der  letzten  Liefemngen  des  Jordan'schen  Handbuchs  der 
Vermessnngsknnde  empfing,  ebenso  günstig,  wie  der  von  der  1.  Lieferang 
hervorgerafene  nnd  im  XXIII.  Bande  dieser  Zeitschrift  veröffentlichte: 
das  Werk  ist  ein  solches  ersten  Ranges,  es  kann  sieb  getrost 
neben  die  besten  seiner  Art  stellen,  es  bietet  eine  Fülle  nener  Gesichts- 
pnnkte  und  behandelt  Vieles,  was  bis  jetzt  noch  in  keinem  andern  Lehr- 
bnche  der  Geodlsie  sich  findet.  Ohne  Zweifel  wird  es,  wie  der  Herr 
Verfasser  hofi't,  einen  Beitrag  liefern  „znr  Beschränknng  der  nnlengbaren 
Zerfahrenheit  vieler  dentscher  Vermessnngen ,  wo  noch  bSnfig  Triangu- 
limngen  für  Landesrennessnngsz wecke  nnd  Gradmessnngsz wecke,  Nivel- 
limngen,  topographische  and  Eatasieranfn ahmen  ohne  die  oöthige,  leicht 
za  erzielende  gegenseitige  organische  Verbindung  ansgeftthrt  werden". 
Es  ist  den  Stndirenden  der  Mathematik,  Geodäsie  nnd  Technik  warm 
za  empfehlen,  ebenso  warm  aber  ancb  den  betreffenden  Praktikern, 
selbst  denjenigen  anter  ihnen,  welche  allen  (in  dem  Werke  freilich  oft 
Torkommenden)  Integralzeichen  ehrerbietig  aas  dem  Wege  za  gehen 
pflegen ,  denn  mit  seltenem  Geschick  hat  es  die  Theorie  der  Präzis  dienst- 
bar gemacht. 

Dresden,  20.  Februar  1879.  A.  Fubrhanm. 


Stadien  sar  Oeuhiohte  der  loatiiematiBehen  nnd  phytikaÜMhen  Oeographie 
vonDr.  SiäomundGühtheb.  Halle  a.8.  bei  LonisNebert.  1877—79. 
408  8.  mit  51   in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
Das  Bncb,  welches  wir  nnseren  Lesern  beute  zn  empfehlen  haben, 
bildet  kein  in  eich  abgeschlossenes  und  abgerundetes  Ganzes.     Es  sind 
vielmehr  sieben  gesonderte  Abhandlungen,   welche  im   Verlaufe  zweier 
Jahr«   in   Gestalt   von   sechs   einzelnen  Heften   erschienen  sind,    deren 
zweites  die  zwei  enger  zusammengehörigen  Abhandinngen  II  und  III  ent- 
hielt, wHbrend  die  übrigen  Hefte  je  von  einer  Ab  handlang  erfitllt  waren. 
Die  einzelnen  Ueberschriften  sind  folgende: 

I.  Die  Lehre  von  der  Erdrnndung  und  Erdbewegung  im  Mittelalter 
bei  den  Occidentalen.     S.  I  —  56. 

II.  Die  Lehre  von  der  Erdrundnng  nnd  Erdbewegung  im  Mittelalter 
bei  den  Arabern.     S.  57 — 93. 

III.  Die  Lehre   von    der  Erdmndnng  nnd  Erdbewegung  im  HiUel-, 
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IV.  Aelteie  und  nenere  HypotbcBen  über  die  cbroniecbe  VeraeUnng 
dea  Erd Schwerpunktes  darch  WasseTmassen.     S.  129 — 216. 

V.  Analyse  einiger  kosmographischen  Codices  der  Münchner  Hof- 
nnd  Staatsbibliothek.     S.  217—276. 

VI.  Johann  Werner  ans  Närnbe.rg  nnd  seine  Beziebnngen  znr  mathe- 
matiBchen  und  physischen  Erdkunde.     S.  277— 332. 

VII.  Geschichte  der  lox  od  römischen  Curve.     S.  333 — 408. 

Man  erkennt  schon  ans  den  Ueberschriften ,  dass  die  vier  erstes  Ab- 
handlnngen  eine  Gmppe  bilden,  denen  die  drei  letzten  loser  anhängen. 
Die  Sammlung,  ursprünglich  anf  sechs  Hefte  berechnet,  b&tte  dämm  anch 
leicht,  wie  es  der  Verfasser  eine  Zeit  lang  beabsichtigte,  xn  grösserer 
Ansdebnnng  unter  mehrseitiger  Mitwirkung  sich  erweitern  können.  £s 
wäre  alsdann  eine  Art  von  Zeifscbrift  in  uugezwnngen  erscheinenden  Hef- 
ten geworden,  wesentlich  grösseren  Aufsätzen  historiscb-geograpfaischen 
Inhalts  gewidmet  und  diesem  Wissenszweige  gegenüber  etwa  die  gleichen 
Zwecke  erfüllend,  denen  iu  historisch •  mathematischer  Beziehung  die 
Supplementhefte  dieser  unserer  Zeitschrift  genügen  wollen.  Die  Sachlage 
habe  sieb,  sagt  der  Verfasser  im  Vorwort  des  6.  Heftes,  gänzlich  ver- 
ändert nnd  es  müsse  bei  dem  völligen  Abschlüsse  sein  Bewenden  haben. 
Die  Freunde  der  mathematischen  nnd  physikalischen  Geographie  werden 
diesem  gewiss  bedanem. 

Wir  haben  die  Studien  beim  Erscheinen  der  einzelnen  Hefte  in  der 
Jenaer  Literaturzeitnng  angezeigt  und  sind  dAbci  anf  mancherlei  Einzel- 
heiten eingegangen.  Jetzt,  nach  Vollendung  des  Sammelbandes,  wollen 
wir  nicht  versäumen,  unsere  Leser  auf  denselben  hinzuweisen.  Sie  därf- 
ten  in  jedem  einzelnen  Aufsätze  Dingen  begegnen,  die  ihnen  neu  nnd 
von  Interesse  sind;  insbesondere  werden  sie  aber  von  der  ganzen  zweiten 
HSlfte  und  vor  Allem  von  dem  letzten  Hefte  sich  angesogen  fflblen.  In 
ihm  vollzieht  der  Verfasser,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  die  Rückkehr  in 
die  eigentliche  Heimath,  in  das  Gebiet  mathematisch  er  Forsclinng. 

Ca  N  TOR. 


Quacslionfs    Archimedeae    scripsit  J.   L.   Nrihrrg.      Itiesl' de    arntaf 

mimero  Hbellus.     Haunme,  Sumplrbiis  Rvdolphi  lilcinii.     1879.    205  S. 

'  nnd  1  lithograpb.  l'afol. 

Unsere  Leser   erinnern    sich  des  Aufsatzes:    „Ueber  eine  Stelle  des 

l'appuB",  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXUI,  Hist.-lit.  Abthlg.  117—120,  in 

welchem    Herr    Heiherg    eine    ebenso    philologisch,    wie    mathematisch 

schwierige  Stelle,  die  sich  auf  die  Spirale  des  Archimedes  bezieht,  ins 

Keine    gebracht    bat,    sich    dadurch    als  in    beiden    Sätteln    gleicbmKssig 

gerecht    erweisend.      Heute  schickt  uns    derselbe   seine   Dissertation    zu, 

dnrch   welche  er  sich  vollends  unter  die  verhältnissmässig  Wenigen  ein- 
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reiht,  die  als  Philologen  von  Fach  steh  so  eingehend  mit  Mathematik 
beschäftigt  hahen,  dasa  sie  auf  die  Herausgabe  antiker  Schriften  geo- 
metrischen Inhalts  fast  mit  Zwang  hingewiesen  sind.  Was  für  Heron, 
für  Pappns,  für  Nikomachns,  für  Theon  von  Smyrna  in  den 
letzten  Jahrzehnten  geleistet  vprden  ist,  das  beabsichtigt  Herr  Heiberg 
für  Archimed  zn  nnleniebmen.  Seine  Abhandlung  „Quaeslioites  Archi- 
meileae"  stellt  gewiseermassen  die  Vorred«  zu  einer  neuen  Textausgabe 
des  Archimed  dar,  von  welcher  auch  schon  eine  Probe  in  Gestalt  der  Sand- 
rechnung in  gereinigtem  Texte  beigegeben  ist.  So  weit  wir  als  Histo- 
riker die  Abhandlung  zn  prüfen  im  Stande  waren,  bringt  der  Verfasser 
zn  seiner  Aufgabe  eine  vollkommene  VerständDJas  des  grossen  Syraku- 
eiscben  Mathematikers  mit,  unterstützt  durch  eine  fast  vollständige  Kennt- 
niss  der  einschlagenden  Literatur.  Wir  verrnissen  nur  drei  Aufsätze, 
welche  Herr  Heiberg  noch  kennen  lernen  muss,  bevor  er  'wirklieb  an 
die  Herausgabe  des  Archimed  herangeht:  J.  H.  T.  Mttller,  Beiträge 
zur  Terminologie  der  griechischen  Mathematiker.  Leipzig  1860,  hei  B. 
G.  Teubner;  —  M,  Cuttze,  Recension  von  Henning'a  Programm 
fihet  den  unechten  Brief  des  Archimed  in  der  Zeitschr.  Math.  Phys.  XX, 
Hist.-lit.  Abthlg.  89  —  91;  —  F.  Hultsch,  lieber  den  Himmelsglobus 
des  Archimedes,  Zeitschr,  Math.  Phys,  XXII,  Hist.-llt.  Abthlg.  106  — 107. 
Die  genannte  Recension  Cnrtze's  würde  Herrn  Heiberg  insbesondero 
über  die  Unmöglichkeit  der  an  sich  recht  acbarfeinuigen  Hercher'schen 
Hypothese  belehrt,  ihm  auch  weitere  Li  teratu  ran  gaben  zum  Ochsenproblem 
geliefert  haben.  Wir  freuen  uns,  bezüglich  dieses  letzteren  Problems  mit 
Herrn  Heiberg  einverstanden  zu  sein,  indem  auch  wir  dessen  Echtheit 
annehmen.  Oh  dagegen  der  sogenannte  „Loctiltis  Archimedius"  mit  Recht 
angezweifelt  wird,  lassen  wir  hei  der  Unwichtigkeit  des  Gegenstandes 
dahingestellt.  Ein  Archimed  konnte  schon  einmal  ein  Spiel  erdenken 
—  hat  doch  Leibnitz  das  Solitairespiel  eingeführt.  Wenn  an  dorn  Vor- 
liandensein  der  yuavtxa  azM%iitt  des  Archimed  gezweifelt  wird,  so  thei- 
len  wir  wieder  die  Ansichten  des  Verfassers  und  wollen  nur  ganz  kurz 
unsere  Ueinnng  andenten,  däss  diese  Elemente  der  Kegelschnitte  von 
Euklid  herrühren,  dem  aToiieuaxrn  auch  für  diesen  Theil  der  Mathe- 
matik ,  wie  man  zu  oft  fibersehen  hat.  Die  Wahlsätze  kann  —  das  geben 
wir  Herrn  Heiberg  gern  zu  —  Archimed  in  der  Form,  wie  sie  aus 
dem  Arabischen  übersetzt  vorliegen ,  nicht  geschrieben  bähen ;  doch  dürfte 
mehr  als  nur  Satz  4  und  14  auf  Archimed  zurückzuführen  sein,  Satz  IJ 
z.  B.  hat  für  uns  ein  ganz  Archimedisch  es  Gepräge.  Ob  Salinen  Wellen- 
linie bedeuten  kann  (abgeleitet  von  aälos  ^  das  Schwanken  des  hohen 
Meeres)?  Wir  stellen  diese  Frage  an  Herrn  Heiherg  selbst,  der  philo- 
logisch viel  mehr  versteht,  als  wir,  der  aber  bezüglich  dieses  Wortes 
erklärt.  Nichts  damit  anfangen  zu  können.  .    ^ÄhiUMjIc 

lllri.-Ut.  Abtlilg.  d.  Z^tuhl.  [-  Math.  u.  Pbya.  XXIV,  9.  12 
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AbriBs  der  ptaktUeben  ABtronomie ,  vonttglicta  in  ibrer  ADwendnn^  aof 

geogmpbUebf  OrtsbeBtumnunfTf  von  Dr.  A.  Sawitsch.     TSmeh  der 

zweitnn  rnsBischen  OriginsUnsgftbe  nnter  Mitwirkang  des  Verfassen 

neu  herauBgegeben  von   Dr.   C.  F.  W.  Petebs.     Mit  6  Tafeln, 

Leipzig  1879. 

Von  allen  Aetronninen  wird  das  Erscbeinen  einei  nenen  Auflage  der 

praktiscben  ABtronomie   von    Sawitsch    mit  Frenden    begrOest   werden. 

DieBes  Werk,    welches   zuerst  im  Jahre    1850   in    dentacher   Bpradie    in 

zwei  Bänden  erschien ,  hat  sieb  des  nngetheiltesten  Beifalls  der  lernenden 

nnd  lehrenden  Astronomen  zn  terfrenen  gehabt.     Das  fast  gleichzeitig  von 

Brilnnow   beransgegebene  Werk  über  sphBriscbe  Astronomie  hat  jenes 

ebenso  wenig  verdrängen  können ,  wie  es  die  nicht  Ubertroffene  PracUcal 

and  Spherical   Asironomy    von    Cbanvenet    vermochte.      In   den    letzten 

Jahren  machte  sich  indessen  das  BedttrfniBS  einer  nenen  Anflage  tn  nm 

so    grüsserem  MaasBe   geltend,   als   Beit  dem  Jahre  1850  vielfach  andere 

Methoden  nnd  wesentlich  verKnderte  Instramente  bei  den  Beobachtnngen 

in  Anwendung  kamen.     Dem  jetzigen  Standpunkte  der  WisseaBcbaft  ist 

nun   sowohl    von    dem  Verfasser   selbst,   als   anch  von  dem  Heransgeber 

der   deutschen  Ausgabe   dieses  ursprftnglicb  ruseiscben  Werkes   in  m5g- 

liebster  Ausdehnung  Rechnung  getragen. 

Der  Hauptzweck  des  Werkes  ist,  Anleitung  zu  astronomischen  Be- 
obachtnngen ,  besonders  solcher,  welche  sich  auf  die  geographische  Orts- 
bestimmung beziehen,  mit  kleinen  nnd  bequemen  Instrumenten  zn  geben. 
DemgemäsB  findet  die  sphUrische  Astronomie  nnr  in  geringerem  Maasse 
Berücksichtigung.  In  der  Einleitung  werden  die  Erklflmngen  der  ver- 
scbiedenen  Zeiten,  der  bei  der  Bednction  der  BeobachtungeD ,  wie  sie 
das  Instrameut  ergiebl,  notbwendigen  Correctionen  gegeben.  Hier  bStten 
wir  freilich  gewttnscbt,  dass  auch  die  gebräuchlichen  Formeln  ausser  den 
einfachen  ErkUrungeo  angegeben  würen;  epeciell  betrifft  diese  Bemerkung 
die  Eefraction  und  die  zur  Kednction  des  mittleren  Ortes  des  Sternes  auf 
den  scheinbaren  nfithigen  Formeln ,  welche  letztere  geeigneter  in  §  7,  als 
am  Schlüsse  des  Werkes,  im  Anhang  ihren  Platz  gefunden  bütten.  Ancb 
im  vorliegenden  Werke  finden  wir  bei  Anführung  praktischer  Refractions- 
tafeln  die  wenig  bekannten  nnd  doch  besonders  beqnemen  WasbingtnnM' 
{Wash.  Annais  I)  nicht  erwähnt.  —  Es  folgen  dann  allgemeine  Bemer- 
kungen über  die  WinkelmessinBtrnmente ,  das  Femrohr  etc.  Einen  be- 
trächtlichen Zusatz  hat  hier  die  neue  Auflage  erhalten,  indem  die  Ab- 
lesung der  Kreistbeilung  mittelst  Mikroskope  besondere  Besprechung 
gefunden  hat. 

Im  ersten  Abschnitte  sind  die  zn  Ortsbestimmungen  gebrSncbltefasten 
Instrumente  specieller  behandelt.  Bei  dem  Passageninstmment  sind  Zu- 
sätze oder  Voran  dem  n  gen  nicht  nötbig  geworden,  dag^en  ist  der  astro- 
nomische Theodolit  durch    den  in  Bussland  vielfach  angewandten  Bep- 
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sold'scben  Verticalkieis ,  und  dos  Ettel'sche  UniTersalinstrament  darcb 
das  Pintor  &  Martins'sche,  welches  in  nenester  Zeit  in  der  astrono- 
mischen Werkstätte  von  A.  Lingke  &  Comp,  in  Freiberg  In  vorzüglicher 
Weise  angefertigt  wird,  ersetzt  worden.  Uit  Rücksicht  anf  die  bei  letz- 
terem äbliche  Mikioskopablesnng  wurde  die  Besprechung  der  letzteren  in 
die  Einleitung  aufgenommen ,  während  die  Berichtigung  und  Untersuch- 
ung der  Hikrometersch rauben  erst  hier  dargelegt  wird. 

Die  Bestimmung  der  Breite  und  der  Zeit  durch  die  Messung  von 
Zenithdistanzen  wird  im  zweiten  Abschnitte  gegeben.  Auffallend  ist, 
dasB  bei  der  Bestimmung  der  Polhöhu  ans  beobachteten  Zenithdistanzen 
des  Polarsterns  die  erste  Anflage  keine  Znsätze  erfahren  hat.  Die 
neueren,  namentlich  vom  geodätischen  Institut  heransgegebeuen  Hilfs- 
tafeln, welche  auf  der  bekannten  Littrow'schen  Reihenentwtckeinng, 
deren  erste  Glieder  auch  die  Tafel  im  Naulic.  Mmanac  enthält,  beruhen, 
haben  sich  gerade  in  der  Praxis  so  vielfach  bewährt,  dass  sie  in  einem 
Handbucbe  mit  speciell  praktischen  Zwecken  wenigstens  Erwähnung  hätten 
finden  sollen.  Dagegen  hat  dieser  Abschnitt  eine  schätzenswerthe  Be- 
reicherung in  Anfuhrung  der  in  Amerika  bei  der  Coasi  Surveg  namentlich 
angewandten  Talcott' sehen  Methode  znr  Breitenbestimmung  gefunden. 
Ebenso  werthvoll  ist  die  Mittheilung  der  Zinger'scheu  ZeitbeEtimmung 
aus  Beobachtung  correspondirender  Höhen  zweier  verschiedener  Sterne. 
Dieses  Verfahren,  an  eich  nicht  neu,  ist  von  dem  Pulkowaer  Astronomen 
Zinger  kürzlich  vollständig  entwickelt,  und  da  die  Originalabhandlung 
in  rnsBJscheT  Sprache  (erst  vor  Jahresfrist  erschien  eine  deutsche  Ueber- 
setzung)  publicirt  ist,  muss  die  Auseinandersetzung  der  Methode,  welche 
gewiss  noch  weiterer  Vereinfachung  fähig  bt,  an  hiesiger  Stelle  doppelt 
angenehm  empfunden  werden. 

Es  folgt  im  nächsten  Abschnitte  die  Zeit-  und  Breiten bestimmung 
mittelst  des  DurchgangBiuBtrnments,  mit  eingebender  Behandlung  des  in 
neuerer  Zeit  vielfach  angewandten  Verfahrens  der  Beobachtungen  im  Ver- 
tical  des  Polarsterns,  sodann  im  vierten  Abschnitte  die  Bestimmung  des 
Azimuths. 

Die  bedeutendsten  Veränderungen  bat  das  Sawitsch'sche  Werk 
bei  der  gegenwärtigen  Auflage  im  fünften  Abschnitte  erfahren.  Derselbe 
giebt  die  verschiedenen  Methoden  der  Längenbestimmung-  Zunächst  hat 
hier  die  telegraphische  Methode,  wenn  ancb  nur  kurz,  Erwäbnnug  ge- 
funden. Mit  Rücksicht  anf  die  Methode  der  Chronometerübertragongen 
ist  der  Ermittelung  des  Chrono m et ergauges  bei  verschiedenen  Tempera* 
turen  den  neuesten  Erfahrungen  gemäss  besondere  Aufmerksamkeit  bereits 
im  ersten  Abschnitte  (Capitel  tiber  die  astronomischen  Uhren)  gewidmet. 
Die  Theorie  der  Sonnenfinsternisse  ist  fast  ganz  umgearbeitet  worden,  au 
Stelle  der  Qauss'scben  Methode  zur  Berechnung  des  Verlaufs  einer 
Sonneitfinsteniies  auf  der  Erde  ist  die  Zech'acbe  getreten  und  femer  die 
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Hansen'sche  Theorie  zur  Voran aberechnung  einer  SoDuenfiDstemiBE  tSi 
eiueD  gegebenen  Ort  nnd  die  Ableitnog  der  geograpbiacheD  Länge  ani 
der  Beobnchtnng  einer  Sonnen finstemisB  anfgenommen  worden.  Ala  voll- 
dtKndigea  R^chn  an  gebe!  spiel  ist  hier  die  Voransberechonng  der  Sonnen- 
finxtemiBB  1887,  Angnut  IS,  welche  Herr  von  Bedieger  «ostahrte, 
mitgetheilt.  Die  Behandlnng  der  Hondcnlminationen,  Sternbedecknogen, 
sowie  der  lotste  AbschDitt,  Berechnang  trigonometrischer  Messungen,  hat 
wesentliche  Verändemogen  gegen  die  frühere  Anriage  nicht  erfahren. 
Wie  bei  dieser,  bilden  auch  hier  zwei  AnhSnge,  über  die  Refiexiou- 
instromente  nnd  über  Interpolation,  den  Schlass  des  Werkes. 

Was  das  Aenescre  dos  Buches  betrifft,  so  bedauert  Referent,  da« 
die  beim  Gebrancb  unbequeme  Anordnung  der  Figuren  auf  Tafeln  am 
Ende  des  Werkes  beibehalten  ist  und  die  Figuren  nicht  in  den  Text 
selbst  eingedruckt  wurden.  VAtBMTiBBR. 


Snbitani  und  Bewegung,  von  J.  Clerk  Maxwell,  ins  Dentsche  Bb«- 
setzt  von  Dr.  Ernst  t.  Fleibchl,  Braunschweig,  Friedrich  Vieweg 
&  Sobn.     1879. 

Diese  Ueberselznng  von  J.  Clerk  MaxweU's  Mnlter  and  JVoTtw 
int  ein  sehr  verdienstvolles  Unternehmen ,  sie  nmfasst  nur  1 40  Seiten  kl.  8' 
neben  einem  ausführlichen  InhHltB-  und  Wortregister  und  kann  kurz  be- 
zeichnet werden  sIb  ,,die  jetzige  Naturlebre,  aufgefasst  als  Theil  in 
Mechanik".  Der  grundlegende  Begriff  ist  der  der  ßnergie  eines  mate- 
riellen Systems,  und  ein  haaptsScbliches  Hilfsmittel  aur  Entwickelang 
der  einzelnen  Lehren  ist  das  dee  Hamilton 'echen  Hodographen.  Di« 
Uebersetznng  ist,  nach  der  Versicherung  des  UebersetzerB ,  im  engsten 
AnschlusB  an  das  Original  geschehen,  mit  Ausnahme  einer  einsigen 
Stelle,    die   auf  einer  brieflichen  Mittheilung  MaxweH's  seibat  benibt. 

Was  den  Werth  des  Baches  anlangt,  so  können  wir  sagen:  eaateht 
etnsig  da  hinsichtlich  der  Deutlichkeit  und  Klarheit  nnd  hinsichtlich  des 
sparsamen  GobrauchB  mathematischer  Hilfsmittel.  So  ist  z.  B.  kein  Ge- 
brauch vom  Differential  quo  tienten  gemacht,  obwohl  der  Reibe  nach  ab- 
gehandelt werden  neben  einem  einleitenden  Theile,  der  hanptsiehlidi 
Definitionen  enthHIt,  die  Bewegung,  Kraft,  Eigenschaften  des  Massen- 
mittelpunktes, Arbeit  und  Energie,  Pendel  und  Gravitation  nnd  die 
allgemeine  Schwere. 

Wir  glauben  berechtigt  zu  dem  Drtheil  zu  sein ,  dass  kein  Anftnger 
das  Büchlein  ohne  grossen  Gewinn  studiren  und  kein  Physiker  ohne 
grosses  Vergnügen  durchlesen  wird. 

Freiberg.  den   1.  MJtrz  1879.  Th.  Küttkbitzbch. 


.,  C"i(.K>^lc 


Die  Omadprobleme  der  Heohanik,  eine  kosmologiBche  Skisse  von  Dr.  phil. 
P.  Lanbbh.     Halle  «.  8.,  Louis  Nehert.     1878. 

Dsa  in  überwiegend  philosophischer  Form  abgefasste  Schriftcben  von 
68  Seiten  gi.  8°  behandelt  In  einem  ersten  Theile  auf  54  Seiten  die  am 
meistea  bestrittenen  Punkte  der  Mechanik ,  wie  die  Begriffe  von  Kraft 
und  Hasae,  das  Parallelogramm  der  Kräfte,  das  Galilei'ache  Trägheits- 
gesetz and  das  Newton'sche  GravitatiosBgesetz.  Der  zweite  Tbeil  han- 
delt Über  die  ästhetischen  Eindrücke  der  Körper. 

Fflr  das  Schriftcben  selbst  ist,  Anfang  und  Ende  charakteristisch. 
Es  beginnt  Dämlich  das  Vorwort  mit:  „Die  folgende  Skizze  ist  in  der 
Absicht  entstanden,  die  Grundlagen  der  Mechanik,'  insofern  sie  Hypo- 
thesen oder  aus  der  Empirie  entnommene  Wahrheiten  enthalten,  hinsicht- 
lich ihres  begrifflichen  Wertbes  näher  zu  untersuchen."  Das  charak- 
teristische Ende  ist:  „Es  wäre  nicht  schwer,  alle  im  Vorhergebonden 
entwickelten  Anschauungen  beliebig  weit  und  beliebig-  delaillirt  zu  be- 
gründen. Eben  deswegen  sehen  wir  davon  ab;  es  wSrde  dieser  Schrift 
alsdann  der  Titel  einer  Skizze  nicht  mehr  zukommen.  In  den  umrissen 
ist  eine  Weltanschauung  jedenfalls  bestimmt  cbarakterisirt.  Enthält  sie 
fruchtbare  Id%en ,  so  reicht  die  Skizze  hin ,  um  ihnen  Leben  zu  verschaf- 
fen, und  enthält  sie  dieselben  uiebt,  dann  wäre  erst  recht  die  Kfirze  der 
Darstellung  der  grösste  und  einzige  VortheiL" 

Es  ist  dem  Referenten  unmöglich  gewesen,  klar  und  deutlich  nament- 
lich im  ersten  Tbeile  des  Schriftchens  zu  erkennen,  wie  der  Verfasser 
die  anerkannten  Schwierigkeiten  der  Mechanik  vermeiden  will;  wäre  nicht 
das  Schriftchen  vom  Verfasser  selbst  als  Skizze  bezeichnet  worden,  so 
würde  Referent  ihm  diesen  Namen  mit  besonderem  Nachdruck  gegeben 
haben. 

Freiberg,  den  10.  Februar  1879.  Tu.  Köttübitesch. 
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Historisch- literarische  Abtheilung. 


Einige  von  Archimedes  voransgesetzte  elementare  S&tze. 

Von 

Dr.  Heibehg 

In  Kopenhagen. 

Hierzu  Taf.VI  Fig.  8— 10. 

Wo  wir  directei  Qaellen  zar  Geschichte  der  Mathematik  entbehren, 
vie  fflr  den  Zeitranm  zwischen  Bnklides  nnd  Archimedes,  sind  Rück- 
Bcblitese  ans  den  zunächst  Bpäteien  mathematischen  Werken  der  einzige 
Weg,  nm  die  Fortschritte  der  Kenntnisse  in  der  Zwischenzeit  sn  erkennen. 
Ich  bähe  daher  Quaesl.  Architn,  Cap.  IV  ausser  den  von  Arcbimedee 
aufgestellten  neaen  arithmetischen  SKtzen  diejenigen  gesammelt,  die  von 
ihm  als  bekannt  Toraasgesetzt  werden,  aber  bei  Enklides  nicht  vor- 
kommen. Es'war  dabei  natürlich  nicht  meine  Meinnng,  dass  diese,  zum 
Theil  sehr  nnerheblichen  Erweitemngen  der  Euklidischen  LebigebSnde 
BÜmmtlich  dem  Zeitalter  des  Archimedes  zuzuschreiben  seien ;  zum 
Theil  reichen  sie  gewiss  bis  in  die  Enklidiache  Zeit  hinanf,  ob  man 
gleich,  wie  es  öfters  mit  Recht  hervorgehoben  worden  ist,  aar  mit  grösster 
Vorsicht  aus  dem  Bekanntsein  eines  Satzes  anf  das  seiner  Conseqnenzen 
schliessen  dürfe.  Aber  selbst  wenn  man  sicher  annehmen  kann,  dass 
ein  Satz  viel  Kiter  sei,  ist  es  doch  für  die  Geschichte  der  Wissenschaft 
nicht  ohne  Wichtigkeit,  bestimmt  angeben  zn  können,  bei  welchem  Ver- 
fasser jener  Satz  zuerst  ausdrflcklich  voranegesetzt  werde.  Im  Anschlnss 
hieran  will  ich  die  von  Archimedes  als  allgemein  bekannt  benntzlen 
plan  geometrischen  nnd  stete  ometrischen  SBtze  znsammens  teilen,*  insofern 
sie  bei  Enklides  nicht  vorkommen.  Die  Erweiterungen,  die  Archi- 
medes selbst  diesen  beiden  Disciplinen  hinzugefügt  hat,  halte  ich  nicht 
für  nöthig  herrorznheben ,  weil  er  sie  in  zwei  besonderen  Werken,  ntf/l 
aipalfae  xal  »vktvS^ov  nnd  xvxlov  i^h^titts,  niedergelegt  hat.  Uebrigens 
kann   die  Möglichkeit  nicht  ansgeachlossen  werden,   dass  Atohimedes 

*  Nicht  beracküchtigt  sind  die  Bflcber  Migl  dxoviiivmv. 

lll((.-lit  AkUilg.  1.  ZaItMhr.  f.  I(*th.  n.  Pbp.  XXIV,    .  IS 
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auch  einige  von  den  hier  anfgefHbrten  Sützen  selbst  erfunden  habe,  sie 
aber  TUr  so  leicbt  nnd  einlencbtend  bJelt,  dass  er  glaubte  seinen  Lesern 
(denn  er  scbrieb  onr  fflr  die  in  der  Matbematik  ziemlich  weit  gekomme- 
nea]  znmnthen  zd  können,  den  Beweis  ans  dem  aus  Gnklidea  bekann- 
ten Material  selbst  aufznbanen. 

Ich  fange  mit  den  plangeometriscben  SStcen  an  und  zwar  mit 
einigen  Erweitemngen  der  Tbeorie  der  Parallelen. 

1.  Wenn    (Fig.  3)    AB'^CD,    wird    die    Proportion    gelten: 
JE:EB^DE:CE  (folgt  einfach  aus  Enkl.  I,  29  und  VI,  4). 

Dieser  Satz  wird  angewandt  nt(/i  9<fttlQ.  n.  kvX.  I,  22  p.  101,  3;  die 
Torbergehende  Begründung  ist,  wie  ich  andersvo  zeigen  werde,  nneebt. 
Ohne  Begründung  bennlzt  Arcbimedes  denselben  Satz  tttt}}  U/x.  p.223,2 
und  7  p.  224,  18.  Auch  9  p.  225,  46  kann  die  Proportion  KE:Jk'=Ar:AJ 
nur  durch  diesen  Satz  gefolgert  werden  {ew^ivri  aus  3E:3K=  rJ:AJ\ 

2.  Wenn  (Fig.  4)  JÄ  +  tJ^i^F,  wird  sich  verhalten:    AC-.CB 
=  BD'.DF  (nach  Enkl.  VI,  2). 

Hiervon  macht  Arcbimedes  inm.  iaa<i^.  11,4  p.  40,  46  Gebrandi, 
aber  auch  ni^l  »uvoiid.  10  p.  272,  28  beruht  die  Proportion  ZA 
XAff:JKXiCB  =  Zr*:A/l*   auf   diesem  Satze;    vergl.  p.  274,  6  fl^- 

3.  Wenn    (Fig.  5)   AS^CD,    verhalt   sich  AE:  EB-=CF:  FD 
(vergl.  Clavius  zu  Euklid  I  p.  295). 

"Dieser  Satz  kommt  nicht  selten  zur  Anwendung,  wie  xrrQuy.  tuifaß.b 
p.  20,  24;  16  p.  28,37  (denn  MA=C>A  wird  daraus  geschlossen,  dasi 
MA:OA=IiA:AP\  aber  f/A^AP,  weil  BE=EB  und  BEiRB 
=  KA:AP);  inm.  iao^.  II,  5  p.  41,  41  (wo  ZN=//n  daraus  folgt,  dasi 
^^  =  ^rund  AA:jr=ZN:KB). 

4.  Den  Hauptsatz  Über  den  Transversal  AB:  BC=AB:  DE{Fig.$) 
hat  schon  Euklid  (VI,  2),  und  Arcbimedes  benutzt  ihn  falnfig.  Aber 
bei  ihm  kommt  auch  die  bekannte  Folge  AC :  A B  =  CE:  BD  vor,  wie 
KCft  ffqo.  K«t  xvl.  I,  31  p.  109,  16  (vergl.  Eutokios  p.  109,  30  flgg.);  I,  44 
p.  123,  4  (wo  ein  ganz  Xbnlicber  Scbluss  gezogen  wird).  Auch  «^ 
xuvoEid.  23  p.  287,  30  erbSit  man  die  Proportion  B/l  :&&  =  ^A:ES 
vermöge  dieses  Satzes. 

Hieran  mögen  sich  einige  das  Dreieck  betreffende  SXtze  reihen. 
5.    Die  Linie,  welche  einen  Winkel  des  Dreiecks  balbirt, 
ist  kleiner,   als  die  halbe  Summe  der  den  Winkel  ein- 
schliessen.deD  Seiten. 

Diesen  SaU  föhrt  Arcbimedes  xtgi  lUx.  13  p.  232,  2  ansdrüi^lieh 
als  bekannt  an:  tilkü  xäg  Iv  lu  t^iYtivat  tag  AB  tixa  iffivovooi  '<" 
ytavtav  ntliavif  Ivu  i}  ömläeiM  {al  AH,  AF).  Den  Beweis  giebt  n.  A. 
Stnrm:  Uebers.  S.  403. 

6.  Die  Medianen  kommen  bei  Euklid  nicht  vor,  Arcbimedes  hat 
aber  sie  folgende  Sttze: 
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a)  Der  Schnittpaukt    der    Medianen    fällt    auf  EB,   wenn 
der  Linie  ED=^AD  (Fig.  7), 

Dieser  Satz  ist  in  den  Worten:  forai  j^  xov  ft.lv  dBr-tptyavov 
xivTQov  TOv  ßä^tof  M  rag  ß!\f,  liitiiijntf  t^hov  jiffog  if  SB  täf  BJ, 
xvl  Sia  ntv  B  aa(iitov  attpalXtikos  rä  ßacit  »xtdi  d  M6  enthalten  inia, 
laoQ^.  I,  16  p.  15,  7;  denn  I,  14  ward  bewiesen,  dase  der. Schwerpunkt 
eines  Dreiecke  der  Scbnitlpnnkt  der  Medianen  aei.  Den  Beweis  g:iebt 
Entokios  p.  15,  40figg.  Derselbe  Satz  wird  inm.  ^aofp. II,  S  p.  41,2eflgg. 
angewandt. 

b)  Der  Schneidepunkt  der  Medianen  fSllt  auf  die  Mitte 
der  Linie  EB  (Fig.  7)  (anter  der  oben  angegebenen  Bedingung), 

Dies  spricht  Archimedes  ttt^ay.  jiaQaß.  6  p.  21,  Sflgg.  aus  in  den 
Worten:  innaa&m  Jij  ä  BF  yptift^a  xata  to  E  ovrmst  uffii  Sutkaalova 
tlfxtv  TOV  FE  täs  BB,  KOI  ax9a  na^a  tav  JB  a  KE,  xal  ttzfiüa&ca  ii%tt 
xoTTo  10  B.  Tov  ii]  BjI  r  TQtymvov  xivTnov  ßdgtös  tm  lo'  B  aafteiov. 
diStintai.  yttQ  TovTo  Iv  toi;  Mrjxavtnotg ,  A.  h.  Inin.  laöfK/.  I,  14,  wo  aber 
eben  nur  das  bewiesen  wurde,  dasg  der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  mit 
dem  Schnittpunkt  der  Medianen  zusammen  falle. 

7.  Dass  zwei  Dreiecke  bei  gleicher  HShe  sich  wie  die  Qnindlinien 
verhalten,  beweist  Euklid  VI,  1.  Uass  sie  aber  hei  gleicher  Grund- 
linie sich  wie  die  Hüben  verhalten,  findet  sich  hei  ihm  noch  nicht 
ausgesprochen  (vei^l.  Clavinsl  p.  293),  und  der  Zusammenhang  dieser 
SStzG  lag  den  Giiechen  bei  ihrer  ganzen  An  seh  annngs  weise  hei  Weitem 
nicht  so  nahe,  als  es  uns  scheint.  Den  angeßlhrten  Satz  wendet  nnn 
Archimedes  mehrmals  an,  wie  z.  B.  xtxgay.  na^aß.  17  p.  29,  40  (wo 
AB/ir=iBSr  daraus  folgt,  dass  B.d  F:  BB  F^  BJ  :  E0)  und  ntgl 
KiovociS.  25  p.  291,  15.  Eine  der  nnerigen  sich  nähernde  Auffassung  zeigt 
die  SchluBsfolge  ncgi  iimvoiiS.  4  p.  265,  29flgg.:  taat  Sqo  ivii  atBH,  AK 
(die  Höhen)-  htX  &k  Xam  xol  at  BH.,  äZ-  (die  Grundlinien;  man  sollte 
also  erwarten,  dass  Archimedes  hieraus  sogleich  auf  die  Gleichheit  der 
Dreiecke  schliessen  wtirde;  er  fügt  aber  hinzu:)  «norf  Xcov  Ifftl  xi  ini 
xüv  BH,  BH  ntgttxofitvov  xm  vnö  xäv  AK,  dZ.,  "Ivov  a(>a  ln\  xtrl  rd 
BHB  xgiytavov  x^  AAZ  x^iycSv^. 

Noch  mSgen  hier  zwei  Sätze  ihren  Platz  finden,  die  in  die  Trigono- 
metrie hin  überspielen. 

8.  Es  seien  ^£C,  nbc  (Fig.  8)  rechtwinklige  Dreiecke.    Dann  wird, 
wenn  Lb<.B,  folgende  Proportion  stattfinden:  AB-.BC 
>ab:bc. 
Auf  diesen  Satz  stützt  Archimedes  die  Behauptung  ittfl  etp.  %al 
xvl.  I,  4  p.72,  16,  dass  MK:AK.>  FH'.HT.    Den  ganz  einfachen  Be- 
weis giebt  Entokios  p.  73,  33flgg. 
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9.    Es    seien     ABC,    EDF    (Fig.   9)    Tecbtwinklig«    Dreiecke,     und 
BC=DE,   aber   AC^  FE.     Dann   wird   folgende  Propor- 
tion etftttfindea:    AB  :  FD  <  L  PFElL  BAC<  JC:  FE. 
Uieseii  Satz  spricht  Aruhimedes  Ifuitiih.  p  324,  4flgg.  (I,  21  p.182 
in  meinen  Quaeationet  Archimedeae)  bo  ans,  jedoch  ohne  Beweis:  al  ytf 
xa    äiicöv  Tftynvfüv   Of&tiymvliov  al  ^iv  attQOt  Tfltv^al  at   atfi   tav   opSnv 
■ytavlav    ioai   Imvxi,    at  ii  attgai   Sviaot,   a    jui/^mv    yavta  lätr  noti    mti 

yQttHlitt  tSv  tfno  xav  ö^&av  ymvlav  vnoictvovaüv  norl  tiv  IXäawvv,  lläo- 
oova  ii  t)  tt  neiimv  yq^nna  jäv  ncßt  tav  OQ&av  yeivlav  noxl  Tttv  Häaaova, 
Den  Beweis  habe  ich  Quafil.  Arch.  ;i.  204  —  205  nach  Commandinai 
aas  geführt. 

üeber  Vierecke  findet  sich  Folgendes: 

10.  In  einem  Parallelogramm  schneiden  sich  die  Diagona* 
len  im  Uittelpnnkte  der  die  Mittelpunkte  einander 
gegenfibeistehender  Seiten  Terbindenden  Linie. 

Auf  diesem  Satze  beruht  die  Folgemng  ijiin.  iaof^.  IE,  1  p.  36,  16  fl^.: 
intt  Xati  in\v  a  AB  xi  BK  k«1  Zla  £  AK.  läj  «jiivovt/ov  itktvffus  üjft 
rilivH,  olov  10V  HM  xivifov  tov  ßä^eö;  iati  to  6  aanttov;  denn  I,  Ifl 
ward  nur  bewiesen,  dass  der  Schwerpunkt  eines  Parallelogramms  mit  dem 
Schnittpunkte  der  Diagonalen  zusammentreffe. 

11.  Wenn  AF,  BE  und  CD  (Fig.  10)  verlängert  in  einen 
Punkte  snsammentreffen,  wird  ABEF:  ACDF=  AB  :  dC 
gelten.     LAFE  ist  900. 

Dieser  Satz  wird  itT^tr^.  naffuß.  14  p,  26,  3  angewandt,  wo  ans  der 
Proportion  Br:BE=i;£:E<I»8ogleicb  gpsublossen  w\xA  BA:BE  =  JE-.KE, 
weilB^  =  Brund  nach  diesem  Satze  iE:  £<D=^Et  KE.  Auch  mpoy. 
nafojS.  16  p.  28,  27  mnss  MA=<!>A  auf  folgende  Weise  vermöge  dieses 
Salzes  gefolgert  werden:  NA  =  AP  (s.  oben  Nr.  3),  aber  MA:0A 
^  NA  :  AP.  Auch  mgl  xmvotid.  5  p.  266,  S3  figg.  wird  nach  diesem  Sstie 
gpBcbloasen  AEiBM=  BE-.BB^  hier  ist  die  Bedingung  ansdrücklich  bio- 
zngefUgt,  aber  in  einer  andern  Gestalt,  nämlich  dass  AB:BC  (in  Fig.  10) 
dem  Verhältnisse  FE:  ED  gleich  sein  solle  (p.  266,  33:  inti  yig  ai  ES, 
EA  wxQtxoi  cif  tov  aviov  Xöyov  ThftaviM  xctic  tä  M,  B).  Der  Beweis 
kann  ungeRihr  so  geflibrt  werden:  ABEF  =  ^AFX  FE+ ^AFXAB 
—  iAFX{FE+AB);  ebenso  ACDF=  ^AFXiAC+FD)  3:  ABEF-.JCDF 
~  FE  +  AB:AC+FDi  aber  GA -.GF^  A  B:  FE=  AC:  Fß;  darsM 
Aß  +  FE:AC+F£>  =  AB:AC  a:  AB  EF:  ACDF=  A  B  :  AC. 

J2.  Ein   regelmässiges   Vieleck  ist  einem   Dreieck  gleich, 

dessen    Höhe    der   kleinste   Radius    des    Vielecks   nnd 

dessen  Qrundliaie  der  Perimeter  ist. 
Wird  z.  B,  %v%X.  (.irp.  1  p.  204,  3  angewandt. 
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13.  AehnlicheregnläruVielecke,  die  in  Kreise  «iageschrie- 
beo  sind,  verhalten  «ich  vie  diese  (Enkl.  XII,  1  —  2). 

Wird  ntfi  kwvohS  5  p.  266,  4flfigg.  (dtoit  k«1  of  kv'njLoi  rovtov  tixov 
lo'v  iöyov)  angewandt  (vergl.  Clavins  zn  Enkl.  I  p.  228). 

14.  Zitkelsectoren  verhalten  steh  bei  gleichen  Winkeln 
wie  die  Qaadrnte  der  Radien  der  respectiven  Zirkel 
(denn  sie  verhalten  eich  wie  die  Zirkel). 

Wird  angewandt  nt^i  UU.  26  p.  249,  lö  flgg.  (Lin.  21 :  at  yaf  Ix  twv 
»ivTQoiv  Tuiiia>>  fjont  tdv  köyov  iwäfitt  not'  äkkaitte)  and  28  p.  254,  23  flgg. 

15.  Den  Satz,  daes  die  Schenkel  des  Tangentenwinkels 
gleich  Bind,  hat  Enklides  noch  nicht  (Clavins  I  p.  171);  Archi- 
medes  aber  beuntzt  ihn  Kt/xl.  (litg.  1  p.  204,  11  (rf  yaf  PM  t^  PA  Tot] 
iatlv), 

16.  Jede  Senkrechte  von  einem  Punkte  der  Zirkelperi- 
pherie anf  den  DurchmeBser  ist  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  den  beiden  Stücken  des  Durchmessers. 

Diesen  in  Enkl,  VI,  13  enthaltenen  Satz  spricht  Archimedes  acpl 
%mv,  13  p.  276,  8  mit  folgenden  Worten  aas:  <f  S^a  KB  Toov  iwaetiTat 
CO«  unö  (räv)  ZSy  SE'  ^titwxlwv  yäf  im  lö  jnl  tag  £Z  nal  ä  KS 
xaOiTOf  ovoa  liiau  ylvtita  uväkoyov  t«v  E8,  BZ;  vgl,  8  p.  270,  6,  wo 
AM*  =  AjiX  AZ  ao  begründet  wird:  tv  ^iiuivitllm  yixQ  i^  nepl  tdv  AZ 
xa^ETOf  äx<hi  ä  AM;  auch  angewandt  10  p.  272  extr.;  274, 8;  14  p.  277, 10. 

Schliesslich  sollen  noch  einige  wenige  nnd  wenig  bedeotende  Sätze 
ans  der  Stereometrie  beigefügt  werden,  die  ein  Supplement  zn  den 
Enkl.  XI,  3—19  vorgetragenen  elementaren  Sätzen  über  Ebenen  bilden. 

17.  Eine  dnrch  zwei  von  drei  parallelen  Linien  gelegte 
Ebene  wird  entweder  die  dritte  mit  anfnehmeu  oder 
ihr  parallel  sein. 

Wird  angewandt  ntfl  x«vo»9.  16,  c  p.  279,  44  flgg. 

15.  Eine  Ebene,  die  anf  der  einen  von  zwei  parallelen 
Ebenen  senkrecht  ist,  wird  anch  anf  der  andern  senk- 
recht Bein. 

Angewandt  ntfl  xmvotii.  18   p.  281,  24  {toait  xsl  norl  ro  tiai/tiHti- 

loV    KVIC^). 

19.  Eine  Ebene,  die  einer  andern,  anf  einer  dritten  senk- 
recht stehenden  Ebene  parallel  ist,  wird  selbst  anf  der 
dritten  senkrecht  stehen. 
Wird  ntfl  »mvoftS.  24  p.  289,  t2  voraosgeBctzt,   wenn  daraus,    dass 
die  Ebene   durch  <DT  der  durch  jif  gelegten    parallel  ist,   geBchlossen 
wird,    dass  sie  das  Konoid  in  B  berUbre;   denn  nach  prop.  17,  b  p.  281 
mnsB  sie   anf  din  Ebene  ABI'  senkrecht  sein,    was  also  stillschweigend 
daraus  gefolgert  wird,  dass  sie  der  auf  >4Br  senkrecht  stehendon  Ebene 
durch  Ar  parallel  ist. 
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20.  Dareh  eine  nicht  senkrechte  Gerade  kann  nnr  eine 
Ebene  anf  eine  andere  senkrecht  gelegt  werden. 
Wird  aoadrttcklich  anfgeftlhrt  (aber  ohne  Beweis)  nii/i  xiBvofiJS.  IS 
p.  2SI,  SOflgg.:  cl  61  ftri,  laeovvtat  Svo  Inintia  nof\  m  avvo  htlntiov 
öf8a  int  tag  aviSs  yp«itiiäf  oyitiva  ov'h  iovaag  i^Oäg  not!  lö  hcititioy. 
Ebenso  anch  ni^i  kiovociö.  20  p.  283,  T^gg-:  iq»apf(o£fi  ii  xal  to  inlittiov 
li  Kont  tav  NZ  t^  naxa  tov  AF^  htt\  uito  tag  avzäg  yfOftiiSt  itoxi  ro 
uvTO  inlatäov  üfupöttfa  [ö^a?]  ivti. 


Drei  Briefe  von  Lagrange. 

Von 

Mobitz  Cantob. 


Wir  haben  uns  in  der  bistor.-literar.  Abthlg.  8.  1 — 21  des  vorigen 
Bandes  in  eingebender  Weise  mit  dem  Briefwechsel  zwischen  Lagrange 
nnd  Enler  beschSdigt,  welcher  atuu  Tbeil  erst  ganz  nenerdings  an  die 
Oeffentlicbkeit  gelangt  war.  Hente  sind  wir  in  der  Lage,  unsere  Laser 
wieder  anf  drei  Briefe  von  Lagrasge  anfmerksam  machen  an  können, 
welche  der  Berliner  nnd  der  Bologneser  Bibliothek  entstammen  und  welche 
Fürst  Boncompagni  in  Xhnlicher  Weise  in  Berlin  nnd  Florenz  hat 
aatographiren  lassen,  wie  ec  es  mit  den  obenerwähnten,  in  Petersbnrg 
an fgefnn denen  Briefen  an  ihrem  Fnndorte  Teranelaltet  hat.  Wir  sind 
zugleich  in  der  Lage,  von  den  zutreffenden  Bemerkungen  Oebrancb  so 
machen,  welche  Herr  Genocchi  bezüglich  aweier  dieser  Briefe  der  Tn- 
rinet  Akademie  in  ihrer  Sitzung  vom  23.  Februar  1879  unterbreitete,  sowie 
anderer,  welche  Herr  Favaro  drei  Wochen  EpSter  am  16.  Mftrz  der  Aka- 
demie Ton  Padua  vorlegte. 

Die  Briefe  sind  allerdings  wissenschaftlich  keineswegs  von  dem  Inter- 
esse, welches  sich  ans  dem  Umstände  herleitet,  dass  ein  Brief  uns  oft  besser 
als  eine  Abhandlung  das  Kntsteben  grosser  Gedanken  erkennen  Ifiset. 
Sie  zeigen  uns  nnr  den  Menschen,  nicht  den  Gelehrten  Lagrange, 
aber  diesen  als  liebenswürdigen  Briefsteller.  Namentlich  der  erste  Brief 
ist  in  dieser  Beziehnng  herTorznheben.  Lagrange  schrieb  ihn  von  Paiis 
ans  unter  dem  15.  Januar  1801.  An  wen  er  gerichtet  war,  ist  nicht  atu- 
drttcklich  gesagt,  aber  verschiedene  Umstände  lassen  es  unzweifelhaft 
erscheinen,  dass  der  Adressat  Niemand  anders  gewesen  sein  kann,  ab 
Franz  Theodor  De  La  Garde,  Bucbhündlsr  in  Berlin  und  t  in  Chai- 
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lotteobuTg  den  3.  Jnli  1824.  Es  handelt  sich  um  BUcher,  welche  der 
Adressat  darch  Vermittelaog  des  Pariset  Verlegers  Duprat  an  Lagrange 
geschickt  hatte,  darunter  „Denina,  Geschichte  Piemonts  und  der  übri- 
gen Staaten  des  Königs  von  Sardiaieo",  welches  1800—1805  in  drei 
Binden  gerade  bei  F.  T.  la  Qarde  in  Bertin  erBchieneu  ist  and  wovon 
offenbar  der  I.  Band  hier  gemeint  ist.  Es  ist  aasserdem  von  Madame 
Ue  la  Garde  die  Rede,  welcher  Frau  Lagrange  als  Gegengeschenk 
für  einen  Koman  der  Frau  von  GonUs  {Les  mires  rivalet  ou  la  Calomnic, 
1800  in  Berlin  nnd  Paris  erschieoen)  einen  modernen  Wiaterhat,  einen 
sogenannten  Tnrban,  Buscbickt.  La  Garde  scheint  anch  Garten-  oder 
FeldbaaUebhabereien  gehabt  zu  haben,  denn  das  Gegengeschenk,  welches 
Lagrange  ihm  znwendet,  besteht  in  einem  PSckchen  Saamen  chine- 
sischen Hanfes,  dessen  Besitz  Lagtange  seihst  einem  gewissen  Tonin 
verdankte.  Wahrscheinlich  ist  damit  Andrä  Thouiu  gemeint,  seit  1774 
känigl.  ObergSrtnei  und  Mitglied  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten; Die  einzige  mathematische  Bemerkung  des  Briefes  bezieht  sich  aaf 
Montncla's  Geschichtswerk.  Montncla  wat  am  18.  December  1739 
in  Versailles  gestorben  nnd  hatte  das  Hannscript  der  beiden  ersten  BSnde 
det  cweiten  Auflage  seiner  Geschichte  der  Mathematik  drnckfertig  bintet- 
lassen.  Dei  erste  Band  war,  als  Lagtange  diesen  Biief  schrieb,  schon 
erschienen,  der  zweite  war  ontet  der  Fresse.  Lagrange  verspricht  sich 
nicht  viel  von  demselben.  „Der  Gegenstand  überstieg,  glanbe  ich,  das 
Uaass  der  ErXfte  des  Verfassers;  ich  rede  von  der  Ahtbeilnng,  weiche 
die  Fortscbiilte  der  Mathematik  im  letstveiflossenen  Jahrhundert  behan- 
delt; denn  was  den  schon  bekannten  Theil  betrifft,  so  lilsst  dieser,  wie 
mir  acheint,  recht  wenig  zu  wUescben  übrig."  Noch  mehr  Misstrauen 
aetzi  Lagrange  in  Lalande's  Fähigkeit,  bei  nnvollendeten  Abschnitten 
ergänzend  einautreten,  und  dieses  Misstrauen s  hat  sich  Lalande  in  der 
That  recht  sehr  würdig  erwiesen.  Was  Montncla  in  einer  Geschichte 
der  Mathematik  im  XVIII.  Jahrhundert  hätte  leisten  künnen ,  wissen  wir 
nicht,  da  die  beiden  von  ihm  fertig  gestellten  Bände  nur  bis  zum  Schlüsse 
des  XVII.  Jahrhunderts  reichen,  im  dritten  Bande  aber  das  von  Mon- 
tncla Herrührende  kanm  mehr,  als  eine  erste  Aufzeichnung  genannt 
werden  kann. 

Der  zweite  Brief  ist  an  Laplace  gerichtet.  War  es  beim  ersten 
Briefe  möglich ,-  aus  dem  Inhalt  den  Adressaten  zu  erkennen,  so  ist 
bei  dem  zweiten  die  mangelnde  Datirang  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
za  ergäuzen.  Lagrange  dankt  nämlich  für  Laplace's  Abhandlung  über 
Approximationen  und  Fürst  Boncompagni  bat  offenbar  richtig  ver- 
mntbet,  es  sei  das  „Siemoire  sur  leg  approxtmalions  des  formules  qui  soiit 
/oncliuns  de  Iris-granits  nombres'^  gemeint,  welche  1785  in  Paris  in  der 
Sisloiie  de  VAcademie  etc.  aanee  1782  gedrockt  erschien.  Die  Abhandlung 
aus  dem  letzten  Jahre,  welche  Lagrange  dagegen  LapL^CBbiUBäU^pN, 
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weil  es  eben  eine  zweite  Abhandlung  sei  nnd  Laplace  die  erste  schon 
besitze,  mnss  die  „Theorie  des  variatiotu  seculatrei  des  eldmenlt  des pliaieles^ 
aus  den  VeiOffentlichnngen  der  Berliner  Akademie  tod  1783  nnd  1784 
sein,  wie  gleichfalls  von  unserem  italienischen  Fachgenossen  beme^ 
worden  ist.  Das  Briefchen  an  Laplace  mnss  demnaeh  1785  geschrie- 
ben sein. 

Der  dritte  Brief  ist  ein  unter  dem  6.  April  1773  von  Berlin  ans  an 
Canterzani,  den  Secretäi  der  Akademie  von  Bologna,  gerichtetes  Dank- 
Bchreiben  Lagrsnge's  für  seine  Ernennung  zum  Mitgliede.  Da  man 
bisher  nicht  wnsste,  dass  Lagrange  überhaupt  der  Akademie  von  Bologna 
angehörte,  so  entbehrt  auch  dieser  sehr  fßrmlidie  Brief  in  fr&nz9sischer 
Sprache  nicht  einiges  Interesses. 
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Recensionen. 


Ott'8  ^aplÜMihes  Bechnen.  BemerknugeD  zu  der  Beceuaion,  die  Herr 
Dr.  M.  Camtor  im  XXIV.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift,  S.  146  bis 
147  der  liistor.- litemr.  Abthlg.,  veröffentlicht  hat* 

Es  ist  eine  alte  Sitte,  dass  bei  der  Becension  eines  Buches  vor  allem 
Ändern  der  Inhalt  nnd  Zweck  desselben  angegeben  and  neben  den  etwa 
vorhandenen  MKngeln  auch  die  guten  Seiten  desselben,  und  namentlich 
das,  was  es  Neues  bringt,  gewürdigt  werde. 

Dieser  Usus  scheint  aber  dem  Herrn  M.  Cantor  unbequem  zu  sein, 
denn  nachdem  er  gleich  von  vornherein  erklXrt,  dass  ihm  die  drei  vor- 
hergehenden Anflagen  des  betreffenden  Werkchens  vfiUig  nnbekannt  ge- 
blieben sind  (was  nicht  Schuld  des  Autors  ist),  wendet  er  sich  sofort  zu 
den  Mängeln  des  Werkchens,  die  seiner  Ansicht  nach  darin  bestehen, 
dass  der  Autor  fiber  die  mathematische  Ausbildung  der  Leser,  welche 
von  ihm  belehrt  werden  sollen,  im  Unklaren  war.  Er  bemSngelt,  dass 
bei  den  Lesern  die  Kenntniss  der  Regeln  ttber  den  Gebranch  der  Loga- 
rithmen, der  Begriff  der  geometrischen  Beihen  nnd  die  Kenntniss  der 
Gleichung  der  Ebene  nicht  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  wShiend  an- 
dererseits von  der  Gnldin'schen  Begel  und  jener  über  die  Zeichenfolgen 
und  Zeicbenwecbsel  Gebrauch  gemacht  und  sogar  die  logarithmische  Spi- 
rale nnd  die  Sinnslinie  benätzt  werden. 

Hätte  der  Herr  Becensent  die  Vorrede  zu  den  früheren  Auflagen 
gelesen,  so  würde  er  sich  überzeugt  haben,  dass  der  Autor  nur  jene 
Kenntnisse  voraussetzte,  die  an  Untergymnasien  oder  Unterrealschulen 
gewonnen  werden  kSnnen,  und  dass  daher  das  Bechnen  mit  Logarithmen, 
äaa  Wesen  der  Progressionen  und  die  analytische  Geometrie  nicht  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden  durften.  Der  Gebrauch  der  Guldin'schen 
Begel  nnd  jener  Über  die  Zahl  der  positiven  nnd  negativen  Wurzeln 
einer  Gleichung  diente  nur  als  Mittel  zum  Zweck,  weshalb  ihre  Ableitung 
nicht  am  Platze  gewesen  wäre,  wSbrend  die  Eigenschaften  der  logarith- 

*  Aumerknng  der  Bedaction,  Wii  ersnehen  nnsere  Leser,  dieser  Anti- 
kritik ihre  Auäneiksamkeit  su  widmen.  Sie  werden  daraus  beasra,  ^»  dorch  weit- 
läufige ÄuseinanderBetzinigen  Von  unserer  Seite  entnehmen,  wie  bnchsUblich  ge- 
.  rechtfertigt  unsere  Aossteilungen  waren. 
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mischen  Spirale  nnd  Sinaalinie  in  gans  elementarer,  leicht  fasslicber 
Weise  entwickelt  wnrden.  Dieser  elementaren,  leicht  fasslichen  Darstel- 
langBweise  verdankt  das  Werkeheu  seine  weite  Verbreitung  und  Brauch- 
barkeit, die  am  besten  dadurch  docnmentirt  erscheint,  dass  dasselbe  toq 
namhaften  Ingenieuren  ins  Englische,  Französische,  BolUndieche,  Ita- 
lienische, Polnische  und  Schwedische  ttberuetzt  und  in  berrorragenden 
teobnischen  Zeilschriften  günstig  beartbeilt  worden  ist.  Schliesslich  loiiu 
noch  bemerkt  werden,  dass  die  mir  von  Herrn  Dr.  M.  Gantor  id- 
gemutbete  Folgerung:  „Jede  OberflXch»,  welche  die  drei  Coordinaten- 
ebenen  geradlinig  schneidet,  mUsse  eine  Ebene  sein"  entstellt  iat;  dcDO 

es  beisst  auf  8.  179  wörtlich:   „Da  also  die  Flache  — +  x  +  — =  1   die 

"i     ßi     ri 
Coordinatenebenen  nach  geraden  Linien  schneidet,  so  mnse  diese  FlSche 
selbst  eine  Ebene  sein." 

Prag,  den  24.  Juli  1879.  K.  v.  Ott. 


Der  geodätiMhe  Taefaygmph  und  dar  Taehygraph-Flumiiater.  Instrumente 
znr  Bchuelleu  und  genauen  graphischen  Constrnction  der  aus  dea 
Daten  einer  Theodolitvermessung  beraostellendea  Detailpläne,  sowie 
Bur  Ausmittelung  der  Flttebeniubalte.     Nebat  Studien  über  die 
Libelle  und  das  umlegbare  Nivellir fernroh r.    Von  Jobkf 
ScuLBSiHOEs,  o.  a.  Prof.  d.  descr.  n.  prakt  Geom.  a.  d.  k.  k.  Hoch- 
schule für  Bodencultur  in  Wien.     Hit  8  Holascbnitten  u.  2  Tafete. 
Wien,  1877.     Faesy  &  Friok.     8'.     115  8. 
A.    Der  auefflhrliche  Titel  beaeichnet  den  Zweck  des  geodfitischea 
Tachygraphen    ausreichend;   man  kann  süffigen,   dass  auch  die  Mes- 
sungen mit  einem   andern  Instrament,   das  die  Winkel  nach  Gradmaasi 
liefert  (Bussole)  rerwerthbar  sind.     In  der  Schrift  sind  alle  Einselbeilen 
beschrieben,  die  beigegebenen  Tafeln  sind  von  ungewShn Heber  Franbeil 
und  sobweflich   ohne  Lnpe  au   benutzen.     Das  Wesentliche  des  Instru- 
ments  ISsst  sieb  kurz   angeben:    Eine  starke,   gerade,  getheilte  Leit- 
schiene  wird  mit  Klammern  unverrückbar  auf  dem  Zeichenbrett  befestigt. 
Ein  rechteckiger  Rahmen  kann  IXngs  der  Schiene  gleiten,   so  daas  die 
langen  Seiten  rechtwinklig  zu   ihr  stehen.     Eine  der  Langseiten  ist  ge- 
theilt   und    eine   Spitze   ist  auf  ihr  verstellbar,    durch  deren  federndes 
Niederdrücken   ein   feines  Loch   dicht  an   der  getheilten  Linealkante  ia 
das  Papier  gestochen  wird.     Man  kann  also   (in  beliebigem  Maassstab) 
Punkte   auftragen ,    deren   Coordinaten  in   Bezug  auf  die    Richtung  der 
Leitscbiene  unmittelbar  gemessen  oder  ans  den  Messergebnissen  berech- 
net sind. 

In  dem  rechteckigen  Rahmen  ist  parallel  den  Langseiten  mit  geuauei 
FUhrnng  ein  quadratischer  Rahmen ,  der  Limbuarsbmen,  vergcbiebbai. 
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In  dieses  Qn  ad  rat  ist  ein  getbeilter  Kieis  eingesetst,  der  sn  Nonien  vor- 
über drehbar  ist,  wodurch  ein  mit  Ziehkante  versehener,  getheilter  Darob- 
messer  in  jede  beliebige ,  nach  Gradmase  gegebene  Neigung  gegen-  die 
Coordinateuftzen  (Schiene  nnd  lange  Bechtecksseite)  gebracht  nnd  eine 
längs  demselben  gezogene  Gerade  dnreh  jeden  Torherbeseichneten  Pnnkt 
der  Zeichnung  geführt  werden  kann.  Man  hat  also  znn&chst  einen  gnten 
W i nkel trän sp ort ear,  der  frei  ist  von  der  Unbeqnemliohkeit  and  Unsicher' 
beit  des  Centrtrens  des  Scheitelpunktes.  Es  lassen  sich  somit  die  werth- 
vollen  Verfahren  der  Uesstischanf nahmen ,  einen  Pnnkt  zeichnend  als 
Dnrohschnitt  zweier  Geraden  oder  als  Endpunkt  eines  gemessenen  Sirahls 
bekannter  Länge  darznetellen ,  leicht  nnd  genauer,  als  auf  dem  Messtische 
selbst  anwenden.  Darin  beraht  der  Hanptnutzen  des  Tachygraphen.  Fär 
die  Ansfertignng  von  DetailplHnen  ist  also  der  scbwerfUlige  Uesstisch 
entbehrlich,  anch  das  mfibsame  Anbinden  der  Pnnkte  durch  Nebeneoordi- 
naten  an  Polygonseiten  oder  ähnliche  Hanptrichtnngen  fällt  fort;  der 
Theodolit  oder  ein  ähnlicher  Winkelmesser  wird  für  die  Zwecke  der  gra- 
phischen Darstellnng  bis  in  die  letzten  Einzelheiten  nfltzlich  nnd  zweck- 
mässig verwertbbar.  Es  ist  dem  Verfasser  zn  glanben,  dass  (neben  an- 
deren Vortheilen)  der  Zeitaufwand  bei  der  Theodolitmessnng  nnd  Ihrer 
tachygrap  bischen  Verwerthang  geringer  ist,  als  bei  der  Messlisch  aufnähme, 
wobei  noch  zu  beachten  bleibt,  dass  die  Arbeiten  auf  dem  Felde  bei  gleichem 
Zeitaufwand  kostspieliger  sind,  als  die  im  Zimmer.  Hingegen  wird  grUsse- 
rer  Rechts-  nnd  Zukunftswerth  nicht  durch  die  Anwendung  des  Tach^- 
grapben  erreicht,  sondern  dieser  ist  in  den  unmittelbaren  Zahlen  der 
Theo dolitanf nähme  begründet.  Die  Einbbrgernng  des  Taohygraphen  kann 
man  sehr  willkommen  beissen.  Nur  kann  man  fragen ,  oh  die  durch  die 
mehifaehen  Theilnngen,  Nonien,  Klemmvorrichtungen ,  Mikrometerwerke 
n.  8.  w.  bedingte  verwickelte  Einrichtung,  das  grosse  Gewicht  und  der 
hohe  Preis  des  neuen  Instruments  im  richtigen  Verbältniss  su  den  erreich- 
baren Vortheilen  stehen.  Hauptontzen  der  zeichnenden  Darstellangen 
ist  die  Ermöglicbung  einer  guten  Uebersicht  der  gegenseitigen  Li^e  der 
Feldpunkte.  Hierzu  ist  äosserste  Genauigkeit  nicht  nSthig  und  sie  ist 
bei  keiner  Karte  zu  erreichen.  Bestände  sie  selbst  zu  gewisser  Zeit, 
so  machen  die  beständigen  Aenderungen  des  Papieres  sie  vergänglich. 
DemgemSse  kann  mau  wohl  der  Meinung  sein,  eine  einfachere  Vorrich- 
tung mit  massigerem  Preise  (einfacher  Tachygraph  ISO  fl. ,  vervollstän- 
digter 450  fl.  6.  W.!)  sei  noch  wünschen swertb. 

Der  Verfasser,  indem  er  die  einzelnen  mCglicben  Verwendungen  des 
Instruments  aufzahlt,  will  freilich  auch  ans  der  mit  dessen  Hilfe  her- 
gestellten Zeichnung  andere  Maasse  ableiten,  Flächen  berechnen  u.  a,  w. 
Das  ist  aber  doch  nur  gerechtfertigt,  wenn  man,  mit  Rücksicht  auf  Zeit- 
erapamiss,  mit  massiger  Annäherung  vorlieb  nimmt.  Was  gezeichnet 
werden  kann,   lässt  sich  immer  genauer  und  häu£g  sogar  schneller  und 
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beqnemer  rechnen.  Die  Rechnnng  seibat  bringt  keine  nenen  Fehler  in 
die  Eigebniaae,  während  die  gelungenste  Uebertrsgnag  von  UessnngeD 
in  die  Zeichnung  nothwendig  Dngenanigkeiten  hervorbringt  nad  dms  Ab- 
greifen (auf  irgend  eine  Art)  too  Mausen  aus  unvollkommener  Zeichnung 
»bermals  unvermeidliche  Fehlerquellen  in  sich  hiigt. 

Der  Verfasset  empfiehlt  seinen  geodätischen  Tachygrspbm  ftacb  zur 
mecbftnischen  Addition  gleicbabständiger  Ordinaten  (wie  bei  Anwendang 
der  Simpson'schen  Regel  znr  Fläcfaenberechnnng  vorkommt).  Dagegen 
glaubt  der  Berichterstatter  grundsXtzlich  sich  aussprechen  bu  können.  Es 
soll  die  Spitze  an  dem  getheitten  Lineal  anf  die  Anfangs-  nud  End- 
punkte der  Ordinaten  genau  eingestellt  werden;  nachdem  doppelt  soviele 
Einstellungen  gemacht  sind,  als  Ordinaten  zu  addiren,  liefert  der  Unter- 
schied der  zn  Anfang  und  bu  Ende  an  der  Lineoltbetlung  gemachten 
Ablesungen  die  verlangte  Snmme.  Unstreitig  ist  aber  die  rechnerisclie 
ZusammenaXhlnng  der  Längen  sicherer  und  viel  einfacher,  namentli«^ 
wenn  die  Ordinaten  ans  den  Feldmessungen  unmittelbar  oder  auch  nur 
mittelbar  durch  Rechnung  (zu  anderen  Zwecken)  bekannt  sind.  Die  Be- 
rechnung zu  dem  beaondem  Zwecke  möchte  sogar  hXnfig  voTZUzieheu 
sein.  Will  oder  kann  man  diese  nicht  vornehmen  und  will  also  aus  der 
Zeichnung  abgreifen,  so  ist  der  Tacbygraph  allerdings  brauchbar,  aber 
es  ist  besser,  das  getheilte  Lineal  nur  anzuschieben ,  nicht  die  Spitze  auf 
die  Endpunkte  zu  Bleuen,  sondern  mit  dem  Ange  allein  abzulesen.  Dazu 
kann  nun  eine  einfachere  Vorrichtnng  dienen,  z.  B.  ein  getheilter  Win- 
kel Ungs  getheilter,  gewöhnlicher  Zeichenschiene  verschoben,  prismatische 
Maassstfibe.  Out  getrocknetes,  gegen  die  Einwirkungen  der  Feuchtigkeit 
geschütztes  Holz  bat  Vorzfige  vor  dem  Metall  des  Tachygrophen ,  am 
besten  dtlrften  gläserne  Lineale  sein.  Deren  Theilung  kann  fast  ud- 
begrenzt  fein  gemacht  werden,  mit  einem  sehr  geringen  Aufwand  von 
Sorgfalt  und  Geschicklichkeit  die  Parallaxe  vermieden  werden. 

Ea  ist  theoretisch  verwerf  lieb,  da,  wo  es  nicht  unumgänglich  sün 
sollte,  erst  mit  scharfem  Hinseben  (es  soll  eine  Lupe  benutzt  werden) 
mit  seht  geschickter  und  mhiger  Hand  eine  Spitze,  deren  Dicke  niemals 
verschwindend  klein  ist,  auf  einen  Punkt  zn  bringen  und  dann  die  Stel- 
lung der  Spitze  gegen  eine  Theilung  abzulesen,  statt  unmittelbar  die 
Lage  des  Punktes  gegen  die  Theilung  mit  dem  Auge  zu  erforschen.  Han 
erlangt  bald  die  Fertigkeit,  die  Parallaxe  (die  beim  Einstellen  der  Spitze 
auch  vorkommen  kann)  zu  vermeiden  und  mit  blossem  Ange  Zehntel- 
miUimeter  zn  schätzen. 

Der  geodätische  Tachygrapb  kann  auch  in  anderer  Art  zur  Flächen- 
ermittelung  verwendet  werden.  Durch  Paiallelschiebea  der  Alhidade  wird 
nach  bekanntem  Verfahren  das  Vieleck  allmälig  in  ein  Dreieck  von  ge- 
wählter H6he  verwandelt;  aus  dem  Unterschiede  zweier  Äbleanngen  wird 
die  Grundlinie  des   flächen  gleichen   Dreiecks  gefunden.     Das  Verfahren 
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wird  wohl  den  so  bequemen  Gebrauch  der  Polarplanimeter  (und  anderer) 
nicht  verdrSngen,  es  ist  entschieden  nmstfindlicher  und  entbehrt  des  bei 
hXnfig  wiedeikehrenden  Geschäften  nicht  gleichmütigen  Voitheils,  obn« 
weitere  Ueberlegnng,  fSrmlich  mechanisch  vollführt  werden  2tL  können, 
nfithigt  endlich  zn  einer  (allerdings  sehr  einfachen)  Kechnung,  welche 
beim  Polarplanimeter  erspart  ist.  Zugegeben,  dass  mit  dem  T&chygraphen 
als  Planimetet  eine  etwas  grössere  Genanigkeit  eraielt  wird.  Ist  aber 
ausnahmsweise  verlangt,  einen  Flächeninhalt  mit  sehr  grosser  Genauigkeit 
KU  kennen ,  so  ist  die  unmittelbare  Berecbnnng  aus  den  Ergebnissen  der 
Theodolit-  und  Längenmessungen  doch  unvermeidlich.  Gewöhnlich  sind 
die  Tenne  ffir  die  Berechnung  der  Coordinaten  der  Eckpunkte  ohnehin 
schon  ansgewerthet  und  wenn  nicht,  muss  man  sieh  eben  zur  Vornahme 
dieses  Geschäfts  entacbli essen.  Selbst  die  Anwendung  der  L'hnillier- 
Bchen  Formel  dttrfte  in  einfacheren  Fällen  nützlich  sein.  Allerdings 
liaben  leider  viele  praktische  Geometer  eine  ganz  ungerechtfertigte  Scheu 
vor  jeder  Bechnung  und  sieben  die  mfihsameren  und  nnstcbereren  gra- 
phischen und  mechanischen  Methoden  vor. 

Herr  Schlesinger  bespricht  eingebend  das  (ziemlich  umständliche) 
Geschäft  der  Piflfung  des  Tachygraphen.  Bei  Aufsäbtung  der  einzelnen 
möglichen  Anwendungen  des  Instruments  sind  interessant  die  zur  Lösung 
der  Fothenot'schen  Anfgabe  und  zur  Ermittelung  der  bei  dem  Ge- 
brauche optischer  Distauzmesser  häufig  vorkommenden  Prodncte  L.Cos'a 
und  l.Cotu.Sina. 

Der  Tachygraph  ist  vervollständigt  durch  Anbringang  eines  Läu- 
fers, ä.  i.  eines  kleioen,  getbeilten,  mit  Stechspitze  versehenen  Lineals, 
das  sich  längs  der  Ziehkante  der  Alhidade  verschieben  lässt,  stets  recht- 
winklig zn  dieser  verbleibend.  Dadurch  ist  die  Auftragnug  von  Punkten 
möglich,  die  durch  Nebeucoordinaten  an  beliebige  Linien  angebunden 
sind  und  folglich  so  recht  die  ins  Einzelste  gehende  Verzeichnung  der 
mit  dem  Theodolit  gewonnenen  Mess ergeh nisse, 

B.  Der  Tachygraph-Planimeter,  der  durch  mehr  oder  weniger 
Beigaben  zu  einem  Tachygraphen  hilligerer  Art  nmgestaltet  wird  (90  fl. 
ö.  W.) ,  soll  durch  die  längere  Ziehkante  des  mesabar  beweglichen  Winkel- 
Schenkels  Vielecke  mit  längeren  Seiten  ausmessen  lassen,  ohne  dass  eine 
Zerlegung  der  Figur  nötbig  wird.  Der  Qrnndgedanke  ist  wieder,  das 
Vieleck  durch  Parallel  abschieben  in  ein  flächen  gleiches  Dreieck  bekannter 
Höhe  und  mesabarer  Grundlinie  zu  verwandeln.  Wesentlich  ein  Winkel- 
trauBporteur  mit  langer,  getbeiller  Alhidade,  dessen  Drebmittelpnnkt  auf 
einem  Stücke  liegt,  welches  messbsr  längs  einem  getbeilten  Lineal  ver- 
schoben werden  kann.  Mit  diesem  Instrument  soll  der  FUcbeninbalt 
„fast  schnellet",  als  mit  Fahrstiftplanimetein  gemessen  werden  können; 
jedenfalls  wird  bei  seiner  Anwendung  die  Zeichnung  besser  geschont.  Er 
kann  mit  awei  Spitzen  auf  der  Zeichnung  festgestellt  werden;  doch  wird 
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das  nicht  empfohlen,  sondern  seine  Verbindung  mit  einem  Leit-  oder 
Orientirwinkel,  wosn  Theile  des  vorher  erwXhntea  geodütischen  T«ehy- 
grRphen  dienen  können. 

C.  Ein  Beitrag  zam  Studium  der  Libellentheoiie  befl«>0igt 
sich  namentlich  scbarfer  Definitionen.  Es  wird  Toransgesetzt,  die  Innen- 
fläche cler  Libelleniöhre  sei  dnrch  Ümdiebniig  eines  Kreisbogens  entstan- 
den und  die  Umdrehnngsaxe  ist  dann  die  Libellenaxe.  In  einer 
späteren  (die  Scblesinger'sche  nicht  erwlbnenden)  Abhandlung  von 
Helmert  (Zeitsehr.  f.  VemessnngBwesen,  VII  8. 185)  vird  gesügt,  „dass 
der  AxenhegrifF  mit  der  fUr  gewShnlicb  genSgenden  Annäherung  nicht 
an  die  Existenz  einer  tonnen  förmigen  RotationsflSche  gebunden  sein  kann 
und  auch  nicht  von  der  Lage  des  Hanptetriches"  (Nullkreises)  „abblngt". 
Schlesinger  nennt  Niveaukreis  den  geometrischen  Ort  der  von  der 
Libellenaxe  entferntesten  Punkte,  deren  je  einer  auf  jedem  Heridiao  ist, 
und  die  Theilstricbe  sollen  Fatallelkreise  sein  bu  jenem  äquatorialen 
Niveankreise.  Der  vom  Uechaniker  aufgetragene  Nnllkreis  (Haupt- 
strich)  wird  im  Allgemeinen  vom  Kiveankreise  abweichen;  es  wird  ein 
Mittel  angegeben,  diese  Ab wetchnng  bu  finden.  Es  ist  nfltBÜch,  das  eine 
Ende  der  Libellenröbre  in  bezeichnen  und  stets  den  halben  Unterschied 
der  Ableanngen  entsprechend  dem  vom  Zeichen  wenigst  und  dem  meist 
entfernten  Blasenende  als  Lage  des  Blasenmittelpunktes  gegen  den  Null- 
kreis  zu  nehmen.  Der  so  gefundene  Ausschlag  der  Libelle  bei  einer 
Neignng  ihrer  Axe  gegen  den  Horizont  ist  stets  proportional  dieser  Nei* 
guDgj  wenn  auch  Niveau-  nnd  Nnllkreis  von  einander  abweichen. 

(ÜB  wird  recht  anachanlich  der  bekannte  Satz  erCrtert,  dass  bei  einer 
Drehung  der  mit  tangentialen,  schmalen  Lagerflächen  auf  dem  Unterlags- 
cjrlinder  (der  selbst  in  einem  Lager  mit  solchen  tangirenden  FUeben 
ruht)  mbenden  Libelle  kein  Ansscblag  erfolgt,  wenn  Libellen-  und 
Unterlagaaxe  parallel  sind,  hingegen  Ausschlag  stets  nach  derselben 
Seite  bei  Vor-  nnd  BdckwKrtsdrehen ,  wenn  die  Aien  sich  schneiden, 
und  BWar  gegen  den  Schnittpunkt  bin,  endlich  entgegengesetzte 
AasschlSge  bei  Vor-  nnd  Rtt ckwMrts drehen ,  wenn  die  zwei  Axen  wind- 
schief sind.  Geringe  Drehungen  —  nnd  hltofig  sind  nur  solche  mög- 
lich —  geben  keinen  erkennbaren  Ausschlag,  selbst  wenn  Libellen-  und 
UnterlagHaxe  Biemlieb  stark  gegen  einander  geneigt  sind.  Der  Ausschlag 
wird  maximal  bei  einer  Drehung  nm  zwei  Rechte  (Reversions- 
libelle)  und  Bwar  der  doppelten  Neigung  der  zwei  Axen  an  einander 
proportional. 

Es  giebt  zwei  Arten  der  Libellen berichtignng.  Die  erste  ist  erfolgt, 
wenn  die  Libelle  beim  Umsetzen  keinen  Ansschlag  giebt,  die  Eweite, 
welche  die  Libellenaie  der  Axe  des  Unterlagse7linder8  parallel  machen 
soll,  nttthigt  BU  Drehungen  der  Libelle  auf  dem  Cjlinder  nnd  ist, 
nebenbei  bemerkt,   ausfahrbar,  seibat  wenn  dieser  nicht  wagrecbt  Uegt 
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Spielt  eine  doppeUcalige  und  nach  dieser  zweiten  Art  berichtige  Libelle, 
Tor  nnd  nach  dem  UmBetzen  anf  dem  ünterlagscylinder,  ein,  so  folgt 
darans  noch  nicht  die  wag^echte  Stellnng  der  Unterlagsaxe ,  aondeni 
diese  ist  gegen  den  HoiiEont  am  die  HSlfte  des  spitaen  Winkels  geneigt, 
den  die  Tangenten  in  den  Kullpnnkten  der  beiden  Tbeiinngen  mitein- 
ander bilden.  Eine  nnr  mit  einer  Theilttng  versebene  Reversionslibelle, 
die  nach  der  ersten  Art  berichtigt  ist,  leistet  dieselben  Dienste,  wie  eine 
doppelscalige  oder  wie  eine,  die  am  eine  Spitsenaxe  in  ihcer  Fassting 
drehbar  ist. 

Han  bezeichne  aaeb  ein  Ende  des  Unterlagscylinders  nnd  einen 
TrKger  desselben.  Liegt  das  bezeichnete  Cylinderende  im  beeeichneten 
TrSger,  so  seien  die  Unterschiede  der  den  Blasenenden  entsprechenden 
AbieBongen  rf,  nnd  i^,  je  nachdem  dss  beeeicbnete  oder  das  nicht  be- 
zeichnete Libellenende  über  den  bezeichneten  Stellen  liegt,  nnd  die  den- 
selben Libellenlagen  entsprechenden  AblesnngBonterschiede  seien  d^  nnd 
<f|,  wenn  der  Cf linder  in  seinen  Trigem  nmgelegt  worden.  Es  ei^iebt  sich 

und 

Die  Neignng  der  C^linderaxe  in  ihrer  ersten  Lage  gegen  den  Horizont 
wird  (mit  Hilfe  der  Theorie  der  kleinsten  Quadrate)  gefnnden  xn 

i{rf.-d',)  +  i(Ä'-Ä"+irC), 
worin  &"  den  statt  K  wirklich  beobachteten  Wertb  der  Snmme  der  Diffe- 
renzen der  zwei  Paare  von  Ablesungstiateiscbieden  bezeichnet  nnd  C  eine 
Constante,  die  genan  gleich  —\  ist,  wenn  die  Lagerwinkel  (der  Libel- 
lentiXger  nnd  der  CylindertrXger)  gleich  sind,  die  aber  nur  nnwesentlicb 
Indert,  wenn  jene  Lagerwinkel  geringe  Aendernngen  erfahren. 

Qiebt  die  nach  der  ersten  Art  berichtigte  Libelle  keinen  Ansschlag, 
so  ist  die  Axe  des  Unterlagsc^Iindera  nnt  dann  wagrecht,  wenn  die 
Halbmesser  der  ünterlagskreise  genan  gleich  sind,  nnd  bat  andernfalls 
eine  constante  Neigung  gleich 

4c[(i,-d-j  +  (j,-<f,)], 

Endlich  kommt  der  Verfasser  zn  dem  Ergebnisse,  dass  Bevereions- 
libellen  mit  Spitzenaxe  minder  verlSsslich  seien,  als  jene  mit  zw^  Tbei- 
inngen, nnd  dass  bei  Nivellirinstmmenten  mit  nmlegbarem  Femrohr  die 
feste  Verbindung  «ner  einfachen  Libelle  mit  dem  Fernrohr  einer  frei 
nmsetzbaren  Libelle  vorzuziehen  sei. 

D.  Studien  Ubei  die  Eigenschaften  des  nmlegbareu  Nivel- 
lirfernrobres  nnd  seiner  Verbindnng  mit  der  Nivellirlibelle 
—  eins  weitlXnfige  Erörterung  bekannter  Lebren,  die  gleichwohl  für  viele 
Leser,  die  ihr  zu  wünschen  sind,  recht  nützlich  sein  mag.  Bobn 
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Fett-Gave  van  het  Wiikundig  Genooitehap  te  AmUerdam  ondfr  de 
tinsproek:  „Em  onvermoeide  Jrbeid  Komt  AÜet  te  Bauen"  ter  Gelegen- 
heid  da-  Viering  van  tyn  honderi^arig  be$laan.  ffarlem,  Joh.  EntcheiA 
en  Zonen.  1S79. 
Die  hollSadische  mathemfttUche  Geaellscliaft,  welche  D^nk  der  stand- 
haften DaTcbfahruDg  ihres  Wahlapnchea :  ..UnTerdroaBene  Arbeit  Sber- 
windet  Alle»"  bereits  ihre  Centeun&lfeier  begehen  konnte,  verewigte  dieses 
Fest  durcli  die  Heransgabe  des  hochinteressanten  Docnmeuts,  von  wel- 
chem wir  hier  sprechen  wollen.  Fiofessor  Bierens  de  Haan  in  Lei- 
den, der  dem  Theoretiker  ebenso  seht  durch  seine  mnstergiltigeD  Inte- 
graltafeln, als  dem  Oeschichtsfrennde  dnrch  seine  historischen  Arbüten 
über  altniederlSndische  Mathematik  —  letztere  groasentheils  in  Boncom- 
pagni's  „Ballettino"  abgedruckt  —  wohlbekannte  Gelehrte  hat  dem 
Staube  des  Leidener  RathsarchiTs  eine  sehr  merkwürdige  Druckschrift 
entrissen,  welche  er  hier  wieder  abdrucken  läsatj  derselben  fügte  er  noch 
bei  ein  anderes  Schriftstück,  das  allerdings  von  Seiten  der  Generalstaaten 
dem  Druck  übergehen,  aber  nur  in  so  wenigen  Abzügen  verbreitet  war- 
den  war,  dass  selbes  in  jeder  Hinsicht  als  RaritKt  gelten  kannte.  Die 
obengenannte  OMciu  hatte  es  in  dankenswerthester  Weise  Übernommen, 
beide  Docamente  mit  typographischer  Genauigkeit  in  allen  Einzelheites 
treu  wiederzngeben :  selbst  die  ICrrata  wutden  hiervon  nicht  ausgeschlossen, 
sondern  lediglich  in  einem  kurzen,  franaCsisch  geschriebenen  Vorbericht 
namhaft  gemacht.  Zweck  und  Gegenstand  ist  beiden  Bestandtheilen  der 
Festschrift  gemeinsam;  es  sind  Referate,  welche  anf  behördliche  Anord- 
nung von  angesehenen  Sach  verstand  igen  flber  Themata  der  politischen 
Arithmetik,  bezieh nngs weise  in  den  fahren  1599  and  1671,  erstattet 
worden.     Aach  das  Idiom  ist  beide  Male  das  niederdeutsche. 

In  jenem  ersteren  Jahre  war  eine  Commission  niedergesetzt  worden, 
um  Tabellen  für  die  Berechnung  eines  anf  Zins  oder  Zinsesains  ans- 
getiehenen  Capitalwerthes  auszuarbeiten.  Von  den  fttnf  Mitgliedern  siad 
zwei,  van  Merwen  and  Mintens,  so  gnt  wie  unbekannt,  das  dritte, 
Stadtschreiber  van  Hout,  nur  aus  der  politischen  Geschichte  bekannt; 
zwei  endlich  haben  sich  als  Fachmänner  auch  anderweit  bekannt  gemacht, 
nämlich  Lndolph  van  Genien  nnd  Jan  Pieterszon  Don,  betreffs 
dessen  geodXtischer  Arbeiten  auf  die  treffliche  Specialschrift  Vorster- 
man  van  Oijen's  (Rom  1870)  hinzuweisen  wKre.  Der  Bericht  beraft 
sich  Buf  ein  von  Lndolph  im  Jahre  1596  zu  Delft  pnblicirtes  Buch, 
„Interessenrechnang"  betitelt,  da  man  anf  die  darin  enthaltenen  Tafeln 
zurückgreifen  werde.  Die  erste  l'afel  ist  übe racb rieben :  „i'an  gheHjekt 
eustingen  of  lermijnen  te  betalen  op  II.  III.  IUI.  of  meerder  jaren  aen  den 
anderen  volgende."  Anf  der  linken  Seite  finden  wir  fortlanfend  die  Zahl 
1,  2,  3,  ...  und  auf  der  rechten  die  Summe,  bis  zn  welcher  am  Ende 
des   bezüglichen   Jahres    das  als  Einheit  gewKblte  Capiul   1000000000 
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angewacbsen  ist.  In  Anbetracht  des  doppelten  Umstandes,  d&BS  die 
Schreibart  der  BericbterBtatter  alles  Andere  eher  als  leicht  verstündlich 
genannt  werden  kann,  da«s  aber  die  beigefügten  Beispiele  für  die  Oe- 
Bcbichte  der  damals  gerade  von  Sterin  ins  Leben  gemfenen  Declmal- 
bmchrechnang  von  grÖBster  Bedentang  sind,  dürfen  wir  wohl  eines  dieser 
Exempel  hier  etwas  eingehend  besprechen. 

Ein  Haas  von  4500  ä.  Werth  soll  dnrcb  Batenzahlangen  von  je 
100  fl.  erworben  werden;  wie  wird  der  Vertrag  festzoseteen  sein?  Man 
zerlegt,  da  die  Tafel  nicht  weiter  reicht,  4500  in  seine  beiden  Summan* 
den  3000  nnd  1500;  dann  sucht  man  znm  Ai^meut  30  in  der  Tafel 
die  zagehttnge  Zahl,  als  welche  13404315995  sich  findet.  Da  es  nch 
aber  nicht  nm  30,  sondern  nm  3000  handelt,  so  bat  man  noch  zwei  Nnllen 
ansub&ngen.  Lägst  man  jetzt  die  letzten  nenn  Ziffern  weg,  so  verbleibt 
vor  dem  Striche  1340,  nach  demselben  431599500;  dies  mit  20  mnlti- 
plicirt,  giebt  jetzt  8631990000;  werden  wieder  nenn  Stellen  abgetheüt, 
so  bleibt  resp.  8  nnd  631990000 ;  dies  mit  16  mnltipliclrt,  giebt  101 11840000 ; 
die  gleiche  Operation,  wie  bisher,  ergieht  10  nnd  111840000.  Letztere 
Decimalstellen  sind  als  zn  unerheblich  fortznlassen.  Man  weiss  also  jetzt, 
dass  die  Amortisation  von  3000  &.  durch  Theikablnngen  von  je  100  fl. 
pro  Jahr  gleichbedeatend  ist  mit  einer  angenblicklichen  Zahlung  von 
1340,810  fl.  Nunmehr  kommt  ebenso  der  zweite  Snmmand  1500  zur 
Behandlnng.  Da  dem  Argument  15  der  Tafelwerth  9555549358  ent- 
spricht, als  Termin  aber  nicht  mehr  30,  sondern  blos  noch  15  Jahre  gel- 
ten, so  ergieht  eine  der  vorigen  analoge  Rechnung  die  Zahl  955,111. 
Hier  aber  tritt  die  zweite  der  obenerwähnten  Tafeln  in  Kraft:  „Van 
enckele  cuslinghen  of  termijnen,  le  betalen  naer  een,  tvvee,  drie,  of  meerder 
Jaren.'*  In  dieser  finden  wir  zn  30  die  Zahl  162230250  angegeben,  und 
die  Mnltiplication  des  obigen  955,111  mit  0,162230250  ergieht  das  Pro- 
duct  155,06.  Damit  ist  der  Calcul  abgeschlossen,  und  in  den  Kaufbrief 
konnte  gesetzt  werden:  Der  Käufer  des  Hauses  mnss  entweder  45  Jahre 
lang  je  100  fl.  oder  aber  sofort  auf  dem  Brett  (1340,810  +  155,06 
^  1495,870)  Gulden  entrichten.  Im  Original  ist  diese  Zahl  nach  der  noch 
heute  giltigen  Begel  zu  1495,9  abgerundet  angegeben. 

Da  auch  die  Übrigen  Rechnungen  des  Rapportes  eich,  nicht  wesent- 
lieh  von  der  soeheo  dnrchge führten  noterscheiden ,  so  halten  wir  uns  für 
berechtigt,  gleich  zum  zweiten  Theile  der  Festschrift  fortznscbreitea. 
Die  „Waerdye  van  Lyf- Renten  Naei^  proporlie  van  Lot -Renten"  äberschrle* 
bene  und  im  Haag  gedruckte  Abhandlung  stammt  ans  der  Feder  dea  als 
Mathematiker  und  Politiker  gleich  verehmngswtlrdigen  Pensionärs  Jan 
de  Wit.  Für  die  Renten rechn an g  im  Allgemeinen  hatte  allerdings  auch 
bereits  Stevin  die  massgebenden  Grundsätze  aufgestellt,  allein  für  die 
Emission  staatlich  garantirter  Leibrenten ,  bei  welcher  der  Fiscus  und  die 
Würde  des  Staates  gleichmlssig  interessirt  sein  mossten,  fehlte  es  noch 
Hi(t4it.Abtiiig.  d.zMMiu.(.  HMb.  B.njs.xzrr,  0.  14 
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AD  joder  erffthrangsrnKssigen  Buia.  De  Wlt  ancbt  eiDe  solche  zn  schaf- 
fen, indem  er  dabei  gewisse  Sfitse  der  WahrscheinlicbküUreehnnDg  ▼or> 
ansschickt.  Sein  erstes  Tbeorem  beugt,  dass  der  oitmeriecbe  Werth  für 
JeiDBnden   nnverfindert  bleibt,   der  ewiachen  zwei  Chancen  vom  Werthe 

0  und  m,  oder  aber  zwischen  zwei  Chancen  vom  Werthe  -^  nnd  -5    cd 

wShlen  bat.  Hit  dem  swdten  Satze  betritt  anser  Verfasser  ein  vor 
ihm  noch  so  gnt  wie  gar  nicht  bebautes  Feld,  das  Feld  der  UortalitSts- 
statistik.  Er  stellt  fest,  dass  die  Leibrente  verschieden  bemessen  werdoi 
mttsse,  je  nachdem  der  Bewerber  seinem  momentanen  Alter  nach  noch 
auf  eine  lange  oder  kürzere  Lehenadaner  zu  rechnen  haben  werde,  data 
die  Steib Wahrscheinlichkeit  [„hatardi  van  tUnen")  als  eine  flir  die  vei* 
Bchiedonen  Alteraperioden  wechselnde  angenommen  werden  mflsse  a.  ■.  f. 
De  Wit  will  diese  Thatsachen  nicht  ala  Lehrafltze,  aon dem  lediglich  als 
empirische  Annahmen  angesehen  wissen,  mittelst  deren  er  drü  mathe- 
matiache  „Propositie"  zn  begtftnden  nntemimmt.  Da  die  erste  Propo- 
aition  nnr  ein  Unterfall  der  zweiten  ist,  so  fonnnliren  wir  gleich  dieae 
letztere  in  nnserer  modernen  Sprache.  Sie  besagt:  Erwartet  Jemand 
durch  Ereignisse,  denen  beiQglich  die  Wahrscheinlichkeiten  n,,  m,,  ...  m^ 
ankommen,  Vortheile,  deren  Taxwerth  den  Verhältnisazahlen  rt,,  n,,  ...  m^ 
entspricht,  so  darf  er  den  ihm  in  Oute  kommenden  Vortheil  dnrch  die 
Zahl 

niin,  +  in;n,  +  ...-{-iw,Wp 
m,  +  m^  +  ...  +  tnp 
KoadrOcben.  Auf  Gmnd  all'  dieaer  Vorbedingungen  wird  dann  endlieh 
eine  Tabelle  ausgearbeitet,  welche  den  in  Stabem  ausgedruckten  Werth 
der  Leibrenten  für  jedes  halbe  Jahr  au  entnehmen  gestattet.  Die  eigent- 
liche Ziffernarbüt  ist  von  den  Staats  buch  fa  altern  Bellecbiirennd  Lenae 
auBgefUhrt  worden,  und  J.  Hudde,  der  durch  seine  Verdienste  um  die 
neue  Ooordinatengeometrie  zu  hohem  Ansehen  gelangte  Btttgenneister 
von  Amsterdam,  bezeugt  am  Schissse  der  Schrift,  dasa  er  dieaelbe  auf- 
merksam [„mel  aendackt")  geprttft  nnd  nunmehr  sein  volles  EinverstSnd- 
niss  mit  den  derselben  zn  Grunde  gelegten  Principien.  zu  bekunden  habe. 
Die  Geschichte  der  Stoatsrecbenkanst  pflegt  Halley  als  jenen  Mathe- 
matiker zu  bezeichnen,  der  durch  seine  auf  die  standesamtlichen  Regster 
der  Stadt  Breslau  gestützten  üntersncbnngen  als  eigentlicher  BegrOnder 
der  neuen  Disciplin  sn  gelten  habe.  Allein,  wie  Cantor  in  seinem 
Schriftchen  „Das  Gesetz  im  Zufall"  nachweist,  hat  von  Schriftatellern  des 
XVII.  Jabrhonderta  schon  Graunt  (1666)  statistische  Thatsachen  fest- 
gestellt nnd  Jacob  Bernonlli  die  grossa  Idee  einei  mathematischen 
Statistik  concipirt.  Montnola  gedenkt  auch  der  vorstehend  besproche- 
nen Denkachrift  de  Wit's,  welche  bereits  zn  Leibniz'  Zeit  gar  nicht 
mehr  zu  bekommen  gewesen  sei.     Unsere  Analyse  wird  ergeben  haben, 
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dus  in  der  That  der  Nune  de«  Holunders  Eugleieh  mit  Gr«nnt  und 
TorHAlley  genannt  za  werden  verdient  (vergl.  Cantor,  8.32flgg.nnd 
S.  46). 

Ansbach.  Dr.  8.  GOntheb. 


Jnvarianti  covarianti  e-  eoniravarianli  deÜe  funtioni  omogenee. 
Sota  da  P.  Giacome  Foglini.  Roma.  Tipografia  deUe  tcienze 
matmaUeke  e  fisiche,     1879.     70  8. 

Die  vorliegende  Abhandlung  ist  nrBprfinglich  in  den  Denkschriften 
der  plpsthchen  „Accademia  dei  lincei"  veröffentlicht  nnd  hierauf  dnrch  die 
berühmte  Verlagganstalt  des  Ffirsten  Boncompagni  als  selbststündige 
Schrift  ausgegeben  worden.  Deutschen  Qepäogenbetten  zufolge  erwartet 
man  von  einer  akademiacben  Pubücation ,  dass  ihr  Inhalt  nicht,  sowohl 
der  Verbreitung,  als  vielmehr  der  Ffirdemng  der  Wissenschaft  eu  dienen 
bestimmt  sei.  Dem  entgegengesetzt  verfolgt  die  Monographie  des  Herrn 
Foglini,  der  in  ähnlicher  Weise  bereits  frtther  die  Theorie  der  trilinearen 
Coordinatensysteme  behandelt  hat,  eine  wesentlich  popuISre  Richtung; 
ihr  Zweck  ist,  die  Orundzüge  jener  Lehren,  welche  man  unter  dem 
Gesammtnamen  der  modernen  Algebra  Ensammenzn fassen  sich  gewöhnt 
hat,  in  einfacherer  nnd  elementarerer  Webe  darzulegen,  als  dies  sonst 
gemeiniglich  geschieht,  und  dieser  seiner  Tendenz  scheint  uns  nun  auch 
der  Herr  Verfassei  vollständig  gerecht  geworden  tu  sein. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  der  Definition  homogener  Fnnctionen, 
deren  einzelne  Glieder  er  sich  bereits  mit  den  beztlglichen  Binomialcoeffi- 
clenten  als  Factoren  versehen  denkt;  ist  ip{j1^B,C,  ...)  diese  Function, 
welche  durch  lineare  Transformationen  in  die  Form 9 (^,  £',(/,  ...)  tlber- 
geführt  wird,  ist  ferner  ^  der  Modul  der  Substitution  nnd  n  eine  belie- 
bige ganze  Zahl,  so  ist  der  invariante  Cbarakter  einer  Function  bekannt- 
lich dnrch  die  Relation  qo(^',ff',C',  ,..)==  ^g»(^,  B,C, ...)  bedingt.  Der 
Begriff  einer  unimodularen  Substitution  nnd  einer  absoluten  Invariante 
sehliesst  sich  ungezwungen  an.  Die  Discriminanten  werden  als  erste 
Beispiele  der  Invarianz  heigezogen.  Die  weitere  Untersuchung  knfipft 
zunächst  ausschliesslich  an  die  hinXren  Functionen  beliebiger  Grade  an, 
nnd  diese  Beacbrftnkuug  Ist  gewiss  um  so  mehr  berechtigt,  als  die  Stel- 
lung dieser  Functionen  innerhab  der  Formentheorie  nach  den  —  hier 
nbrigens  nicht  erwähnten  —  Forschungen  von  Clebsch-Gordan  eine 
ebenso  bedeutende,  als  vorlitufig  noch  exceptionelle  ist.  Fflr  diesen 
Specialfall  werden  mehrere  fnodsmentale  LebrsStze  anfgesteltt  und  mit 
einfachen  Beweisen  versehen.  Mittelst  derselben  ist  dann  die  Invarian- 
tenbildung selbst  ermöglicht-  Bei  der  Bildung  der  simultanen  Invariante 
{^^^8^  +  Jf^Bf  —  2J^B^)  zweier  biuKrer  Formen  zweiten  Grades  wird  der 
geometriscben  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  gedacht;  verschwindet  die- 
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selbe  nXmlich  identisch,  ao  ist  damit  aoagesagt,  dass  die  beiden  Punkte* 
paare,  welche  ans  der  Identificirnng  jener  beiden  Formen  mit  Nnll  reanl* 
tiren,  eiDander  harmonisch  zugeordnet  sind.  Aach  weiterhin  wird  jenen 
Beziehungen,  in  welchen  die  Lehre  von  der  projectivischeu  Verwandt- 
bchaft  zur  Determinantentbeorie  steht,  besondere  Beachtung  geschenkt. 
Nachdem  alsdann  noch  von  den  symmetrischen  Warzelfniictionen  knrx 
die  Rede  gewesen,  kommt  die  im  Begriffe  der  Covariante  gelegene  Er- 
weiterung des  ursprünglichen  Invarianabegriffes  zur  Sprache,  su  deren 
Definition  die  Gleichung  qo [jf,  B",  C, ...,  x', y,  z, ...)  =  ^ip(A^ B,  C, ..^  x, y,  z) 
dient.  Die  Discussion  der  Covarianten  bewegt  steh,  was  wir  im  Inter- 
esse einer  stetigen  Entwickelung  nur  billigen  kännen,  genau  in  den 
nSmlichen  Geleisen,  wie  jene  der  Invarianten.  —  Bei  allen  bisherigen 
Betrachtungen  war  Torausgesetat,  dass  die  beiden  auftretenden  Beihen 
▼erKnderlicher  Grössen  „congredient"  seien,  d.  b.  dass  die  Vertnder- 
lichen  der  ursprünglichen  Form  und  der  aus  ihr  abgeleiteten  Formen 
durch  ein  und  dieselben  lineare  Substitution  verkuttpft  sind.  Nunmehr 
gelangt  anch  der  entgegengesetste  Fall  „con tragred ienter"  Variablen  ra 
seinem  Rechte.  Die  nftchsten  Paragraphen  widmen  sich  der  Aufgabe, 
invariante  Bildungen  dadurch  berznstelJen ,  dass  man  mit  symbolischen 
Operationen  des  DifFerentiirens  an  vorgelegte  Formen  herantritt.  Dieser 
Tbeil  der  Schrift  geht  nicht  nnbetrXchttich  Über  den  ursprünglichen  didak- 
tischen Zweck  hinaus.  Insbesondere  dürfte  auf  die  Gedaukenreibe  hin- 
zuweisen sein,  mittelst  deren  der  Verfasser  zu  der  Thatsacfae  kommt, 
dass  jeder  ans  einer  binXren  Form  m**"  Grades  hervorgegangenen  In- 
variante n'^"  Grades  stets  eine  Invariante  zur  Seite  steht,  deren  nume- 
rische Bestimmnngsstücke  gerade  die  umgekehrten  sind.  Damit  ist  (8. 48) 
das  Hermite'scbe  ReciprocitStsgesetz  gewonnen.  Auf  ein  bekanntes 
Gebiet  leitet  die  Ein^brnng  des  B^riffee  der  „Gmananten",  indem, 
unter  F  irgend  eine  Form  verstanden,  die  Emanante  zweiter  Ordnung 
von  V  eine  Discrim  in  ante  besitzt,  welche  als  mit  der  bekannten  Hesse- 
Bcben  Determinante  identisch  erkannt  wird.  Die  Schrift  schliesst  mit 
eingebender  Behandlung  der  „Contravarianten"  und  „Evektanten",  wobei 
durchaus  den  praktischen  Beispielen  besondere  Soi^falt  gewidmet  wird. 
Man  wird  ans  vorstehender  gedrängter  Inhaltsangabe  ersahen,  daas 
die  Arbeit  Foglini's  an  jenen  literarischen  Erscheinungen  zu  rechnen 
ist,  welche  eine  erhShtere  BerQcksichtigang  zu  beanspruchen  berechtigt 
sind,  als  nach  der  Anlage  derselben  eigentlich  zu  erwarten  wäre.  Da 
uns  in  deutscher  Sprache  keine  gleich  fibersichtlicbe  Einleitung  bekannt 
ist,  welche  anch  in  die  höheren  Partien  der  In  Varianten  tbeorie  einzu- 
dringen vermittelt,  ohne  mehr  als  die  ersten  DeterminantensStze  und  die 
Taylor' sehe  Beihenentwickelung  vorausznsetzen ,  so  würde  uns  eine  mit 
literarischen  Nachweisen  auszustattende  deutsche  Bearbeitung  dieser  klei- 
nen Schrift  sehr  willkommen  sein. 


8. 12  Z.  15  T.  0.  ist  ZD  leien  „binaria"  statt  „binomia".  S.  15  Z.  2  v.  o. 
a:*  statt  x^. 

Ansbach.  Dr.  S.  GOntheb. 


Xnn«  Anleitnng  xnm  KeoluisB  mit  den  (Hamilton'Hhen)  ftnatemionen 
TOS  Dt.  J.  Odbtrcil,  Gymnasialprofessor  in  Tescben.  Halle  a.  8., 
Verlag  von  Lonis  Nebert.  1879.  VIII,  79  8. 
Eine  kurze  nnd  blos  dnicb  Heransbebiing  der  eigentlicben  Haupt- 
punkte zum  weiteren  Studium  anregende  Darstellung  des  Qnatemionen- 
calcnlü  kann  in  Deutschland  in  der  That  als  ein  fiedarfnisB  gelten,  da 
die  streng  wissenschaftlichen  Werke  von  Hankel  und  Unverzagt  ein 
über  die  Wünsche  des  AnfUngers  weit  bin  ausreichen  des  Ziel  verfolgen. 
Die  kleine  Schrift,  auf  welche  wir  im  Folgenden  die  Aufmerksamkeit 
dentscber  Leser  richten  möchten,  beabsichtigt,  diese  Lücke  anszuftillen, 
und,  wie  es  uns  scheinen  will,  mit  Glück.  Nach  einer  kurzen  Ein- 
leitung, welche  den  principiellen  unterschied  zwischen  absoluten  und 
aolchen  Zahlen  erörtert,  mit  denen  irgendwelche  geometrische  und  phy- 
stkalieche  Eigenschaften  verknüpft  sind,  wird  der  Begriff  des  „Vectors" 
gewonnen,  welcher  infolge  der  Bedingnugsgleicbnng  a=  Tu.  Ua  als  Pro- 
dnct  ans  „Tensor"  und  „Versor"  sich  darstellt;  zwei  In  der  Grösse  nicht 
miteinander  ttbereinstimmende  Vectoren  a  und  ß  werden  durch  die  Gleich- 
ang  a  =  xß  miteinander  verbunden,  wo  ic  den  „8calar"  reprSaentirt.  Die 
Bedingungen,  unter  welchen  vier  Paukte  in  Einer  Ebene  und  drei  Punkte 
in  Einer  Geraden  liegen,  ergeben  sich  von  aelbsL  Ebenso  erbellt  leicht, 
daes  die  Snmmation  von  Vectoren  eine  associative  und  commutative  Ope- 
ration ist,  und  dasB  ebenso  für  die  Haltiplication  der  Vectoren  mit  Sea- 
laren das  Gesetz  ^er  Distribntivität  Geltung  hat.  Die  im  Allgemeinen 
unbestimmte  Aufgabe  der  Vectorenzerlegung  macht  den  Bescblnss  des 
ersten  Abschnittes.  —  Der  zweite  Abschnitt  definirt  die  Qaaternion  als 
Quotienten  zweier  Strecken ;  zwei  solche  Quotienten  erfordern ,  abgesehen 
von  der  fttr  die  gewöhnliche  Algebra  ausreichenden  Gleichheit  der  in 
ZBhler  und  Nenner  stehenden  Strecken ,  ancb  noch  das  zu  ihrer  Gleich- 
heit, dass  die  beiden  in  Frage  kommenden  Winkel  gleich  sind  und  in 
parallelen  Ebenen  liegen.  In  neuester  Zeit  bat,  wie  hier  wohl  h&tte 
erwHhnt  werden  sollen,  Professor  Unverzagt  den  Nachweis  geführt, 
dass  diese  von  Hamilton  noch  anerkannte  Beschränkung  ebenfalls 
beseitigt  werden  kann ,  wenn  man  den  älteren  Begriff  der  Quateraion  zur 
„Biquatemion"  erweitert.  Die  Entwickelung  des  Satzes,  dass  die  Qaa- 
temion  zweier  beliebigen  Vectoren  6A  und  &B  resp.  von  den  Tensoren 
a  und  6  durch  den  Ausdruck 
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ansgedilickt  verde,  ist  kl^r  nnd  einfach,  wenn  tiacix  ein  weoig  w«t- 
schweifig.  Da  der  Vectorantheil  eines  solchen  Aasdmckea  sich  in  drei 
anfeinander  senkrecht  stehende  Vectoren  serlegen  ISsst,  so  fcSnnen  die 
QaaiemioneD  aach  anf  die  Form 

q  =  a  +  bi  +  cj-i-dk 
gebracht  werden,  welche  ans  den  Sealaren  a,  b,  c,  d  nnd  den  Tensoren 
i,  j,  k  sich  snsamme □  setzt ,  ein  Umstand,  dem  die  nene  Bechnnng  ja 
anch  ihren  Namen  verdankt.  Die  Addition  und  Snbtraction  der  Qaatef 
nionen  volliieht  sich  nach  den  bekannten  algebraischen  S^eln  nnd  bietet 
nicht  die  mindesten  Schwierigkeiten.  Dagegen  erfordert  die  UnltipUe*- 
tion  der  Vectoren,  weil  bei  ihr  zuerst  ein  algebraisches  Gmndgesets, 
jenes  der  CommotatiTitit,  in  Wegfall  kommt,  längere  Ueberlegangen, 
nnd  ein  Gleiches  gilt  natärlicb  am  so  mehr  von  der  Hnltiplicatioa  der 
eigentlichen  Quatemionen.  Der  Zusammenhang  letzterer  mit  der  Deter- 
minanten tbeorie  tritt  hier,  wie  auch  besonders  im  uSchsten  Abscboitt, 
„Froduct  dreier  Vectoren"  betitelt,  scharf  hervor.  Ein  sehr  verdienst- 
liches Unternehmen  endlich  ist  das  Scblnsscapitel ,  in  welchem  eine  Reihe 
von  Anwendungen  des  Qnatemionencalculs  auf  geometrische  und  mecha- 
nische Fragen  vorgeführt  wird.  Hamilton  hatte  es  an  aolchen  Anwen- 
dungen nicht  fehlen  lassen,  allein  dieselben  betreffen  ansschliesslich  com- 
pUcirtere  Probleme  der  höheren  Geometrie  und  der  mathemsüschen 
Physik,  wogegen  hier  z,  B.  zur  Sprache  kommen:  Der  pythagoräische 
Lehrsatz  in  der  Stereometrie,  die  Gmndgleicfanng  der  sphSrischen  Tri- 
gonometrie, die  Qleichgewichtsbedingung  fflr  eine  in  eine  FlQasigkeit 
eingetanchte  Pyramide. 

Sachkenner  werden  vielleicht  einwenden  —  nnd  wir  sehen  sogar 
solchen  Einwinden  mit  Sicherheit  entgegen  — ,  dass  elementare  Beispiele 
von  der  hier  besprochenen  Art  nicht  geeignet  seien ,  die  eigentlich  durch- 
schlagende Kraft  des  Hamilton'schen  Algorithmus  ins  richtige  Licht  in 
setzen.  Zagestsndeo,  allein  die  Absicht  unserer  Vorlage  geht  auch  uicht 
dahin,  die  specifische  Bedeutung  der  Quatemionen  darzutbun;  eine  in 
diesem  Sinne  gehaltene  Fortsetzung  seiner  Arbeit  behält  sich  der  Ver- 
fasser ansdrUcklicb  für  die  Zukunft  vor,  and  wir  hoffen,  dass  er  dann 
noch  manchen  andern  wicht^;en  Punkt,  so  die  longimetrischen  Qnater- 
nionen,  das  VerhSltniss  des  Calculs  zur  Orassmann'scheu  Ansdebnangs- 
lehre  und  zu  der  (S.  5)  wohl  kaum  ausreichend  gewfirdigten  Lagereeh- 
nung  n.  s.  w.,  mit  heranziehen  werde.  ZnnSchst  soll  der  Leser  des 
Buches  das  Wesen  der  Quaterniouen  erkennen,  mit  diesen  manipaliien 
nnd  den  fremdartigen  Eindrack  abstreifen  lernen,  den  för's  Erste  die  par- 
tielle Suspension  altgewohnter  Gechnangsgesetze  macht  —  eine  Befangen- 
heit, die  so  weit  geht,  dass  nach  Spottiswoode's  gewiss  zuverlässiger 
Angabe  selbst  gewandte  Mathematiker  anfangs  ibien  mit  Hilfe  der  Qoa- 
temionen  gefnndenen  Ergebnissen  erst  dann  zu  trauen  yßegtea,  wenn  sie 


selbe  dorn  Ange  des  Heisters  Hamilton  unterbreitet  hatten,  Dass  der- 
gleichen nicht  fUrder  geschehe,  aollen  eben  elementare  Anleitongea  be- 
wirken, wie  wir  deren  eine  —  and  zwar  die  erste  in  DeatBcbland  — 
soeben  kennen  lernten. 

8.  5  Z.  6  T.  n.  statt  Sebeffer  lies  Scbeffler,  S.  27  Z.  14  v.  u.  sUtt 
t  lies  q. 

Ansbach.  Dr.  S.  Güntuek. 


Die  wiohti^ten  Satze  der  neueren  Statik.  Gin  Vereach  elementarer 
DarBtellnug  von  Dr.  J.  B.  Oobbbl.  Zürich,  1877.  Verlag  von 
Meyer  &  Zell  er. 

Das  kurze,  nnr  51  Seiten  gr.  9'"  nebst  einer  lithographischen  Fign- 
rentafel  nmfassende,  übrigens  gut  ausgestattete  Werkchen  ist  dem  Lehrer 
nnd  Freunde  des  Verfassers,  Herrn  Hermann  Fritz,  Professor  der 
Maschinenkunde  am  eidgenössiecben  Polytechnikum  in  Zürich,  gewidmet. 
In  einfacher,  elementarer  Weise  werden  namentlich  mit  Hilfe  der  Theorie 
der  Schrauben  von  Ball  [The  Theory  of  screws.  Dublin  1876)  eine  grossere 
Anzahl  Sätze  der  neueren  Statik,  wie  sie  von  Möbins,  Poinsot, 
Ohasles  u.  s.  w.  gefunden  worden  sind,  hergeleitet. 

Freiberg  i.  S.,  den  17.  Februar  1879.  Ta.  EßTTeBiTzscu. 


Sohnl-Fhynk,  bearbeitet  von  Albert  Trappe.  8.  Aufl.  Breslau,  Fer- 
dinand Hirt.     1878. 

Ein  gnt  geordnetes,  klar  und  deutlich  abgefasstes  Werkcheo  von 
302  Seiten  gr,  8''  mit  ansfUhrlichem  Inhal tsverzeicbniss.  Unter  der  grossen 
Anzahl  von  Scbnipbysiken  ist  dieses  Werkeheu  jedenfalls  eines  der  besten, 
namentlich  verdient  die  zweckmässige  Auswahl  und  Anordnung  des  be- 
handelten Stoffes  und  die  klare  nnd  deutliche  Darstellung  alles  Loh. 
Besonders  erw&hnt  mag  hier  noch  werden,  dass  von  den  neueren  Appa- 
raten die  Gramm'sche  magn  et  -  elektrische  Maschine,  der  Typendrnok- 
telegraph von  Hughes  und  das  Beirsche  Telephon  gebührend  berück- 
sichtigt worden  sind.  253  in  den  Text  eingedruckte  AbbilduBgeu  erleich- 
tern das  Veratändniss. 

Freiberg  i.  8.,  den  2.  MSrz  1879.  Ta.  E&TTEBiTzsca. 


Opusculum  de  muUiplicalione  et  divitione  sexageaimolibus  Dio- 

phanlo  vel  Pappo  atlribaendum  primum  edidit  et  noUs  äluttrmit 

C,  Henry  Parisiensis.     Halts  Saxonum  1879. 

Deber  einige  Abschnitte  dieses  neu  edirten  Textes  sendet  uns  Hen- 

Hultflch  folgende  Bemerkungen  ein.  ^.tK>J^IC 
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Der  HeranBgeber  hat  lediglich  dae,  was  der  Pariser  Codes;  ^tur.  453 
bietet,  zu  einem  möglichst  getreuen  Abdmck  bringen  wollen.  ludess 
mfigen  dabeii  wie  es  za  geschehen  pflegt,  mancherlei  Fehler  sich  ein- 
geschlichen haben-  Denn  «Her  Wahrscheinlichkeit  nach  hat  die  Hand- 
Bchrift  pag.  1,  17  üifttfii^ävrav,  nicht  mtaftxtiövrav,  pag.  2,  15  £|^(,  nicbt 
^tvSt  und  Khnlich  mag  es  um  manche  Flexioneen dun g  stehen,  welche  in 
der  Handschrift  gewiss  durch  Abbreviatni  gegeben  ist. 

Mit  Unrecht  ist  gegen  die  bandscbrifUicbe  Autorität  pag.  1,  20  zn  den 
Worten  i%foe  io  tvgloxuv  itp' ooov  ijv  Svvmov  hinzugefügt  htlotaa&aty  da  nach 
feststehendem  griechischen  Spracbgebranch  vielmehr  ivglaxiiv  stillschwei- 
gend bei  dvvtnov  nochmals  zu  denken  ist.  Durch  ein  schwer  erfclKrlichea 
Uissverst&ndniss  ist  anch  pag.  2,  8  die  ganz  richtige  baudBchriftliche  Leaart 
xa,  d.  i.  21  Myriaden,  geändert  worden  in  öa,  in  welcher  Lesart  5,  wie 
eine  beigeschriebene  Anmerkung  besagt,  200000  beissen  soll.  Unerfind- 
lich bt  es  anch,  aus  welchem  Grnnde  pag.  1,  11  nnd  12  das  handschrift- 
liche &  dnrch  (loiqttv,  nicbt  durch  (toigai',  wiedergegeben  ist. 

Doch  dies  nur  beiUnfig.  Zweck  dieser  Zeilen  ist,  kurz  darzulegen, 
weichet  Grad  von  Zuverlässigkeit  dem  Texte  der  Pariser  Handschrift 
zaerkannt  werden  kann.  Schreiber  dieses  gesteht,  dass  ein  so  schwer 
cormmpirter  Text  ihm  früher  noch  nicht  vor  die  Augen  gekommen  ist. 
Nicht  drei  Zeilen  kann  man  hinter  einander  lesen ,  ohne  auf  eine  Unter- 
brechung der  regelmässigen  Satzconstmction  und  die  ärgsten  Fehler  in 
den  Wortformen  zn  stossen.  Zur  Probe  diene  gleich  die  erste  Periode 
in  folgender  Nebeneinanderstellung. 

Handschrift  nach  Henry:  WahrBcheinliohe  Verbesiernng: 

'£n»Si]  tag  iipöSovs,  cJ$  !vi,  (na-  'Eatiii]  Tag  iföSovs,  äg  Ivt  fta- 

hOTtt  tot  atlgtßovg  ?vfna  Set  ilvei,  Aiffr«,  tov  aiiffißovg  SvtNa  tti  ttSi- 

tv^tOKOftiv  6i  mliov  itSv  okkavxtjg  vat,  Evp/dKOfiEf  Si  jcXlov  xäv  aXltav 

aOTQQvoiilvg,    jiiffiegyittgov   na-  iqv    äaTpovoixiuv  rolg  ^tfitfyo- 

raytvoni v ij ( ,    ngog    tov*    aymtijti^v  xi^oig    xvtayivo^k vtjv     ttQog    tovx 

fiyovfLtvot  »ai  ngog  Ttt   X*"?'?  oorgo-  ü/oniiTtjv,    ijyoviitvoi    xai     nQog    ta 

Vortag  navra  oaä  zt   noi-Xaitkaaiaa-  X'^P'C    aatQovof/ilog    nävza,    oOa    yt 

fiLolg  Kttl  t^tffla^oXg  intzat  Sv9stuv,  TtaXkonfkaaitxaftoig  xai  fiegiafioig  ?nc- 

äntye<t^tittttt9a  tovto   to  iitöödiov.  zai,  tv&tzov,  äTityferfäniQa  vovto 

Das  beisst  zn  deutsch:  ,,Da  man  die  (richtigen)  Methoden  so  gut, 
wie  uDr  immer  mSglich,  um  der  Genauigkeit  willen  kennen  mnss,  und 
da  wir  finden,  dass  die  Astronomie  mehr  als  die  anderen  (Wissenschaf- 
ten) bei  solchen,  die  es  ernster  nehmen,  zu  diesem  (Zwecke)  beliebt  ist, 
so  haben  wir  in  der  Meinang,  dass  (die  astronomische  Methode)  auch 
zu  allen  aneserhalb  der  Astronomie  (liegenden  Becbnungsweisen),  soweit 
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sie  auf  Moltiplication  und  Division  gerichtet  sind,  wohl  passend  sei,  diese 
Itarze  Anweisnng  niedergeschrieben." 

In  ähnlicher  Weise  ist  auch  das  weitet  Folgende  verderbt.  Um 
jedoch  nicht  noch  weiter  die  Ueberliefemng  und  die  Emendation  neben 
einander  anfzafUhren  und  dadnrch  ztiviel  Kaum  in  Anspruch  zn  nehmen, 
geben  wir  die  Fortsetznng  in  Uebersetznng  Vnd  fSgen  die  nöthigen  Ver- 
besserangen  als  Anmerkungen  bei. 

„Denn  da  der  Zodiacas  in  60  Abschnitte*)  getheilt  vird,  nannten 
die  Alten  jeden  einzelnen  Abschnitt  einen  Grad  (ftoZifu).  Wir  aber  durf- 
ten den  Grad  ansehen  entweder  als  den  Raum  einer  Einheit  oder  eines 
FuEses,  je  nachdem  der  Bedarf  dies  erheischt ...').  Indem  sie  aber  als 
erste  Unterabtheilung  diejenige  in  Sechzigstel  ersannen^),  weil  die  Zahl 
60  mehrfach  sich  theilen  läset  (als  andere  Zahlen)*),  nannten  sie  jeden 
einzelnen  Abschnitt  [des  Grades)  tbeils  ersten  Bmchtheil,  theils  erstes 
Sechzigstel.  Femer,  weil  sie  einer  noch  feiutbeiligeren  Scala')  bedurften, 
nm  soweit  als  möglich  mit  Genauigkeit  zn  finden,  welche  Stellungen  zn 
jedem  Zeitpunkte  die  Sterne  am  Himmel  einnehmen,  theilten  sie  jeden 
ersten  Bmchtheil  fUr  sich')  in  weitere  Sechzigstel  und  bezeichneten  diese 
als  «weite  Sechzigstel  oder  Bruchtheile.  So  war  ihnen  also  der  Grad 
durch  die  ersten  Sechzigstel  getheilt  in  60  erste  Bruchtheile,  and  durch 
fernere   TheiluDg    in    3600    zweite^)-      Ferner,    da    man    noch    grösserer 


1}  i/g  tiirliitnu  £'  statt  tlg  rtj  £'- 

2)  Hier  folgen  die  unverEtändlichen  Wort«  Siet  dv«  td  ttQtxujfittfa  ravrj;  lö 
d'l<m  ta  iDÜ  £'  /lii/ti  zov  »vulov  tiott  /ui«  oi'g  aodt  noxi  Si  rag  povaii  ivritpivti 
*a^aXafißäwta6iii.  DieselbeD  acHeinen  ein  erkl&rendeB  Scholion  zu  deu  rorher- 
gehenden  Worten  zu  bilden;  denn  td  %90o^y,efiit  (oder  vieUeicht  tu  n^dg  -^pfi/aw) 
liegt  dem  Sinne  nach  bereit«  in  v&e  äxamiiaas  xQclae,  und  dia  letzten  Worte, 
welche  wahrscheinlich  zu  lesen  sind  toi  ^  /uc'^otic  lov  «ttilov  «ot^  |U^  as  voBöt 
mxi  di  oäg  poväSoc  Bvtaftiyov  vafal.afißüvta&tu,  erläutern  das  TOrhergehende 
fiDVajMÖ*'  ftogior  jj  noSialov. 

3)  Eb  ist  zQ  leaen  Ilgmzijv  8i  Sialf/Mtr  Ixtvo^anviitg  Btatt  Itgtäxriv  9i- 
afffotv  ixtro^itavco,  Durcb  diese  Aenderung  ist  eowohl  das  falzche  Medium  des 
Verbums  imvoiai  beseitigt,  als  auch  die  Verbindung  der  Structur  mit  dem  Folgen- 
den hergeetellt. 

4)  Lies  8ia  zh  (statt  «m»)  Kltiövtav  fisfäf  ylvioOm  Jnatftiiößivov  (statt 
dxafttiövTmv)  %öw  ^  tlifi9iiöv  (statt  toviit*  —  in  der  Handscbrift  steht  jeden- 
tail»  ein  Compeudinm  ähnlich  denjenigen,  welche«  der  Berausgeber  pag.  3  not.  1 
andeotet). 

5)  Die  haodicbrifUiche  Lesart  äxinPclaa  ist  anßUllig,  weil  gleich  darauf /uträ 
Jx^igfias  folgt;  doch  ist  es  ja  mOglich,  dass  der  Bearbeiter  dieies  Tractates  an 
der  Wiederholung  keinen  Anetoss  genommen  hat 

6)  Zn  TerbesEem  itaO-' iavto  statt  des  baarstr&ub enden  xaß-' iavroTs ,  welches 
der  Druck  bietet. 

7)  Der  griechische  Schriftsteller  hat  ohne  Zweifel  geschrieben  tlg  Itttiä  fit» 
%fm*<*  S,  Mttea  n  xot'  tntdtaifwviw  _yx',  statt  deasen  die  Uaudechritt  nach  Aus- 
weis des  Drackes  haben  soll  tig  Itxtä  iiiv  itfäta,  £  inixtfa  ii,  am  txtitäiftvai 
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Ocnaaigkeit  bedurfte,  weil  bei  den  himmlischen  (Eracheiunngen)  eina 
noch  80  geringe  von  ans  beobachtete  Abweichiing  eine  nicht  geringe  Dif- 
ferenz bewirkt,  so  theilten  sie  jeden  der  zweiten  Brachtbeile  in  weitete 
Sechzigste!  und  nannten  die  (so)  entstehenden  BinchUieile  dritte,  da  bi« 
der  dritten  Tbeilnng  angehören*).  Weiter  tbülten  sie  in  ihrem  Streben 
nach  exacter  (Meseting)  jeden  von  diesen  dritten  Bmchtbeilen  in  Sech* 
zigstel  nnd  bezeichneten  die  beraaBkommenden  (Thüle)  als  vierte  Sech- 
zigste! odet  Bcnchtbeile,  ja  noch  vie!  kleinere  Bmohtheile  hatten  sie').*' 

Ee  folgt  nun  mit  den  Anfangsworten  „Hiernach  muss  man  wissen, 
in  wie  viele  Tfaeile  der  Kreis  getheilt  wnrde"  ein  fttr  sich  stehender  Ab- 
schnitt, in  welchem  angedeutet  wird,  daae  die  Theilung  bis  zu  den  sechs- 
ten Secbzigsteln  von  Ptolem&ns  in  seiner  Syntaxis  durchgeftthrt  worden 
ist.  Auch  hier  fehlt  es  nicht  an  Yerderbnissen ,  besondeis  g^en  Ende, 
wo  der  Schriftsteller  den  Uebergang  nimmt  zu  dem  Thema  seiaea  Tiac- 
tates,  nämlich  der  Anweisung,  wie  Minuten  und  Secunden,  auf  welche 
man  sich  für  den  gewöhnlichen  Bedarf  beschränken  könne,  auszurechnen 
seien.     Wir  veTSUchen,  ancb  diese  Worte  wieder  herzueteUen. 

„Bei  Ptolemäns  onn^)  in  der  Syntaxis  schreitet  die  Tbeilnng*) 
bis  zu  den  sechsten  Sechsteln  tot,  indem  er  wacker  nnd  genau  die 
Sache  vorträgt^);  für  uns  aber  möge  es  genügen,  um  ein  wohlgefftlliges 
Beispiel  behufs  der  Einführung  (in  den  Gegenstand)  zu  geben,  bis  zu 
den  zweiten  Brncbtb eilen ,  d.  i.  bis  zu  Dreitansendsechs hundertstein') 
die  Einheit  oder  den  Fnss  zu  theilen.  Denn  nach  der  Ansicht  der  Alten 
genügt  das  für  die  Ausrechnung  der  Handtafeln')." 


iflta.    Da«  ist  ganz  unverständlich  und  auch  insofern  falsch,  als  TOn  dritten  Sech- 
sigsteln  hier  noch  gar  nicht  die  B«de  ist. 

1)  Bierzu  folgt  wieder  eine  Bemerkung,  die  als  erklärendes  Scholiou  anzn- 
sehen  und  etwa  folgen dennosHen  zu  lesen  ist:  «tFiag  iiatfavvitg  (statt  3iai' 
fovittu)  tijv  (loifctv  i]TOi  poväitt  ^toi  »d/Sa  itc  i  ä  ,?,  moz»  li  y'  Icmov  i«i- 
yivta^at  (statt  hyivtoQai)  E^nodaHig  »ul  S-aa^  ftVQtoatöv  h^anceiilto- 
ffid*  (statt  tfnoiFio  iiöi/iov  [ivfiiiSiav  iftniidj/lio*)  r^f  ixuvääoe- 

2)  Mal  eljov  fri  noUip  (statt  noUä)  ildttova  itöfia.  Bierauf  folgt  in  der 
Handschrilt  noch  das  SchoUon  la/tßavo'iifva  t^g  ßoväSoe  fit  nvfiiiias  aeß,  wel- 
ches EU  lesen  ist  lafiPttvofievriB  (oder  dialaußavoninit)  cqg  ftovaSoc  fie  M*P<'''b6 
,ttaq^,  d.  i.  1896,  womit  also  nachträglich  die  Theilung  in  vierte  Sechzigatel 
erklärt  wird. 

8)  Zu  lesen  T^  ßiw  oiv  TTrolcfuiffi  statt  Tic  pit  ovv  Tltoltiiaiov. 

4)  Herzustellen  i]  SialfMig  statt  (ij)  äiai(fdaets. 

5)  QrieclÜBch  iroiavfiEve)  läg  (dies  fQge  ich  binsu)  «apnAoMie. 

6)  Zu  lesen  Hat  Stwifimv  lenTÖ*  (statt  pß  Is-kto),  Tovtimr  !t>t  ,7z'  (>tatt 
coi'  cOriV  iais  rpita), 

7)  Griechisch  npä;  tat  toi  Wfoxilfov  mträroe  iiii}<po^ofiae-  womit  stiUscbw^- 
gend  auf  diejenigen  im  Abnagest  befindlichen  astronomischen  Tafeln  Terwieecn 
wird,  welche  es  bei  der  Theilung  bis  zur  Secunde  bewenden  lassen,  wie  das  £*- 
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Im  «eiteren  Texte  iit  die  Zaiil  der  Fehler  vergUicbsweise  etwas 
geringer,  aber  imtoer  noch  gioM  genag,  nm  ein  Lesen  mit  VerstSadnisa 
anssBrord entlieh  zn  erschweren.  In  Kürze  seien  noch  folgende  Verbesee- 
mögen  la  einem  «pKteren  Abschnitte  erwähnt:  pag.  6  vorletzte  Zeile 
o^iaafiivwg  statt  Sfiaaftlvov,  pag  7,  4  nnd  6  dtaiQijrai  nnd  not^  statt 
Siai^tUn  and  noiti,  ebenda  Z.  10  havxlns  statt  ivavztavg,  Z.  12  nnd  13 
tatciug  Statt  e^iix££,  Z.  18  vielleicht  itaifaßc!lUm  statt  napajSäU»  (doch 
kann  anch  der  Fehler  wo  anders  stecken,  da  die  ganze  Periode  Z.  17 — 20 
nnkisr  und  verwirrt  ist),  Z.  23  q  lo'  (statt  171^)  ivgtiv  nnd  gleich  darauf 
9vtrtM&tls  statt  iivv$&tlg  (denn  dass  avvn^ivai  soviel  bedeutet  als  mnlti- 
pliciren,  ist  knrz  vorher  Z.  25  ansdrttcklich  gesagt  worden),  endlich  Z.  31 
tbttofttv  statt  lino^n'. 

Hoffentlich  gelangt  der  ganee  Tractat  Aber  die  seiagesimale  Mnlti- 
plication  nnd  Division  (denn  das  von  Herrn  Henry  VerSfientlichte  ist  nnr 
ein  BmchstUck  des  Ganzen)  recht  bald  zu  einem  lesbaren  Abdruck.  ' 

F.  HULTSCH. 


SynthetiHhe  Geometrie  der  Kngeln  ond  linearen  Engelsystems.  Mit  einer 
Einleitung  in  die  analytische  Geometrie  der  Kngelsysteme  von 
Dr.  Ta.  Bete,  0.  Professor  an  der  UniversitKt  Stiassburg.  Leipzig, 
Tenbner.  1879. 
Die  synthetische  Geometrie  der  Kreise  nnd  Kugeln  verdankt  ihren 
Aufschwung  seit  Anfang  dieses  JahrhundeitB,  wie  in  dem  Vorwort  gesagt 
wird,  zunSchst  den  französischen  Geometern  Dnpnis,  Hacbette,  Du- 
pin,  Gaultier,  Foncelet.  Nachdem  Letzterer  (1822)  die  Lehre  von 
den  EreiBbtiBcheln  nnd  Aebnlichkeitspnnkten  mehrerer  Kreise  vervoll- 
stSndigt  nnd  mit  der  Polaren theorie  in  Verbindung  gebracht  hatte,  er- 
schienen 1826  im  I.  Bande  des  Crelle'schen  Jonmals  die  geometrischen 
Betrachtungen  von  Jacob  Steiner,  in  welchen  zum  ersten  Male  der 
Ausdruck , .Potenz"  bei  Kreisen  angewendet  wird.  Er  giebt  die  Absicht 
kund,  ein  Werk  tiber  das  Schneiden  der  Kreise  in  der  Ebene,  das 
Schneiden  der  Kugeln  im  Baume  nnd  das  Schneiden  auf  der  Kugelober- 
flSche  herauszugeben.  Diesen  von  Steiner  nicht  ansgeführteu  Plan 
finden  wir  in  der  vorliegenden  „Synthetischen  Geometrie  der  Kugeln" 
wieder  aufgenommen  und  bis  zur  Lösung  des  von  Steiner  erweiterten 
Apollon lachen  Problems:  „Eine  Engel  zu  constmiren,  welche  vier  ge- 
gebene Kugeln  unter  bestimmten  Winkeln  schneidet",  durchgeführt.  Das 
Hanptmittel  znr  Herleitnng  der  zur  Constmction  uethwendigen  SKtze  ist 
ein  von  Flacker  (1834)   nnd   William  Thomson  (1845)   entdecktes 


wöSav  xBVoviOF  ira  6.  Buche  und,  was  die  Brachtheile  anbelangt,  das  K' 

h  K«»l^  n9ndp  im  1.  Buche.    Die  Sonnen-,  Hond-  und  Plaaeteotalbln  (Buch  3. 4. 9) 

sind  bekanutlich  bis  zu  aeohsten  Sechzi^teln  aosgeracbnet. 
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Frincip,  zn  welchem  wenige  Jahre  spHter  (1S53)  auch  Höbiae  gelangte. 
Lionville  (1847)  nKante  ee  ,,Priiicip  der  reciprokeu  Kadien";  HSbiai 
gab  ihm  den  Namen  „Kreisverwandtschaft".  Ifaren  Anagaagspnnkt  nimod 
die  „Eagelgeometrie"  vom  Kagelgebttsch ,  womit  die  Gesammtheit  aller 
Kugeln,  Kreise  nnd  Fanktepaare  bezeichnet  wird,  welche  in  einem  feeten 
Pankte,  Ceutmm  des  Gebflsches,  eine  bestimmte  Potenz  haben,  wobei 
nnter  Potenz  einer  Kngel  in  einem  Pnnkte  das  constante  Prodnct  am 
den  Abschnitten  irgend  einer  durch  diesen  Paukt  gelegten  Kugelsefane 
verstanden  wird.  Ein  Punkt,  in  dem  zwei  Kngeln  gleiche  Potenz  haben, 
heisBt  ein  Potenzpnnkt  der  Ktigeln.  Ohne  Bechnnng  werden  dann  dk 
SStze  abgeleitet,  dass  alle  Fotenzpankte  zweier  Kngeln  anf  einer  Ebene 
(Potenzebene) ,  dreier  Kugeln  auf  einer  Geraden  (Potenzaxe)  liegen  nnd 
dass  vier  Kngeln  nur  einen  Potenzpnnkt  haben.  Steiner  leitet  („Die 
geometrischen  Constmctionen ,  ausgeftthrt  mittelst  der  geraden  Linie  und 
eines  festen  Kruses")  die  entsprechenden  Sätze  für  Kreise  durch  öftere 
Anwendung  des  pythagoräiscben  Lehrsatzes  ab.  Das  Gebüsch  hat,  wenn 
die  Potenz  seiner  Kngeln  im  Centmm  positiv  ist,  eine  Ortbogon&lkugel, 
welche  jede  seiner  Engeln  rechtwinklig  schneidet.  Diese  wird  imaginXr, 
wenn  die  Potenz  negativ  ist,  und  so  gelangt  die  Darstellung  zu  Kugeln 
mit  reellem  Ceotrnm  nnd  rein  imagisKrem  Badins.  Nennt  man  die  Punkte 
eines  Paares  im  Gebüsch  zugeordnete  Pnnkte,  so  folgt,  dass  alle  Faare 
zugeordneter  Funkte  eines  Kreises  oder  einer  Geraden  des  Gebflsckes 
eine  Involntion  bilden,  und  so  führt  das  Gebüsch  unmittelbar  znm  In- 
volatorisehen  Gebilde.  Die  Schnittpunkte  mit  der  reellen  oder  imaginä- 
ren Orthogonalkngel  sind  die  reellen  oder  imaginären  Oidnuogapnnkte. 
Da  diese  jedes  Punktepaar  harmonisch  trennen,  so  folgt  die  Theorie  der 
harmonischen  Pnnkte.  Mit  Hilfe  des  Frincips  der  reciproken  Kadien 
wird  der  Satz  bewiesen,  das  vier  Strahlen  eines  Punktes  S,  welche  einen 
durch  S  gehenden  Kreis  in  vier  harmonischen  Punkten  treffen,  jedes 
durch  S  gelegten  Kreis  oder  jede  Gerade  in  solchen  Punkten  schneiden. 
Da  der  gegebene  Beweis  auf  der  Voraussetzung  beruht,  dase  die  vier 
Strahlen  reell  sind,  also  auf  involntoriache  Punkte  nur  in  dem  Falle 
reeller  Ordnungspunkte  ausgedehnt  werden  kann,  so  hStte  der  Vollstän- 
digkeit wegen  der  Beweis  für  den  Fall  ima^nSrer  Ordnungselemente, 
zumal  er  sich  in  ganz  analoger  Weise  führen  ISsst,  wohl  auch  angeführt 
werden  müssen.  —  Im  weiteren  Verlaufe  gelangt  die  Darstellung  zum 
BpfaSrischen  und  cyclischen  Folars^stem  von  reellen  oder  imaginären 
Kugeln  nnd  Kreisen.  Irgend  zwei  zugeordnete  Punkte  eines  Gebfiscbes 
sind  nämlich  harmonische  Pole  in  Bezug  auf  die  reelle  oder  imaginäre 
Orthogonalkugel  und  die  zur  Verbindnngegeradeu  senkrechte  Ebene  ia 
einem  ist  die  Polare  des  andern.  —  In  §  9  wendet  sich  die  Kugelgeo- 
metrie zn  den  linearen  KugelsjBtemen ,  in  §  11  zn  cellinearen  und  reci- 
prokeu  Gebilden  in  Bezug  auf  ein  Kugelgebttsch   nnd  gebt  in  §  12  zn 


Receneionen.  305 

hartaonischeii  Engeln  und  Ereüen  Ober.  Die  Eigenschaften  der  Aühnlicli- 
keitspankte  führen  darauf  znr  LBsnng  der  Änfgabe:  „Diejenigen  Kngeln 
zu  constTtiiren ,  welche  vier  gegebene  Engels  berühren  oder  fUnf  gegebene 
Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  achneiden",  nnd  lassen  erkennen,  dnss 
jede  dieser  Aufgaben  16  Lösungen  hat.  In  analoger  Weise  ergeben  sich 
die  Auflösungen  der  entsprechenden  Aufgaben  in  der  Ebene  oder  auf 
der  KngelSSche,  die  sich  durch  das  Prineip  der  reciproken  Badien  auf 
einander  znräckfBbren  lassen.  Mit  der  Entwickelung  der  Eigenschaften 
der  Dnpin'schen  Cyclide  beschäftigt  sich  §  15,  der  im  weiteren  Fort- 
gange  ^n  einer  andern  Constmction  äe.B  Berfibrungsprublems  führt.  Wie- 
derholte Benutzung  des  Princips  der  reciproken  Radien,  mittelst  dessen 
ein  Kugelbtlschel  entweder  in  ein  EhenenbfUchel  oder  in  ein  Büschel 
concentrischer  Kngeln  trsnsformirt  werden  kann,  ergiebt  die  Lösung  der 
allgemeinen  Aufgabe:.  „Eine  Kugel  zu  constrniren,  welche  vier  gegebene 
Kngeln  unter  bestimmten  Winkeln  schneidet." 

Den  Schlnss  des  Werkes  bildet  eine  Einleitung  in  die  analytische 
Oeometrie  der  Kagelsysteme,  zu  deren  projectivi scher  Beziehung  durch 
EinfQhmng  von  Eugelcoordinaten  ein  leichter  Zugang  gewonnen  wird. 
Mit  Beye's  Eugelgeometrie  ist  einem  wirklieben  Bedttrfnies  abgehol- 
fen. Das  bisher  in  deutschen,  französischen  und  engliscben  Zeitschriften 
and  Werken  zerstreute  nnd  den  Ueisten  unzugängliche  Material  ist  ge- 
sammelt und  gesichtet,  dnrch  ein  gemeinsames  Band  verknüpft  nnd  znr 
Lösung  der  wichtigsten  Kreis-  nnd  Kugel p robleme ,  welche  seit  den  Zeiten 
dea  Apollonins  die  Oeonietec  beschäftigt  haben,  verwendet  worden. 
Die  Darstellung  ist  leicht;  in  den  letzten,  schwierigeren  Paragraphen  von 
weniger  bekanntem  Inhalt  wird  sie  knapper,  als  in  den  ersten,  nnd  ver- 
langt diesen  gegenüber,  ehe  man  zum  vollen  Verständniss  nnd  zu  klaren 
Vorstellungen  der  Gebilde  gelangt,  angleich  grössere  Arbeit.  Im  All- 
gemeinen, aber  sind  die  Ableitungen  so  einfach,  dass  sie  nicht  nur  bald 
Gemeingut  der  Mathematiker  sein,  sondern  anch  Eingang  in  unsere 
Schulen  linden  werden.  Besondere  Erwähnung  verdient  der  Umstand, 
dass  die  gegebene  Darstellung  mit  Leichtigkeit  auf  elementarem  Wege 
znm  Begriffe  der  imaginären  Punkte,  des  imaginären  Ereises  und  der 
imaginären  Kugel  fuhrt. 

Die  ,,Kngetgeometrie"  wird  fortan  für  jeden  Geometer  ein  unentbehr- 
liches Handbuch  sein  nnd  nach  dem  Wunsche  des  Verfassers  der  Oeo- 
metrie der  Engeln   nnd   Ereise  Freunde  und  Förderer  in  reicher  Zahl 

»"""•""•  MII.IKOWBKI. 
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LX,  366. 
Vergl,  Oberfachen  606,  606. 

P. 
Farabal. 

637.  Analoge  Eigenschaften    der   ebenen   und  sphUriBchen   Parabel.     Mehmke. 

Qrun.  Archiv  LX,  2IB. 

638.  Ueber  die  Eraramungskreiae  der  Parabel.    Mack.    Gnu.  Archiv  LXI,  386. 
629.  Th^or^me  sur  lee  perpendiculairea  mendes  des  diffdreuta  pointa  de  la  tangeute 

an  tommet  d'une  paiabole  aui  rayons  aboutissaiit  au  foyer  et  ^^es  en 

longueur  ä  ces  ravona     Brunot.    N,  ann.  math.  XXXVI,  3SS. 
680.  Snr  les  paraboles  OBCulatricw  d'une  conique.    Lce.    N.  ann.  math.  XXX7II, 

130.  —  Pellisaier  ibid.  226. 
681   Snr  les  parabolea  tangenteB  i,  deux  droit«»  rectangulairee.    Moret-Blaac 

N.  ann.  math.  XXXVI,  318. 
632.  Touto  corde  men^e  par  le  foyer  d'une  parabole  est  6gale  en  quadruple  du 

rayon  vecteitr  da  point  de  contacte  de  la  tangente  parallele  a  cette  corde. 

Bartbe.    N,  ann.  math.  XXXVII,  91. 
638.  Sur  iea  parabolea  da  mgme  sommet  et  passant  par  an  aecond  point 

ä  tootes.    Preaon.     N    ann.  math.  XXXVl^  180. 
534.  Lieu  g^omätriqueB  se  rapportant  aux  paraboles  de  m€me  axe  et  de  m€me 

BOmmet  et  aus  ellipBes  ayant  un  axe  comman.    Moret-Btanc.    N.  um. 

math.  XXXTl,  336. 
Vergl.  Kreis  444. 

Faraboloid. 
696.  Monvement  d'un  point  pesant  aur  un  paraboloTde.     De  Saiat-Oermain. 

Joum.  matbdm   Säe.  8,  III,  401. 
Vergl.  Akuatjk. 

Pendel. 
636.  Mäthode  aimple  et  rapida  pour  ddterminer  le«  loia  du  mouvement  du  pendula 

i.  petiteB  osdliationa,     Dostor.     Grün.  Archiv  LX,  366. 
5S7.  Fortrücken  der  Bahnsohoitel  eines  Pendel»  von  geringer  Elongation  mit  Be- 
zugnahme auf  das  Foacaalt'eche  Pendel.  Hoppe.  Gruu.  Archiv  LXI,  864. 
638.  Ueber  die  OBcillatoriscben  Bevvegungen  einer  ^Valze  mit  excentrischer  Schwer- 

piinktsaie     C.Bender.    Grün,  Archiv  LX,  113. 
fhÜDicphlB  der  Kithenaük. 
6S9,  Bnr  un  nonvel  exemple  de  la  rädaction  des  dämonstiationa  th  leor  forme  la 

plus  simple  et  la  plu«  diiecte.    Lalanue.    N.  ann.  math.  XXXVI,  146. 


Abh&ndlangsregister, 


FUiUim*tria. 

640.  Rein  geometriache  Projportiooslehre.    Hoppe.    Onm.  Archiv  LXII,  163. 

641.  Tronrer  sar  tue  droite  un  point  ditqael  on  en  Toit  deox  autree  eone  dea 

angles  ögauit.     Terrier.     N.  ann.  math.  XXXVI,  183, 

642.  PlarimetriBcher  Lehrsatz.     Eiigelbreclit     Grün,  Archiv  LX,  4*7. 
543.  Beitrage  znr  Theorie  des  Dreiecke.     Hain,     Gnm.  Archiv  LX,  290. 

644.  Der  Punkt  der  gleichen  Parallel  transversalen.    Hain.    Qrun.  Archiv  LXI,  1T7> 
546.  Döterminer  le  point  d'oü  dem  lignea  OA  et  OB  ont  6t6  vnea  aoua  le«  angles 
a  et  ß.     Toabin.     N.  ann.  math,  XXSVI,  877. 

646.  Nene  Ableitung  der  pjäiagor&ischen  LehreätEe.    S^kora.    Gnm.  Archiy  LXI, 

447. 

647.  Cerdea  inacrits  dam  nn  triangle  rectangle  et  dana  lea  deui  trianfflea  en  les- 

Jiiels   tl   est   partag^    par   la    perpendiculaire    men^e  sar   rhypotännse. 
I.  ann.  math.  XXXVlf  217. 

548.  Tb^or^me  aur  le  triaugle  rectangle.     N.  ann.  matb.  XXXTII,  217. 

549.  Propri^t^  du  trlangle.    A.  MoreL    N.  ann.  math.  XXXVII,  3S2. 

660.  Sur  la  R^omätrie  dea  quinconces.     Ed.  Lucas.     K  ann.  math.  XXXTH,  12». 
651.  üeber  die  Congruenz  zweier  ans  eewisBBa  Beatimmimgaatackeii  conatriiirter 

Dreiecke.    F.  Lukaa.    Gnm.  Archiv  LX,  224. 
6G2.  Thäoräme  aur  le  fiuadrilat^e.    Horet-Btanc.    N.  ann.  math.  XXXVH,  SS3. 
663.  Deber  das  Ereiaviereck.    Greiuer.    Gran.  Archiv  LX,  178. 
564.  Sur  le  evatäme  articul^  de  M.  Peaucellier.     G.  Tbidbaut.    N.  ann.  math. 

XXXV II,  268. 

656.  Beitimmimg  der  Vielecke  dnrch  die  Winkel  zwischen  Seiten  und  Diagonalen. 

Hoppe.    Gnm.  Archiv  LXI,  439. 
556.  Recherche  dea  eyatimes  de  deux  polvgonee  rgguliers  ^toilSe,  inscrite  dana  le 
mSme  cerde,  qni  aont  tela  qae  la  aarface  de  Tun  aoit  double  de  la  sur- 
face  de  l'antre.     Doator.    Grün.  Archiv  LXI,  407.    [VergL  Bd.  XXIII, 
Nr.  286.] 

657.  Nombrea  relatifa  dea  poljgonea  rggnliera  de  n  et  de  2n  cOt^  enivant  qne  n 

eat  an  nombre  impau  on  an  nombre  pair.    Doator.    Gran.  Archiv  LXII, 
148. 

FotanCUl. 

658.  üeber   den  Anadruck   ffir  das  innere  Potential  einea  homogenen  Ellipaoids. 

Wasemnth.     Grün.  Archiv  LXII,  448. 

659.  Solntion   of  certain  qaeationa  in  potentiala  and  motion  of  liquid*.    Perrere. 

Quart.  Joarn.  math.  XV,  83. 

Froduet«. 
560.  Producte  einiger  Factorenreihen.    Dobifiaki.    Gmn.  Archiv  LXI,  4S4. 
VergL  Functionen  S39,  340.    Trigonometrie  600. 
FrojBBtianMi. 

661.  Ableitung    der   Centralprojection    ana    einer   cotirten  Orthogonalprojection. 

Grober.    Gnin.  Archiv  LXI!,  259. 
Vergl.  Abbildung  237. 

ODadratur. 
562.  Bemerkung  aar  mechaniachen  Qnadrator.    Ligowaki.    Grün  Archiv  LX,  336. 
663.  BeBtimmOttg  der  Fi&cbeninhalte  der  Cnrven,  die  durch  die  Gleichung  (- ) 
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=  1  gegeben  sind,  in  welcher  m  eine  ganze  positive  Zahl  be- 
Eeichnet    8.  Spitzer.    Gnm.  Archiv  LXI,  329. 
Qnatarnlon«]!. 
664.  Applicationa  mäcaniquea  du  calcul  dea  quatemiona.  Laiaant.  Jonra.  raalhäm. 
Sit.  8,  III,  826. 


665.  Beitr&ge  zur  Theone  der  Reihen.    Heiaeel.    Gran.  Archiv  LZ,  SS7. 

666.  Sur  le«  sommee  dea  puiaaaoceB  aemblablee  de«  nombres  entieia.    Ed.  Luoaa. 

N.  ann.  math.  XXXVI,  18. 


Historisch-literftrificlie  Abtheilung. 


MT.  VemUgemeineni^  einer  Jacobi'Bchen  Formel.    Steto.    Grelle  LKXXtV,  216. 

—  Lamp«  ibid.  S70. 
60S.  Sut  la  foTmoIe  de  MaclwiTin.    Hermite.    Grelle  LXXXIT,  64. 

M9.  Sanunirimg  der  Reihe  S-^  l^'  m  =  l,  2,  3, 1,6 DobinskL    Qrun.  Ar- 

chiT  LXI,  888. 
670.  Zar  Sumioirang  der  Reihe  S^.    Ligowgki    Oran.  Archiv  LXII,  834. 
571.  Sommation  de  qnelquee  Beriet.    Catalan.    N.  ann.  math.  XXXVII,  35S. 
üTS.  Somination  de  qnelqnes  Bäries  au  moyen  d'une  äqnation  aux  diffärencee  finiee. 

Moreau.    N.  ann.  math.  XXXVI,  315. 
678.  Snniinimng  einer  Reihe.    Hoppe.    Gmn.  Archiv  LXI,  S24. 
674.  Sumtoation  einiger  Reihen.    Hoppe.    Gran.  Archiv  LXII,  165. 
676.  Snmmation  zweier  Reihen.    Sykora.    Oron.  Archiv  LXI,  415. 

616.  Däveloppement  de  — ^ —  en  e^rie  rapidement  convergent«.    Horean.  H.  ann. 

math.  XXIVII,  186.  —  Gatalan  ibid.  366. 
67T.  Sor  U  limit«  du  rapport  de  deuz  eäries.    Moreau.    N.  ann.  math.  XXXVII, 


136.  —  Catalan  ibid.  262. 

gl.  BemouUi'iche  Zahlen.    E 

Logarithmen.    Trigonometrie  600. 


67S.  Snr  1 
4 

'*^ath   ^ 

680.  Kugel  von  excentnacher  Masee  und  cetitriBoher  Trägheit.     Hoppe. 

Archiv  LX,  100. 

681.  GllipBe  däcrite  par  le  centre  de  gravitä  de  mobile«  parcourant  des  cerdea 

duia  l'eapace  avec  deB  vitesseB  angulaire«  ägales.    Laiaant.    N.  ann. 
math.  XXXVI,  334. 

gpbArlk. 

.,..j.    Quart  ._ _     .  ._.. 

u  dont  lea  facea  Bont  tangeotoB  ä  uoe  sphäre.  N.  a 
matb.  XXXVn,  215, 
681.  Untersuchungen  Aber  das  spliäriache  Pascal'ache  Sechseck  und  daa  sphärische 

Brianchon'ache  Sechsseit.     Thieme.     üron.  Archiv  LX,  43. 
686.  On  sphetical  claas   cubics  witb  double  foci  and  double  cjclic  arca.     Jeffery. 
Quart.  Joum.  math.  XV,  131. 
Veigl.jAnalytiache  Ueometrie  des  Baume«  256.    Parabel  627.    Tetraeder  696. 
Stersoiuetri«. 

686.  Nene  Methode  £ut  Auflösung  des  Breikants.    Xleckler.    Gmn.  Archiv  LXI, 

837. 

687.  Propriät^  relatives  des  polvfedres  regulier 

Dostor.    Qrun.  Archiv  LXII,  286.    i:Vt_„_. _.  

688.  Les  trois  aphites  des  polv^dres  r^giiliera  dtoiles.     Dostor.     Grün.  Archiv 

LXn,  TS. 

689.  J^poBitions  Bur  lea  corps  de  rävolution  de  la  g^oni^trie  ^Mmentaire.  Doator. 

Grün.  Archiv  LX,  807. 
Vergl.  Sph&rik.    Tetraeder.  -  Zahlentheorie  618. 
Bnbatitntlonen. 

690.  Einleitung  in*  die  Theorie  der  Subetitutionen  und  ihre  Anwendungen.    Netto. 

Grün.  Archiv  LXII,  226. 
Vergl.  Formen  826. 

T. 


Ab1iui<IIiiiigflr«gist6r. 


693.  Bemerkting  Ober  Symmetriepunkte  des  Tetraedeie.    Hain.    Gran.  Aitihiv  IiX, 

S04. 
594.  Th^orima  nur  le  t^tra^dre.    Jamet.    N.  ann.  matb.  XXXVI,  S85. 
696.  TJebei  die  Euffelu,  welche  die  FlKcbea  eines  Tetraeders  berOhren.    Elag. 

Qnm.  Archiv  LXI,  361. 
Vergt  Zahlentheorie  618, 

TheUfnnetloiMD. 
696.  On  the  16  oodal  qoartic  aorface.    Caylej.    CreUe  LXXXIV,  938.    [VersL 

Bd.  XXIII,  Nr.  612— 6W.] 
&{I7.  Deber  die  Enmmer'Bt^  Fläche  rierter  Ordnung  mit  16  Enotenponkten  und 

ihre  Beziehang  zu  den  Thetafbnddoneu  mit  S  Verftnderlicheu.   H.  Web  — 

Grelle  LXXXrV,  832. 

Trigonamstrl«. 
&98.  Beschreibung  einea  Hodelle  für  den  ersten  Unterricht  in  derQoniometrie.  Ho 

Gma.  Archiv  LXI,  108. 

599.  8nr  lei  ddbnti  de  la  trigonom^trie.    Brisie.    N.  ann.  math.  XXXTL  49. 

600.  A  theorem  in  trigonome&j.  J,  W.  L.  Giaither.    Qoart.  Joarn.  math.  XV,  IM, 

601.  Beitrag  cur  Trigonometrie.    Zahraduik.    Gran.  ArchiT  LXH,  SSO. 

602.  Bendre    calculable    par  logatithmeB  ginx-^- -. !~i.     De  Virieu. 

N.  ftnn.  math.  XXXVI,  286.  —  Laisant  ibid.  876. 

603.  Inacription  dam  le  cerde  des  polTgonee  räguüen  de  16,  SO,  60,  ISO  eto.  cOt^s; 

caicul  des  o*töa.    Dostor.    Grün.  Archiv  LXII,  103. 
601.  Inscripläon  daos  le  cercle  des  4  polygooea  r^guLietB  de  SO  cCt^s.     Dostor, 

S.  nun.  math.  XXXVU,  870. 
606,  On  Mr.  Cotteriiri  goniometrical  ptoblem.    Cajlej.    Quart.  Joum.  matb.  XV, 

196.     [Vergl.  Bd  XI,  Nr,  895.] 

606.  Propri^tä  trigonom^trique  du  triangle  rectangle,  avec  applicatiou  eo  aatto- 

nomie  ou  cakul  de  ranomalie  viaie  en  valeur  de  l'aaomalie  eicentrique. 
Dostor.    Grnn    Archiv  LX,  389. 

607.  EnuatioDB  trigonom^triques  dacs  lesqnelles  entrent  lea  bissectriceH  des  angloe 

d'an  triangle.     Lapierre.     N.  ann.  maÜi.  XXXVI,  627. 

608.  Berechnung  der  dritten  Beite  eines  Dreiecks  aus  iwei  gegebenen  Seiten  nnd 

dem  von  diesen  eingeschlossenen  Winkel.    Czuber.    Ginn.  Archiv  LXH, 
222. 

609.  Thäorimes  sur  le  quadrilatire  circonscriptible.  Moiet-Blanc  N.  ann.  math. 

IXXVn,  40. 
Vergl.  Imagin&res  897. 

C. 
intiaelllptisehB  TrantMndtBtMi. 

610.  Origiue  g-äomgtrique  et  lepr^ntation  g^om^trique  des  fonctions  elliptiqnea, 

abäliennes  et  de  tranBcendantea  d'ordces  sup^rieors.     Yvon  Villarceau. 
Joum,  mathim.  Sör  3,  IV,  30B. 

611.  Sur  l'application  des  integrales  ab^Uennee  ä  la  gäomätrie  des  conrbes  planee. 

Lindemann.    Grelle  LXXXIV,  294,  800. 
Vergl.  Formen  326. 

Unbsttimaite  Vomsn. 
618,  Sor  les  vraies  valenra  des  expressions  de  la  forme  ~.    Rouquet    N.  um. 
math.  XXXVI,  113, 

ir. 

WahrsohelDliehksltsraoluiiiatr. 

613,  Vergteichung   iweier  Annahmen  über  die  moialische  Bedeutung  von  Geld- 

summen.   Czuber.    Grün.  Archiv  LXIl,  267. 

614.  Eine  WahrsclieinlicbkeiteaDfgabe.    Hoppe.    Gran.  Archiv  LXI,  410. 


ZaUanOteerla. 
616.  Tafeln  fOr  dief dekadischen  Endformen  der  QnadratKahlea.    Scbadj.    Grelle 

LXXXIV,  86. 
616.  Sor  lei  cbifiieB  qui  tenninent  les  poisaances  des  uombres  entien.  Das.  Andrä. 

N,  ann.  math.  XXXVI,  870. 


HifltoriBch-Iiterariselie  Abtheilang. 


617.  m  et  r  6t&nt  dea  oombreB  entien  positifB,  ortm  des  nombres  8"  +  l,  S^+^+l 

eat   divisible  par   10,    l'autre   est  aaui  diTiBible  p&r  10.    H.   Brocaid. 

N.  ma.  math.  XXXTI,  190 
61S.  Ueber  ntioDale  Dreikante  und  Tetraeder.    Hoppe.    Onm.  Archiv  L^  96. 
619.  AllgemeiuBtei   Ausdruck    dea  Richtungscosmus   einer  Geraden   in   rationalen 

Brüchen.     Hoppe.     Gnm.  Archiv  LXI,  438. 
6S0.  Le  carrä   de   tont  Qomhre   dirisible   par  3  e«t  la  diff^rence  de  desx  nombrei 

triangulairea  premiera  avec  8.     Harchand,     N.  onn.  maUt.  XXXIY,  US. 

—  Hoiet-Blanc  ibid.  464. 

621.  Le  nombre  6  eat  le  aeul  ägal  ä  la  aomme  des  carr^  de  deux  nombrea  consd- 

ontib  qoi  ait  pour  caxz6  la  aornnte  dea  carr^a  de  dem  nombrea  conaäcQ' 
tiä.  De  Jonqui&rea.  N.  ann.  matb.  XXXVn,  219.  —  L.  Hago  ibid. 
429.  —  Catalan  ibid.  618  —  Qäiono  ibid.  581. 

622.  Etnde  aar  la  d^compoaition  en  aommea  de  deui  carr^a  da  carrä  d'nn  nombn 

entier  compoaä  de  facteoi«  premiera  de  la  forme  4n  +  l,  et  de  ce  uombn 
lm-m§me.    De  Jonquiärea.    N.  min.  math.  XXXVn,  241,  2B9. 

628.  Däcompoeition  du  carrä  d'un  nombre  jAT  et  de  oe  nombre  Ini-mäme  en  aommea 

quadratiques  de  la  forme  x'  +  t.w*.     De  Jonqui^rea.    N.  ann.  math. 

XXXVn,  419,  438. 
6S4.  Zerlegung  einer  Zahl  in  die  Differena  zweier  Quadrate.    8/kora.    Gran.Ai- 

cbiv  LXI,  446. 
626.  Dana  toute  aolution  en  nombrea  entiera  de  l'äquatäou  indätermin^  24ie*  +  1 

c=y*  le  produit  xy  eat  toujoura  multiple  de  B.    De  Virieu.    N.  ann. 

math.  XXXVll,  476. 

626.  8nr  Tanaljae  indäterminäe  du  troiai^me  degiS.    Ed.  Lucas.    N.  ann.  inallL 

XXXVII,  607. 

627.  Sur  quelquea  äquationa  indäterminäea  du  troiai^me  degrä.    S.  Bealia    N.  ann. 

math.  XXXVU,  454. 
62S.  Nombrea  entiera,   dont  le  cabe  eat  egal  ä  la  eomme  de  trois  ou  de  qnatn 
cubea  entiera.    Rebout.    Ürun.  Archiv  LX,  363. 

629.  Formation   d'un    cube   eutier  qui  soit  ägal  i,  la  aomme  de  4  cubes  entiera. 

Rebont.     N".  ann.  math.  XXXVI,  272, 

630.  De  la  Tesolation  en  nombrea  entiera  positifa  de  l'^quation  1 +x-f  x'+x'^]^- 

Gßrono.    N.  ann.  math.  XXXVT,  230. 
681.  SQrl'fquationind^terminäex'+y'  — ae°.  Ed.Lnoaa.  N.  ann.  math.  XXXVU, 

486. 
632.  Snr  Wqoation  «(a;  +  l)(a:+2)  =  6i/».    Meyl.    N.  ann.  math.  XXXVH,  464. 

683.  L'£quationx(a:+l)(2ar+l)  =  6v'  n'a  paa  d'autrea  aolutiona  entierea  qaex=24. 

Ed.  Lucae.    N.  ann.  malt.  XXXVI,  429. 

684.  Caa  d'impoaaibilit^  d'une  aolution  en  nombrea  entiera  de  V^qnation  x'  +  a  =  y*. 

De  Jonqui^rea.    N.  ann.  math.  XXXVII,  374,  S14. 

636.  De  l'impossibilitädeNquation  x'=^+17.    Gärono.  N.  anu.  math.  XXXVI, 

828. 
686.  Sur  nn  th^reme  de  Liouville  concemaut  la  däcomposition  dea  nombrea  en 
bicarräa.    Bd.  Lucaa.    N.  ann.  math.  XXXVII,  53S. 

637.  Impoaaibilil^  dea  äqoationa  6xy(Za!'+y*)  =  u^  ou  =4t>'.    S.  Realig.    N.  ann. 

math.  XXXVU,  468. 
686.  De  rimpoBaibilit^  en  nombrea  entiera  de  trois  äquatione  du  aixiäine  degr^. 

C.  e.    N.  ann.  math.  XXXVU,  624. 
689.  Condifciona  aona  lesquellea  on  a  p  =  Pi +  §^^-B, +5,  et  p' =  ft*  +  ft' +  R* 

+  St*   lea   nombrea  P,  Q,  B,  S  aatialaiaant  enx  m£me   dk  nne  cooditian 

arithmologique.    Moreau.    N.  ann.  math.  XXXVII,  46. 

640.  Sur  la  räeolution  en  nombrea  entiera  du  ajat^me  d'^quationa  2v*-  W*  =  h'  et 

2e'  +  u'  =  3e'.     Ed.Lnoaa.     N.  ann.  math.  XXXVI,  409. 

641.  Sur  la  räaolution  en  nombrea  entiera  poaitifa  du  avat^me  des  troia  äquationa 

x  =  v,\  a;+l  =  2ti*,  a;+2  =  3«i'.    Görono.    N.  ann.  math.  XXXVII,  381. 

642.  Sur  le  ayatfeme  des  öquationa  indäterminöeB  i*-au'  — »',  «*+«y'  =  u'.    Ed. 

Lucaa.     N.  ann.  math,  XXXVII,  446. 
Vergl.  Combinatorik  278.    Formen,    üetchichte  fler  Hathematth  86S. 
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